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Kształt strugi cieezy rozpływającej się po powierzchni płaskiej
dowolrrie zorientowanej w przestrzeni2

W PracY Przedstawiono model teoretyczny rozpływu po powierzchni strugi cieczy porvstałej wskutek
uderzenia strugi o powierzchnię płasĘ dowolnie zorientowań w przestrzeni. hozpływ-cieczy nlwtonow_
skiej. Powodują siły}ezwładności i siła grawitacji. Ograniczenie rozpływu cieczy powodują iiły napięcia
powierzchniowego. Zaproponorvano metodę rozwiązania zagadnienii.'
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lvspółczynnik tarcia,
przyspieszenie ziemskie,
objętościowe natężenie
przepływu cieczy,
jedrrostkowe objętościowe
na,tężenie przepływu cieczy,
cisntenre,
punkt,
krawędź strugi,
wektor styczny do kierunku
ruchu cieczy w filmie,
prędkość obwodowa,

brzeg strugi,
kierunek obwodowv,
kierunek prornieniowy,
kierunek prostopadły do płyty,
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prędkość radialna,
prędkość w kierunku osi z,
współrzędne lvalcowe,
Ęt pochylenia płyty,
grubość warstwy cieczy,
lepkość dynamiczna,
Ęt między krawędzią a styczną
do krawędzi, jak rra rys, 2,
gęstość cieczy,
naprężenia styczne na ściance,
kąt zwilżania,
wlotowa liczba Froude'a.
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+ wielkość bezwywrniarowa.

1lnstytut Maszyn Przepływowych PAN, Zakład, Termodynamiki i Wymiany Ciepła, ul. Fi_
szera 14, 80-952 Gdańsk

2Praca została rvykonana w ramach glantu KBN nI PB 0376



732 J. Mikielewicz

1. Wprowadzenie

Ruch cieczy po powierzchni ścianki występuje w szelegu wymiennikach ciepła
i wielu aparatach inżynierii chemicznej. Wymienniki takie zwane są ociekowymi
1ub kondensatorami. Proces rozpływu cieczy w wymiennikach ociekowych różni
się od rozpływu kondensatu w kondensatorach. Oba procesy były badane teo-
retycznie i eksperymentalnie. Szczególnie dużo prac poświęconych jest spływowi
grawitacyjnemu filmu cieczowego powstałego wskutek kondensacji pary. Dla tego
typu spływrr przeprowadzono badania dla wielu geometrii rur (nachylonych okrą-
głych i eliptycznych, okrągłych żebrowanych) [1-3], W przypadku spływu gra-
witacyjnego trajektorie ruchu filmu wyznaczone są pTzez największe gradienty
spadku grawitacyjnego. Pomijane są siły bezwładności. Natomiast w przypadku
uderzenia strugi o porvierzchnię, siły bezwładności nie mogą być pomijane, gdyż
mają one istotny wpływ na trajektorie rozpływającej się po powierzchni cieczy.
Proces rozpływu cieczy, uderzającej z określoną prędkością o powierzchnię pła-
ską horyzontalną, był badany teoretycznie i eksperymentalnie [a-5]. Brak rozwią-
zań teoretycznych rozpływu na powierzchniach pochylonych. Rozwiązania takie
mogą posłużyć do opracowania modeli rozpływy na rurach poziomych lub bar-
dziej złożonych geometriach powierzchni, które mogą wystąpić między innymi w
rvymiennikach ociekowych. Celem placy jest poznanie zjawiska rozpływu cieczy
rra dowolnie zorientowąnej płaszczynie w przestrzeni.

Poddano analizie rozpływ strugi po powierzchni dowolnie zorientowanej w
przestrzeni. Zagadrrienie wyznaczania kształtu strugi płynącej po powierzchni po-
ziomej rury analizowano w [6]. Rozpływ strugi cieczy po powierzchni ciała stałego
posiada swoją spec5.fikę, przedstawiono to w placy. Pęd strugi uderzającej o po.
wierzchnię jest wylramowy,\Many przez slły tarcia, a w końcu równoważony jest
ptzez siły napięcia powierzchniwego. Wykonano obliczenia numelyczne ilustru-
jące metodę.

2. Analiza

Powierzchnia płaska nachylona do poziomu pod kątem a przedstawiona jest
wTaz z układem współrzędnych na rys. 1. Przyjęto walcowy układ współrzędnych.
Współrzędnawzdłlżna z jest prostopadła do powierzchni nachylonej. Rozważa się
przepływ płaski opisany współrzędnymi r i d. Obie współrzędneIeżąw plaszczyź-
nie tozważanej powierzchni, o którą prostopadle uderza struga cieczy o natężeniu
a.

W analizie przyjęto, że:

1. Ruch filmrr cieczowego jest ustalony, laminarny i spowodowany tylko silą
ciężkości, siłami bezwładności i tarcia cieczy.

2. Ośrodek jest ,,nieruchomy" i nie wywołuje naprężeń stycznych na powierzchni
rozdziall faz.
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Rys. 1. Rozpływ strugi na powierzchni płaskiej pochylonej pod Ętem a do poziomu: a) schemat rozplywu,
b) układ współrzędnych biegunowych

3, Powierzchnie rozdziaŁu faz: ciecz-ścianka i ciecz-para są gładkie

4. Własnoś ci fizyczne cieczy są stałe.

5. Grubość filmu cieczowego jest mała, co pozwala na zastosowanie uploszczeń
w równaniach bilansowych masy i pędu.

6. Prędkość w plzekloju popTzeczflym filmu jest stała i równa średniej prędko-
ści w fllmie. Film poruszasięz prędkością średnią zńeżnąod współrzędnych
riÓ,

7. Składowe prędkości: obwodowa i prostopadła do płaszczyzny są równe zeru
(w = u - 0). Oznacza to, że składowa promieniowa i grubość filmu są
funkcjami promienia r i kąta Q.

Pełny układ równań bilansu masy i pędu we współrzędnych cylindrycznych
przedstawia się następująco [7]:

Op t L6(pru) - La(pu) - 3(pĄ _ n
0L I r 3r I r aó I 0z -V,

ufu + o* + r# + T +,* = -#ffi + ź{*|,++]+ b# + 3# + ft} + sł,

fu l "Q; _ u L,,4 +,* : _i# + t{***r,u)]+ Ęfu - 3# + {;} + s,,0tIr0$ r|"0r|-0z p6i- b

# +,# + ru +,# = -i# + ź{ł*?#> + b# + !) + l".
(2.1)
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Zgodnie z przyjętymi założeniami, równania te po uproszczeniach przedsta-
wiają się następująco:

O(ru) _ n-TĘ- - u,

Ztl t-, _n, r2pOó ł gó:0,

,#: -ź# + ź{*tł*?u))1Ęfu + {}} + s,, ę'2)

_!-appa,ł9z:0,
składowe siły grawitacji jak to wynika ze szkicu (rys. 1) przedstawiają ,ię

następująco:
. g, - g sina cos /,

gó = g sin a cos @, (2.3)

gz - g cosa.

Bilans masy w granicach grubości filmu cieczowego otrzymuje się przez scałkowa-
nie pierwszego z równan Q.2) w granicach warstwy cieczy

a0o6) 
= 0. (2.Ą)0r

całkując i porównując z objętościowym natężeniem przepływu uderzającej strugi
uzyskuje się:

Q :2rra6. (2.5)

Całkując z kolei równanie ruchu w kierunku z ofuzymaje się rozkład ciśnienia w
postaci:

p: pg6 coso f pg, (2.6)

z którego, po zróżniczkouraniu otrzymuje się:

0p a6
fi: łs *roro. (2.7)

Z równania ruchu w kierunku obwodowym uzyskuje się:

0a sp ,.

ń= -tr2sinocos@. (2.8)

Różniczkljąc (2.B) otrzymuje się:

02u oo 
^

aó2 2p"
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Podstawiając (2.7) i (2.9) do scałkortarlego § kierunku e równania ruchu dla kie-
runku promieniowego olaz uił-zgledniajac l2.3)uzyskuje się po przeksztaŁceniach:

*r** 9ó cos ,) : 
łnsirr 

cr cos u - ir(#) _

Wprowadzając naprężenia stt-czne do (2.10) otrzymuje się:

0 tuz \ 1

^ 
( ; * gócos a,) = :g sill cvcos / -d1,\'ż " / 2"

Naprężenia styczne na ściance można wyrazić jako:

,12_nl = llłD-J, 2

gQ cosa, 1sinacos9r C 1u3rr
n;iT; -r --____ż- _ __T

,

" 2nrr2

1

p6

(2.10)

(2.1i )

(2. i3)

(2.12)

Wówczas, znając współczynnik tarcia można posługiwać się (2.11) w ruchu lami-
nalnym i turbulentnym.

Zależlość (2.11) wTazz bilansem masy (2.5) stanowi zamknięty układ równań
pozwalający na wyznaczenie pola prędkości i lokalne głubości fllmu. W zależności,
któtąz wielkości - prędkość czy grubość fllmu - wyzllacza się, można sformułować
odpowiednie warunki brzegowe. Przyjmuje się, źe zarówno prędkość jak i grubość
fllmu, na promieniu początkowym Tin) są znane i wynoszą 6;n i ll;n. WprowadŹmy
grubość filmu z równania bilansu rnasy(2.5) otaz zależność (2,72) do równania
bilansu pędu (2.11). W rezultacie, po przekształceniach otrzyrrlarrt.y;

du

rl,r

gdzie: C1 - jest współczynnikiem tarcia i może być określony z zależlości Blasiusa
dla warstwy przyściennej jako:

0.664
(2.14)

ir- której r;r, jest wlotowym promieniem warstwy cieczy,
Równanie na grubość warstwy cieczy ó, analogiczne do (2.13), można otrzymać

,;prowadza jąc z równania zachowania masy, zamiast grubości warstwy cieczy, jej
:,rędkość do (2.11).

Całkując (2.73), można otrzymać zależność prędkości oc1 promienia r, lub
a,vrażając prędkość przez grubość warstwy z równania (2.5) można oftzymać za-
.eżność grubości warstwy cieczy od promienia.

C1
u(r - r;")

1)
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Aby wykonać obliczenia numeryczne splowadźmy (2.13) do postaci bezwy-
miarowej:

d,a+ ffi + ł(*lsin a cos Q - C 7Fr|,(ffi)"+r+'
ił = , (ż.15)

l T L _ _3_ rł_2 _Zrr;.u?, _u?ad7,1e" T, = -, 
,D,v !,in uin) ' ' in - sQ - 96'

Warunkiem brzegowym dla (2.15) jest: r+ : 1, o* : 1.

Przyjmijmy, że ciecz wpływa do sektora stycznie do krawędzi, wzbogaca się w
ciecz płynącą w sektorzei oprl,szcza sektor stycznie do krawędzi, jak na rys.2.

Rys. 2. Schemat rozpływu cieczy w segmencie elementamym d$, a) rozkład prędkości na krawędzi strugi,
b) napięcia powierzchniowe działające na element krawędzi strugi, c) równowaga napięć powierzchnio,
wych dzialających na film cieczowy

Rozpatrzmy bilans pędu na elementarnym odcinku krawędzi strugi (rys.2):

u6pLidu: d(1 cosd)ds (2.16)

Po lewej stronie występuje strumień pędu a po prawej siły napięcia powierzchnio-
wego cieczy i gazu otaz ciała stałego i cieczy,jak na rys. 2. Bilans sił dla kierunku
normalnego do odcinka krawędzi dostarcza równanie:

q pa cos |:r dQ = o (1 - cos a) sin l1_1ds.

Długość elementu krawędzi ds wyraża się przez:

(2.17)

l+(-;_,
rdę)"

(2.18)
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(2.19)

Wprowadzając długość łuku - (2.18) oraz ctg y - (2.I9) do (2.17) otrzymuje sie:

pq

a(1 - cos d)
(2.20)

(2.21,)

gdzie: 4 : 6a jest jednostkowym o,bjętościowym natężeniem przepływu. Rozwią-
zując równanie (2.20) względem ffi otrzymuje się:

dr _1
dQ

r]rctgł - -?,aQ

-ldó l: 2"ps,* ,r*
\l \aą6:ffi l, u,

l
Tl

Przyjmując, źe grubość warstwy cieczy nie podlega dlżym zmianom i może być
uważana za stałą oraz, że cała ciecz wpływa do sektora o kącie środkowvm { i
następnie płynie stycznie do krawędzi, obowiązuje równanie ciągłości w postaci:

Q = Zrr;nqi, - Qru6 ż ór;nq.
Wprowadzając równanie ciągłości do (2.2l ) otrzymuje się:

dryr

(2.22)

(2.23)

(2.24)

W postaci bezwymiarowej (2.23) przedstawia się następująco:
,1

d,r ,

_l,tó--
r+

Warunkiem brzegowym dla tego równania jest wartość promienia 16:

dl*ó-rf2,r+-r{.
Ze względa na symetrię strugi, wartość promienia granicznego można wyznaczyć
całkując (2.15), aż do osiągnięcia prędkości:

(2.25)

Prędkość ta wynika z równowagi pędu z siłami napięcia powierzchniowego.
Z (2.L5) i (2.24) wynika równanie na zmianę prędkości wzdŁlż brzegu strugi

w postaci:

dr* : ffi + ł(*)r+ sln r'roró - C tFr?,{#)r+2u+3* () ?6\dó- (Fr|.u+-#;g)W \''Pvl

Lby znńeźćksztalt linii brzegu strugi należy rozwiązać układ równań (2.24)
i tż.26) wraz z rvarunkami brzegowymi.

G61""q)" - t

rĄ+)'

I Io(I - cos9)

ńUp
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|b

3. Obliczenianumeryczne

Obliczenia wykonano dla parametrów krytycznych j podkrytycznych [B] Przy-
kładowe obliczenią numeryczne przeprowadzono dla kąta pochylenia płyty a :
1 rad. Wartości parametrów wynosiły: Fr|n: 4a0, t = 35, Cf : 0.0007, rló+ =
0.2, I{ = 40. Wyniki obliczeń metodą Rungego-Kutty czwartego rzędu, wyko-
nane na PC za pomocą proglamu Mathcad 5}, przedstawiono na lys. 3, 4 i 5. Na

V1

0-3

Fig. 3. Za]eżność promienia krawędzi strugi
kąta 9

00t 0l 1 loQ

Fig. 4, Zaleźność prędkości stycznej na krawędzi
strugi od kąta /

rys. 3 i tabeli 1 przedstawiono we współrzędrrych prostokątnych zależność pto-
mienia brzegu strugi od kąta, natomiast na rys. 4 za|eżność prędkości stycznej na
brzegu strugi od kąta. Na rys. 5, w układzie biegunowym., dla kątów od a do r f 2
przedstawiono irształt linii brzegowej.

001

Rys, 5. Wykres biegunowy zalężnc:ści promienia krawędzi strugi clf Ęta {l
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Tabela 1. wartości promienia granicznego strugi i prędkości strugi na krawędzi
w zależności of kąta /

Lp. ó a{
0 1.577 27.615 a,2
1 \.4I5 26.752 0.2I
2 I.259 25.B89 0.22
.f 1.10B 25.026 0.23
4 0.946 24.163 a.24l
5 0.79 23,3 0.257
6 0.634 22.437 0.261
7 a.47B 27.574 0.277
8 0.322 20.7l 0.281
9 0.166 L9,B47 0.29l

10 0.01 iB.984 0.301

4. zakoń,czenie i wnioski

sformułowany prosty model rozpływu cieczy na powierzchni pochyłej, składa-
jący się z równań bilansowych: masy, pędu oraz równań zamknięcia,'rnóż" posłu-
żyć przy pewnych modyfikacjach do opracowania rozpływu strugi na powieizchni
walcowej, a następnie r]o_obliczania zagadnienia przejmowania"ciepia na takiej
Powierzclrni. ProstY model kształtu strugi uwzgiędnia wpływ zasadniczyclr puru.l
metrów wpływających na rozpływ strugi, m. in. napięcia powierzchniow", .i.łu.
stałego, cieczY oraz cieczy i gazu lub napięcie powieizihniowe cieczy i gazu oraz
kąt zwilżania. Jak już_ wspomniano, wiąże się to z obhczatiem ociLkoirych wy-
mienników ciepła. podany przykład stanowi ilustrację zagadnienia

?racę zgloszono w grudniu 1995 r.
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Impingement of liquid jet on inclined plate

Summary

TŁeoretical alalVsis of the phenomenon of impingment of liquid jet on inclined plate has been curried
out. Splitting of Newtonim liquid within the incłined plate is caused by inertL and gravity forces.
Theoretical model of the phenomenon ha9 been formulated as we]l as the mlthod of its solution iras been
ProPosed. The solution is }ased on qualitative analysis of geometrical and topology properties of the
integral curves._Existing of turning and singular points in thi solutiorr has been poiii"ł o1rt. M"tho.ł of
solution dePends on the character of singularity, Trrrning and singular points of ihe solution correspond
to critical conditions of the flow. It means, they conespond to so-called hydraulic jump.

Numerical ca]culations are presented which illustrati the theory. It has been slrÓ,łnilrat supercritical
flow can_ reach critical parameters approaching the maximum speadin6 raditrs, Hyclraulic jump may
aPPear due to various disturbances even before reaching critical ionditións, After ńydrauliclump, the
flow becomes subcritical. Transfer clf the flow from supeicritical conditions to the subcriti".l Óon&iiorr"
is also possible in the case when integral curve is pu."irrg through nodal singular point.


