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JAROSEAW MIKIELEWICZ?!

Ksztalt strugi cieczy rozplywajacej sie po powierzchni ptaskiej
dowolnie zorientowanej w przestrzeni?

W pracy przedstawiono model teoretyczny rozplywu po powierzchni strugi cieczy powstalej wskutek

uderzenia strugi o powierzchnie plaska dowolnie zorientowana w przestrzeni. Rozplyw cieczy newtonow-
skiej powoduja sily bezwladnosci i sila grawitacji. Ograniczenie rozptywu cieczy powoduja sily napiecia
powierzchniowego. Zaproponowano metode rozwiazania zagadnienia.
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wsp6lczynnik tarcia,
przyspieszenie ziemskie,
objetosciowe natezenie
przeplywu cieczy,
Jjednostkowe objetosciowe
natezenie przeplywu cieczy,
ciénienie,

punkt,

krawedz strugi,

wektor styczny do kierunku
ruchu cieczy w filmie,
predkosé obwodowa,

brzeg strugi,

kierunek obwodowy,

kierunek promieniowy,
kierunek prostopadly do plyty,

wielkos$é bezwywmiarowa.

szera 14, 80-952 Gdarsk

Oznaczenia
v —  predkosé radialna,
w —  predkosé¢ w kierunku osi z,
T, ¢,z —  wspdlrzedne walcowe,
o —  kat pochylenia plyty,
§ - grubos$é warstwy cieczy,
n —  lepkos$¢ dynamiczna,
1 —  kat miedzy krawedzia a styczna

do krawedzi, jak na rys. 2,
-  gestosé cieczy,
—  naprezenia styczne na Sciance,
kat zwilzania,
wlotowa liczba Froude’a.
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Indeksy dolne
0o — otoczenie,
in — parametry wlotowe,
w — Scianka,
s — krawed? strugi.

Indeksy gérne

Instytut Maszyn Przeplywowych PAN, Zaklad Termodynamiki i Wymiany Ciepla, ul. Fi-

*Praca zostala wykonana w ramach grantu KBN nr PB 0376
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1. Wprowadzenie

Ruch cieczy po powierzchni §cianki wystepuje w szeregu wymiennikach ciepla
i wielu aparatach inzynierii chemicznej. Wymienniki takie zwane sa ociekowymi
lub kondensatorami. Proces rozptywu cieczy w wymiennikach ociekowych rézni
sie od rozptywu kondensatu w kondensatorach. Oba procesy byly badane teo-
retycznie i eksperymentalnie. Szczegdlnie duzo prac poswieconych jest splywowi
grawitacyjnemu filmu cieczowego powstatego wskutek kondensacji pary. Dla tego
typu splywu przeprowadzono badania dla wielu geometrii rur (nachylonych okra-
glych i eliptycznych, okraglych Zebrowanych) [1-3]. W przypadku splywu gra-
witacyjnego trajektorie ruchu filmu wyznaczone sa przez najwieksze gradienty
spadku grawitacyjnego. Pomijane sa sity bezwladno$ci. Natomiast w przypadku
uderzenia strugi o powierzchnie, sity bezwladnoéci nie moga by¢ pomijane, gdyz
maja one istotny wplyw na trajektorie rozptywajacej sie po powierzchni cieczy.
Proces rozplywu cieczy, uderzajacej z okreslona predkoscia o powierzchnie pla-
ska horyzontalna, byl badany teoretycznie i eksperymentalnie [4-5]. Brak rozwia-
zan teoretycznych rozplywu na powierzchniach pochylonych. Rozwiazania takie
moga postuzy¢ do opracowania modeli rozplywy na rurach poziomych lub bar-
dziej ztozonych geometriach powierzchni, ktére moga wystapi¢ miedzy innymi w
wymiennikach ociekowych. Celem pracy jest poznanie zjawiska rozplywu cieczy
na dowolnie zorientowanej plaszczynie w przestrzeni.

Poddano analizie rozplyw strugi po powierzchni dowolnie zorientowanej w
przestrzeni. Zagadnienie wyznaczania ksztaltu strugi ptynacej po powierzchni po-
ziomej rury analizowano w [6]. Rozplyw strugi cieczy po powierzchni ciata stalego
posiada swoja specyfike, przedstawiono to w pracy. Ped strugi uderzajacej o po-
wierzchnie jest wyhamowywany przez sily tarcia, a w koficu réwnowazony jest
przez sily napiecia powierzchniwego. Wykonano obliczenia numeryczne ilustru-
jace metode.

2. Analiza

Powierzchnia plaska nachylona do poziomu pod katem « przedstawiona jest
wraz z ukladem wspdlrzednych na rys. 1. Przyjeto walcowy uklad wspéirzednych.
Wspélrzedna wzdluzna z jest prostopadta do powierzchni nachylonej. Rozwaza sie
przeplyw plaski opisany wspélrzednymi r i ¢. Obie wspéirzedne leza w plaszczyz-
nie rozwazanej powierzchni, o ktdra prostopadle uderza struga cieczy o natezeniu

Q

W analizie przyjeto, ze:

1. Ruch filmu cieczowego jest ustalony, laminarny i spowodowany tylko sila
ciezko$ci, sitami bezwladno$ci i tarcia cieczy.

2. Ofrodek jest ,nieruchomy” i nie wywoluje naprezeni stycznych na powierzchni
rozdziatu faz.
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Rys. 1. Rozplyw strugi na powierzchni plaskiej pochylonej pod katem « do poziomu: a) schemat rozplywu,
b) uklad wspélrzednych biegunowych

Powierzchnie rozdziatu faz: ciecz-§cianka i ciecz-para sa gladkie

P A

Wilasnosci fizyczne cieczy sa stale.

Ut

Grubo$é filmu cieczowego jest mala, co pozwala na zastosowanie uproszczen
w réwnaniach bilansowych masy i pedu.

6. Predkosé w przekroju poprzecznym filmu jest stala i rowna $redniej predko-
§ci w filmie. Film porusza sie z predkoscia srednia zalezna od wspdlrzednych

rio.

7. Skladowe predkosci: obwodowa. i prostopadla do plaszczyzny sa réwne zeru
(w = v = 0). Oznacza to, ze skladowa promieniowa i gruboéé¢ filmu sa
funkcjami promienia 7 i kata ¢.

Pelny uktad réwnain bilansu masy i pedu we wspdlrzednych cylindrycznych
przedstawia sie nastepujaco [7]:

+ 1 8(prv) + i B(pu) i 8(pw) =0,

at

du | udu | vu du _ 1 9p pf 9 r1d(ru) 1 9%u 2 dv du
Dol abe Syl e Lo L Al RO | S0 2
dv | wdv u 2o dkdp wl.9:rl @ 1 9% 2 Ju %v
v v ol = 1 {22 (o) + F 28 - 2004 B2l 4,
dw dw u dw dw _ _19p 2118 r.dw 1 8%w dw
BP0 Trs T U = “;_z+}5{?§(7’ar)+w—28¢2 +%}+92
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Zgodnie z przyjetymi zalozeniami, réwnania te po uproszczeniach przedsta-
wiaja sie nastepujaco:

(2.2)

g—i‘l'gz:()-

Skladowe sily grawitacji jak to wynika ze szkicu (rys. 1) przedstawiaja sie
nastepujaco:
gr = gsina cos @,

gs = gsin acos ¢, (2:34

g, = gCos.
Bilans masy w granicach grubosci filmu cieczowego otrzymuje sie przez scalkowa-
nie pierwszego z réwnan (2.2) w granicach warstwy cieczy:
a(rvé)
or

Calkujac i poréwnujac z objetoéciowym natezeniem przeplywu uderzajacej strugi
uzyskuje sie:

=0. (2.4)

& = 2mrwd. . (2.5)

Calkujac z kolei réwnanie ruchu w kierunku z otrzymuje sie rozklad ciénienia w
postaci:

p = pgécosa + po, (2.6)

z ktérego, po zrézniczkowaniu otrzymuje sie:
op @
ar ~ Py

Z réwnania ruchu w kierunku obwodowym uzyskuje sie:

Cos av. {2.5]

dv gp 2 .
— = - ! 2.8
99 QNT sin a cos ¢ (2.8)

Rézniczkujac (2.8) otrzymuje sie:

2
% = %7‘2 sin a sin ¢. (2.9)
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Podstawiajac (2.7) 1 (2.9) do scalkowanego w kierunku z réwnania ruchu dla kie-
runku promieniowego oraz uwzgledniajac (2.3) uzyskuje sie po przeksztalceniach:

%(?%—gé cosa) == %gsinacoscﬁ— p%u(?—i)w. (2.10)
Whprowadzajac naprezenia styczne do (2.10) otrzymuje sie:
%(§+g5cosa) — %gsinacosqb— p%r. (2.11)
Naprezenia styczne na $ciance mozna wyrazié¢ jako:
o= Cfpg—z. (2.12)

Woéwczas, znajac wspdlezynnik tarcia mozna postugiwaé sie (2.11) w ruchu lami-
narnym i turbulentnym.

Zalezno$¢ (2.11) wraz z bilansem masy (2.5) stanowi zamkniety uklad réwnai
pozwalajacy na wyznaczenie pola predkosci i lokalne grubosci filmu. W zaleznoéci,
ktora z wielkosci — predkos¢ czy grubosé filmu — wyznacza sie, mozna sformulowac
odpowiednie warunki brzegowe. Przyjmuje sie, ze zaréwno predkosé jak i grubosé
filmu, na promieniu poczatkowym r;,, sa znane i wynosza 6;,, i v;,. Wprowadzmy
grubos¢ filmu z réwnania bilansu masy(2.5) oraz zaleznosé (2.12) do réwnania
bilansu pedu (2.11). W rezultacie, po przeksztalceniach otrzymamy:

g@) cos a 2e gsinacosp Civnr
dv _ 2rnr’ 2 Q (2.13)
dr p_ JQcosa L
21T’

gdzie: C'y - jest wspdlczynnikiem tarcia i moze by¢é okreslony z zaleznosci Blasiusa
dla warstwy przysciennej jako:

0.664
i (2.14)

V= i)

v

w ktoérej 7, — jest wlotowym promieniem warstwy cieczy.

Réwnanie na grubo$é warstwy cieczy ¢, analogiczne do (2.13), mozna otrzymac
wprowadzajac z réwnania zachowania masy, zamiast grubosci warstwy cieczy, jej
predkosé do (2.11).

Calkujac (2.13), mozna otrzymaé zalezno$¢ predkosci od promienia r, lub
vyrazajac predkosé przez grubos$¢ warstwy z réwnania (2.5) mozna otrzymac za-
=zno$¢ grubosci warstwy cieczy od promienia.



136 J. Mikielewicz

Aby wykonaé obliczenia numeryczne sprowadZzmy (2.13) do postaci bezwy-
miarowej:

dot e+ 315 ) sin o cos ¢ — Calre 2#:)1“4'1)4'3

— mn 3 2 15)
rt T2 gy .. CO8a ? ( #
dr Friv e
3 2
T $ oy Do ie 2TTin V5, U
pldzie; rt =2, B SRR TS in i

in 9Q T gé”
Warunkiem brzegowym dla (2.15) jest: r* = 1,0% =

Przyjmijmy, ze ciecz wplywa do sektora stycznie do krawedzi, wzbogaca sie w
ciecz plynaca w sektorze i opuszcza sektor stycznie do krawedzi, jak na rys. 2.

Vin ’

6(1-cos8)

Vedv

Rys. 2. Schemat rozplywu cieczy w segmencie elementarnym d¢, a) rozklad predkosci na krawedzi strugi,
b) napiecia powierzchniowe dzialajace na element krawedzi strugi, ¢) réwnowaga napig¢ powierzchnio-
wych dzialajacych na film cieczowy

Rozpatrzmy bilans pedu na elementarnym odcinku krawedzi strugi (rys.2):
v0pATdu = &(1 cosf)ds (2.16)

Po lewej stronie wystepuje strumieri pedu a po prawej sily napiecia powierzchnio-
wego cieczy i gazu oraz ciala stalego i cieczy, jak na rys. 2. Bilans sil dla kierunku
normalnego do odcinka krawedzi dostarcza réwnanie:

qpv cos brdp = o(1 — cos8) sin tpds. (2.17)
Dlugosé elementu krawedzi ds wyraza sie przez:

dr
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a.
dr
ctgp = (2.19)
Whprowadzajac dlugosé tuku — (2.18) oraz ctgy — (2.19) do (2.17) otrzymuje sie:
Ltleim)
e Foynl o (2.20)

o(l—cosf) v(%)

gdzie: ¢ = 6v jest jednostkowym objetoSciowym natezeniem przepltywu. Rozwia-
zujac réwnanie (2.20) wzgledem rC{T:b otrzymuje sie:

dryih
aa \/(a(l—cosé’) )27) -1

Przyjmujac, ze grubo$¢ warstwy cieczy nie podlega duzym zmianom i moze byé
uwazana za stala oraz, ze cala ciecz wplywa do sektora o kacie srodkowym ¢ i
nastepnie plynie stycznie do krawedzi, obowiazuje réwnanie ciggloéci w postaci:

Q) = 2T it = OTU0 = OTmq: (2:22)
Wprowadzajac réwnanie ciaglosci do (2.21 ) otrzymuje sie:

(2.21)

d \
d—r - ! . (2.23)
¢ \/( 27 pgin, 1202 — 1
o¢p(1—cosf)
W postaci bezwymiarowej (2.23) przedstawia si¢ nastepujaco:
dr+ - - .
dr¢ Al 27rpq'-v"q 2,+2 S : gl (2:24)
Wy Pt — 1 (i i

Warunkiem brzegowym dla tego réwnania jest warto$¢ promienia 7:
dla g =3 /2 5T = ¢,
Ze wzgledu na symetrie strugi, warto§¢ promienia granicznego mozna wyznaczy¢
catkujac (2.15), az do osiagniecia predkosci:
1 Jo(l- 0
v = — Sl —ant) (2.25)
Vin P

Predkos$¢ ta wynika z réwnowagi pedu z silami napiecia powierzchniowego.

7 (2.15) i (2.24) wynika réwnanie na zmiane predkosci wzdluz brzegu strugi
w postaci:

dvt 2%+ % (T”‘ )rtsinacosg — CrFri (32 )T+2v+3

d = 27 PGinVin 2
¢ (Frmv+ N rcfsf2 )\/(or¢ 1—cos0) U+ r

(2.26)

Aby znalez¢ ksztalt linii brzegu strugi nalezy rozwiazaé uklad réwnan (2.24)
1 (2.26) wraz z warunkami brzegowymi.
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3. Obliczenia numeryczne

Obliczenia wykonano dla parametréw krytycznych i podkrytycznych [8] Przy-
kladowe obliczenia numeryczne przeprowadzono dla kata pochylenia plyty a =
1 rad. Wartosci parametréw wynosity: Fr? = 400, gl—:f = 35, Uy =10.0007, wlf =
0.2, K = 40. Wyniki obliczeii metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu, wyko-
nane na PC za pomoca programu Mathcad 5+, przedstawiono na rys. 3,41 5. Na

nd Yt 4
0.3
25
025 I+
20 ‘
L/ 1

i SEETE
0.2 . : : .
001 01 1 10 ¢ T | 00

Fig. 3. Zaleznos¢ promienia krawedzi strugi od Fig. 4. Zaleznoé¢ predkosci stycznej na krawedzi
kata ¢ strugi od kata ¢

rys. 3 1 tabeli 1 przedstawiono we wspétrzednych prostokatnych zaleznosé pro-
mienia brzegu strugi od kata, natomiast na rys. 4 zaleznos¢ predkoéci stycznej na
brzegu strugi od kata. Na rys. 5, w ukladzie biegunowym, dla katéw od 0 do 7 /2
przedstawiono ksztalt linii brzegowe;j.

Rys. 5. Wykres biegunowy zaleznosci promienia krawedzi strugi of kata ¢
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Tabela 1. Wartodci promienia granicznego strugi i predkodci strugi na krawedzi

w zaleznosci of kata ¢

Lp. ) rd va
0] 1,571 | 27.615 | 0,2
1] 1.415 | 26.752 | 0.21
2 || 1.259 | 25.889 | 0.22
3 || 1.108 | 25.026 | 0.23
4 0.946 | 24.163 | 0.241
810y 1233 0.251
6 || 0.634 | 22.437 | 0.261
7 10478 21.674 | 0.271
8 1 0.322 | 20.71 | 0.281
9| 0.166 | 19.847 | 0.291

10 ] 0.01 | 18.984 | 0.301

4. Zakonczenie i wnioski

Sformulowany prosty model rozplywu cieczy na powierzchni pochylej, sklada-
jacy si¢ z réwnai bilansowych: masy, pedu oraz réwnain zamkniecia, moze postu-
zy¢ przy pewnych modyfikacjach do opracowania rozplywu strugi na powierzchni
walcowej, a nastepnie do obliczania zagadnienia przejmowania ciepla na takiej
powierzchni. Prosty model ksztaltu strugi uwzglednia wplyw zasadniczych para-
metrow wplywajacych na rozplyw strugi, m. in. napiecia powierzchniowe: ciala
stalego, cieczy oraz cieczy i gazu lub napiecie powierzchniowe cieczy i gazu oraz
kat zwilzania. Jak juz wspomniano, wiaze si¢ to z obliczaniem ociekowych wy-

miennikéw ciepla. Podany przyklad stanowi ilustracje zagadnienia.

“race zgloszono w grudniu 1995 r.
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Impingement of liquid jet on inclined plate

Summary

Theoretical analysis of the phenomenon of impingment of liquid jet on inclined plate has been curried
out. Splitting of Newtonian liquid within the inclined plate is caused by inertia and gravity forces.
Theoretical model of the phenomenon has been formulated as well as the method of its solution has been
proposed. The solution is based on qualitative analysis of geometrical and topology properties of the
integral curves. Existing of turning and singular points in the solution has been pointed out. Method of
solution depends on the character of singularity. Turning and singular points of the solution correspond
to critical conditions of the flow. It means, they correspond to so called hydraulic jump. .

Numerical calculations are presented which illustrate the theory. It has been shown that supercritical
flow can reach critical parameters approaching the maximum speading radius. Hydraulic jump may
appear due to various disturbances even before reaching critical conditions. After hydraulic jump, the
flow becomes subcritical. Transfer of the flow from supercritical conditions to the subcritical conditions
is also possible in the case when integral curve is passing through nodal singular point.



