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KAPEJIb xI{THbI

flpara*

Arrołrogejlbnhle peilIeHIłff MarnnTor[ApoAtrHaMfiqecnoro rrorpanuqnoro
cnofl trpB Re^<l 11 anpl|otr)Haff oueIIKa BeJilFInHbI cotrpoTtrBJlelll|fl

TpeHufl Ha cTeHKe

PaccłrdrpunaloTcfl aBToMoAenbII§Ie peIIIęHII-{ ypaBIIeHITŹ MarHI{Toru,ĄpoAtrHaMIl,
qecKoro norpaE[TIHoro cJlo,fl B HecxI'IMaeMoŻ xI,IAKocfZ npl{ cTeIIeEEbx pacqpeAeJleHllffi

cKopocTII BHęIIIEęrO [oToKa E BEeIIIEero noneperrEoro MarEETHoro IIoJI{. npeAtrolafa-
eTcfi, qTo 3JIęKTpIł{ecKafl IIpoBo.ĘIMocTb o cpeAbl IlocTorHIIa AJI{ Bcero noToKa Ił qTo

EEAyłapoBaHHoe MarHI{THoe IIoJIę Ha MIIoro MeffiIIIe BHelilHero. Kax yraslroaeTcE Ha-

up. r padore 9. JI. KurannraII IO. A. Corosuruuna [3],3aTęM MoxHo cBecTIł ctrcTeMY

ypaBIIęHEIź norpanruHoro cJIo, K o6BIKHoBeHHoMy auóóepenĄzaJlblroMy ypaBIIeEI,ilo.

KorAa cKopocTb HeB{3Koro noToKa Ił3MeIIfleTc{ no 3aKoIIy vo:cĄ g, BBoD]/,Tcfl, IIoAcTa_

nonxa Xaprplr

l*+I" !^' 12* r:l
,:ł'T;xzxt 2 , y(xt,rr):J ffi*r' F(q),

r4e F - Syrrrqna ToKa, ypaBIIeHIłe An{ aBToMoAęJIbHbD( ypaBnenufi sanzureTc.tr B BI{Ae

F"'+FF" +),(!-F'l+N(l-F'):0, (1)

rAe 
A:2* *: 2aB?
' m+I' "-p4*+t1'

a nonepellnoę MarIIIłTHoe noJle Ił3MeIłłeTc{ tro 3arony Boz=Bo*r*. Fparuvurre Ycrro-

aan 6ygyr

F(01:g, 0śF'(0):P<1, limF'(4):!, (2>

rge uryłań /:0 orseqaer odrrrsoseHlroMy rurApoAtrHaMtrqecKoMy ycJIoBIłIo }JpE.JIxnaHlIfi.

fa cTeflKe.
B npe4urecrsyroqefi pa6ore [6] 6ruro Ea ocIIoBe KarIecTBeHHbD( MeToAoB TeoPI{tr

o6rrrnoBeggrx .ryablbepenql.IanbffiIx ypanneuuż AoKa3aHo, tIT,o cyilIecTByeT e,4uIIcTBeH-

* IJstav termomęchaniky ĆSAV, Praha.

10 Prace IMP z. 62 - 63
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Hoe peIIIeHIIe KpaeBoż 3aĘavu(l), Q) a }IMeHHo Tal(oe, qTo AJI{ Bcexry, Oś7< * co złreercx
F"(ł)>0. HePaaerrcreo F">0 o3lłaqaeT, qTo B norpaHIFlIIoM cJloe Ee Bo3HuKaIoT Bo3_
BPaTHbIe TeqeE}Ir. 3tor raqecTBerrgrń pe3yJIbTaT AocTaToqen AJI{ Toro, sro§rr noJIJĄInTb
6eg ucnorrrsoBaEl{l{ lII{cJIeHHbIx MeToAoB oIłeHKy rropofi npo1I3BoAEoż n ro.1re 7:0
E TaK]lM o6pasou oqeIIKy HaIIpJDKeHIłIfl c BllTa I{a cTeHKe.
,, B Aarrlrrrzx paccyxAeHnflx llcnonb3yęM npocTylo óopIury TeopeMbl, Aorasannofi
E. Kanłre (cu. KonneJI [1]).flycrr f(x,yr,y2) rreupepblBl{a B o6rracrlł TpexMepHoro
trPocTPaEcTBa I ffiIIĄeTcx rreY6rraarorqeŹ $yrrrqzeż uepeuerruoia yr. flpegnonoxnvr,
qTo qePe3 KaxAYlo ToIIKy npoxoAl{T eAnI{cTBeHHoe perueHlłe AnóóepeHIIlIźuIBI{oro ypaB-
EeHILrI

w'' :t(x,w,w').

flYcrr w(x) lłlnrcrc' peIIIeHtreM 3ToIo ypaBllełnfl, lt z(x) peureulleM HepaBeIIcTBa

z"śf(x,z,z')
B uHTepBaJIe aśx<b. Eclu nlrno.nH.seTc, z(a)ą w(a), z'(a)<w'(a), ro c[paBeAJrtrBbl Ee-
paBęEcTBa z(x){w(x), z'(ł)ś w'(x) Ell Bcex x e (a,b).

Ecrnł raxxe lim w(x): limz(x), To Ił3 TeopeMBI KaMxe cJle.qyeT w(x):21a1.
x+b- x+b-

Tax xar FF">o AJrfi Bcex 4ż0 uz ypaB'el{u,tr (l) cpasy BbITęKaeT I{epaBeHcTBo

F", <A (F,' _ 1) + fi(i,,_ t).

C.qełag AaJIee AJuI coKpall{eun, 3arIucr uo.{cTanoBry Z(d:F'(r1), wrst

óyHrIIuu ZQ) uepave.I{cTBo BToporo nop{,{Ka

Z" <)"(Z2 _D+N (Z_D.

Ec.rrn sro HepaBeIIcTBo 3aMeHeIIo cooTBeTcTByIoilII{M ypaBHeHLIeM

W":).(W2 -t)+ N(W -1),

IIocJIe HecJloNrtrx rrrĘrłcrrerrzź uafi4enł ero peu]eHlle B BIlAe

w rn> : z(t - !),rn' 
] {Ą (rt + rl ) - ę -'ł),

rĄe 4o flBIIrlęTaE, uocto.flHlroŻ IlHTerpI{poBaHI{f, KoTopy}o I\46I nu§pa.rrn tar, {ro6bl
W(0):P, Kponłe Toro 3aN{eTI{M, .lro lim W(d:l .

Teuepr Mox'o cpa3y Bblquc o^r" ńi6) I{ [oJI}^{aeTc'

,,g:JZ;,(uŃĄ(1_1r.

Ec.nrł 611 6rrrro AeżcrBuTeJIbHo HepaBeEcTBo Z'(O)<W'(0), To I{3 Teopeurr Kaure cJIeAo_
Balo 6rr, llTo ZęD:W(D,

(3)

IIoJIyIIIIM .ąJL

(4)

(5)

(6)

Q)



Arrouogemurre peIIIeEEfi MarEETorĄApoAEEaMuq€cKoro trorparxmgoro cnor... 147

OAnaro 9To BeAeT K npoTtrBopeqruo, n6o FJlg, Aanrroro peIIIeHIIJI FF">O Ful,fl7>O.
CrreAosareJrrno BbmoJIE{eTc{ E€paBeEcTBo

W'(0)<Z,(0):F"(0). (8)

9rułr oqenzBaeTc.fl cnu3y BTopafl llpou3Bo.ryag, F B TotIKe ł:0.
Auarrornqgo Moxno uaftru u Bepxmolo oIIeEKy rtopoź nponsno,Ęoż. K 6onee o6-

qefi u roqHoż oqem(e Mo)KHo oAHaKo npailrn u ,4pyrŁM cnoco6ovr.

Tar rart } F'' - FF" .flBJl"feTcfl cTporo Bo3pacTaloqefi !|ynrugefi ,4JIf, Bcex 4 > 0, mreełr

1F,'_ FF'' >!Fr.

Yqrłrrnas oT,y oIIeEKy ll cpieJlafl IIoAcTaHoBKy Zęil:F'(rD II3 ypaBueM.fl (1), rrorryuaeu

Z">(^-ź)Z2+NZ+lp2 -(,1+N). (9)

Ąalee BoctroJrb3yeMcs sal{enoź nepelrennoż u rlr6epełr Z xaI< HoByIo Ee3aBI{czMyK)

nepeMeHl{ylo. flplxogIłlr K cJIeAyIoqeMy HepaBeHcTBy:

d:Ąv')>(l,-tlz' + NZ+ŹB2 -Q"+ N\, y :Z'.
dZ\

Ero nrrrerprłpoBaHneM B EHrepBaJIe or B ao 1 norrylaeIvr nocJle HecJIoxHbIx npeo6paao-
vagllią

[F"(0)]'< t+ Lu,(z+ p)+t+2Bf_N}{I_ il'. (10)

9ro racaercs nocrosugoż B, savrernw - ycJIoBIłe B+O ozlauaeT, qTo na o6reraełroź
troBepxEocTlł cocTaBJl-fltolqa,rl cKopocfu u, v Bpas MeBIIIe, q€M cKopocTb BIIeIIIHero

noTora. Ecxlł P:Q, ro l ur(xr,0):0, qTo flBJIfleTcfi ycJIoBueM nptrJTrnanufl K cTerrre.

Ąlx cnylax §:0 ns BbIIuenpIBeAeEHbD( oqenor IIoJIrłnM:

*.i+N<[F"(0)]2 <ź)"+N++. (11)

Ąlx yrasauu.rl ToIIHocTtr oqel{Kn IIp[BeAeM rycnorofr npuMep:
troJIoxtrM ź : 1, N: ł0 z noJI)^IuM T < [r"(O)]' <1i .

I{cuorrrsyx upeAIIIecTByIorqFo (bopMyly (11), Moxno Tenepb oqeHIłTb ros(!([rquenr
MecTIIoro coilpoT.trBJleEnfl, Ea cTeEKe.

flepnrrfi crryuafi cooTBeTcTByer 6orrrruzu 3I{aqeHIlrM trapaMeTpa i[. Ąonycrax i/>1
u nperre6pera{ ocTaJ{bIIbIMIł BbIpaXeHI{rMI{, npI{BoAI,IM oqeury K BI,IAy

F"(0)=/1i (12)

B qacTHocru, AJI{ IIanp{xeHI,Ifl TpeHIł, Ha cTeI{Ke u 4lx rosS$nqeHTa MecTl{oro coITpoTuB-

JIeHżfl Ił3 3Toro EeIIocpeAcTBeHHo noĄruaeIrł rpe6yelłrrfi peaylrrar:

2ro 2Ha1
Cł: 

-=-,

' pV6(xr) Rer'

(13)
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rAe BBe.ĄeHbI MecTIIoe rII]IcJIo PeŹno.nsgca Rer:Vo(xr)xj,v u MecTHoe łucrro fapt-
MaHTła HaL:Boz(x)*rł 

"Ńpr) 
.

Ąrrx roro, qro6sr rroJlyqtrTb 6o.rree Toqrrrre oqeIIKI{, AocTaToqno notpe6onarr BbI[oJI-
HeHZ.{ HePaBeHcTBa !1,1N <t. Ecrrn npeAIIoJIoxMTb, IITo N>§, rrepanerrcrro 6y4er
cnpaBeAJIIłBo An;t Bcex AoĘ/cTIrMbIx snaqenr.rź napalterpa ź.
' B 

"uny 
npeAllono'(enux !l"1N<1, norrrsyncb ToJIbKo pa3JIoxeHI{eM BbIpaxeHII_tr

s lesofi qacTa IIepaBeHcTBa (11) n crenenrrrrź px4 yI 3aweqafl, qTo cTapuułe qrrenbl 3Toro
6zuołtunarrrHoro prAa noilepęMenno [oJIoxI{TeJIbIIbI It orpnIaTeJIbI{hI, II9JIy.II.IM, qTo
rcos$SuqnenT MecTuoro co[poTIrBJIeIIIIfl Ao[ycKaeT IIIlxHIoK) oqel{Ky:

(14)

Tarrulr o6pasou nepexoAlłM K I,IccJIeAoBaHłIrM npaBoit qacr:a HepaBeHcTBa (1 1). flpel_
IIoJIoxI{M Tenepb, uro j i7r + t/3N < 1 rł IIoJIyqI{M, sTo BerruvrłHa xosS$uqnenTa MecTHo-
ro coIIpoTuBJIeHIłfl, c/ He IIpeBocxoAuT BeJII{qI4IIy

ZHa, 2 m / 1 Re,\'+-- l2--m ' l<c" -Re, 3Ilar\ 3 Harf '

ZHat * 2 (r**Tj!\.
Rer 31la1\ 4 J

:Ł+L $', *(r_!, lŁ\.,{ .Ł, , łń ( ... , m+t\
łR",3Ha, \ 3 Ha,/,iłnł**e('-i)

Cł 2m
*=VS, * -:.cr 3 VS1

(15)

Harcorrer1, ecJII,I rrpeAnoJloxaM, .rro r<osSSnIłIłeIIT coIIpoTI{BJIeEu 5, npl- TeqeHIł11 BAoJIb
ruIacTruIKI{ BHe MarHI{TEoro IIoJI.fl ecrs cor:z1JĘ, rrorry"uercx rpe6yeMoe BhIpaXeHIIe
.ąnfl collpoTżBłeEr.rt B BnAe

(16)

Ecrrrł norroxlru §1 :H2atlRet (ułclo Ctroapra), oTcIoAa BbITeKaeT llpocTafl oIłeHKa
3aBIIcllMocTu rogóórłqreHTa oTHocI{TeJIbHoIo co[poTIłBJIeHI{.tr

(17)

B Aocraro'Ino cll.rlbrrblx MarIłFTHbIx IToJIflx, KaK I{ cJIe,ĄoBaJIo oxcllAarr, rosrP$lrqnerrr
4poIIopqIIoEaJIeE KBaApaTEoMy KopEIo IĄ3 qncr'.a Ctroapra. He rpygno [poBepr|Tb, qTo
6ołee crroxmre aHaIoilF[IIbIe oIIeEKa noJryqaloTcfl yI B allyĘae, KorAą zctroJlb3oBano
Apyroe Bblpźrxenl{e AJIfl conpoTIIBJIeIłfifi TpeIM, nplł oTcyIcTBIIII MarguTnoro norrx. Tarc
KaK ocHoBHa{ oqenra (11) cnpaae4rrzBa Aaxe 4rrx N:0, 3aMeTzM, tITo np1l cTęneIIHoM
Pac[PeAeJIeHIIII cKopocTtr BIIeIIIHero IIoToKa Moxtno Mn co, lIcIIoJIb3oBatl uprł6rrrłxerr_
IIoe Bbrpaxe"ne ZłńlęJ n r).

B saKIIoqeHEz rreo6xogzłro o6parrłrs BEI{MaIIue IIa To, qTo IIoĄĄeHIIbIe Bblpaxe_
Etrfl IIeJIB3fl Ao c!D( uop yAOBJIeTBopI{TęJIbEo co[ocTaBJTflTb HI{ c 3KcEepflMeHTaJIbI{bIMa,
AaHIILIMIł, III{ c TolIHbrMz pacqęTaMz. He clrorpx Ha qacTnoe Z MoxęT 6rrrr crryvafinoe
coBllaAellve c EeKoTopb[\dn (Popłryrrałrz 4la roerPSnq[eIIToB coIIpoTIłBJIeHz_rI TęqeEI{.rt
B nPrMoYroJIbHEItr rpy6ax B trotrepeqnoM MarHnTEoM llofle, MoxHo IIpuBecTI{ ToJIbKo
PacqeTbl Mzra.rra - BoAaca [5] u 6olee unTepecHble pByJIbTaTbI lypenzła, Murrrre_
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pa, II[Eo6epa, mTepna [2]. flepnrre aBTopbI peIuIłJIII qncnenHbm MeToAoM MarHI{To-

ilrApopllaMaqecKoe )paBHeIIze Blazuyca, T.e. ypaBueune (1 ), arrx ), : 0, 0,025 < N < 0,25

E ilolryqalrlł 3HaqeIII{, stopoż npol.t3BoAnoż perneunx B ToIIKe ł:0, roTopble HźxoAqTc,
B npę.qeIax oqeIIoK, Ho K coxaJlęHltlo oTBeqa}oT ToJIbKo MaJIbIM 3EaqeHI,I{M napauerpa Ą
.4JI.rI KoTopbD( oqeHKI{ AoBoJIbHo rpy6u.

Iyperuv IĄ Ap. B] peuIiJIpI 3aAaIIy o MaITIIIToru.upoAuHaMIłsecKoM norpaHlłtmoM
cJloe Ea IIJIacTEHe B ilonepęqHoM MarHETHoM IIoJIe, IIa KoTopylo Ęa6eraeT oĘropo,ąrrnń
napanneJlbHbtfi noror, I4 nolyqluuł acI,IMnToTIłqecKyIo óoprrłyly .uIa xosababuql4eHTa co-
npoTIłBIeHI{, IIJIacTżHbI c qrrurroż x,

(18)

KoTopa;l nprł 6orrrrurłx 3HaqeHln{x uncla fapmłanna oTBeqaeT lIItcJIeHHbIM pacqeTaM

Jlerlłca [a]. He cMoTp{ Ha pagJlnurz'Ą s o6lqet óustrqecroż KapTtrHe teĘerilrż, npu §1 ) 1

9To Bblpaxeulłe y.4oBnęTtsopIITeJIbHo oTBeqaęT oqenKe onpe.qeJlenlloft B Aagsofi pa6ore.
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Rozwiązania podobne dla hyilronagneĘcznej warstwy przyściennej ptzy Re^11l
i oszacowanie a priori tarcia o ściankę

st reszczeni e

Przedstawiono alalizę hydromagnetycznej warstwy przyściennej w płynie nieściśliwym, plzy potę-
gowych funkcjach rozkładów prędkośoi głównego strumienia i ptzyłożonego pola magnetycznego.

Własności globalne tozwiązania uogólnionego równania Falkner-Stana wykolzystano do wyzna-
czenia uniwersalnych granic dla wartości drugiej pochodlej rozńązania na ściance. Daje to dwie
nierówności dla obliczenia współczynpika tarcia na ściance, Granicę górna i dolna są prostyrni funkcjami
wykładnika funkcji rozkładu prędkości, liczby Hartmana i Reynoldsa. Dokładność szacowania rośnie
z wielkością liczby Hartmana. W przypadku przyłożenia silnego pola magnetycznego zredukowany
współczynnik tarciajest proporcjonalny do pierwiastka kwadratowego zliczby Stuarta. Otrzymane wy-
niki porównuje się z uzyskalymi przez kilku innych autorów na drodze analitycznej i numerycznej.

2Ha. 1

", =t+* ls (r + Jr -""p 1 -łS,1;,
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Arnliete Lósungen fiir rlie hydromagnetische Grenzschicht bei Re^ś,! unit eine Abschiitzung
a priori der Reibung an der Wanrl

Zusammenfa§sung

Die Arbeit enhólt.eine Analyse der hydromagnetischen Grenzschicht in inkompressibter Flrissigkeit
fffr Potenz-Yerteilungen der Hauptge§chwindigkeit und des verwendeten magnetischen Feldes.

Globale Eigenschaften der Lósung der verallgemeinten Glęichung von Falkner und Stan werden
zum Erhalten universaler Grenzen fiir den Węrt der zweiten Ableitung der Lósung an der Wand verwen-
det. Da§ gibt zwei Ungleochungen fiir den Reibungskoeffizient an der Wand. Die Grenzen - obere und
untere - sind einfache Funktionen des Exponenten im Cresetz der Geschwindigkeitsverteilung, der
Reynoldszahl und der Hartmannzahl. Die Genauigkeit der Abschótzung wóchst mit der GróBe der
Hartmannzahl. Wenn ein starkes Magnetfeld angewendet wird, ist der reduzierte Reibungskoeffizient
proportional zu der Wurzel aus der Stuartzahl. Die erwźihnten Ergebnisse werden mit analytischen und
numerischen Resultaten anderer Autoren verglichen,

Sinila.r Solutions for Hydronagnetic Bounrlary Layer at Re^<I and a priori Estimato
of skin Friction at the wall

Summary

The analysis of the hydromagnetic boundary layer in incompressible fluid, for power functions of
ńe distributions of mainstream velocity and applied magnetic field is presented.

The global features of the solution to the generalized Falkner_Stan equation are used to obtain
the universal bounds for the value of the second derivative of solution at the wall. This lelds two in-
equalities for tho coefficient of skin friction at the wall. The upper and lower bounds are simple functions
of the velocity distribution law exponent, of the Reynolds number and the Hartmann one. The accuracy
of the estimation increases with the magnitude of the Hartmann number. If a strong magnetic field is
applied, the reduced coefficient offriction will be proportional to the square root ofthe Stuart number.
The results gaioed are compared with those obtained by several authors analytically or numerically.


