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PRACE INSTYTUTU MASZYN PRZBPŁYWO WYCII
7*szyt 67 - 68

JERZY GRYCHOWSKI

Gliwie*

Śrerlnia prędkość wirowania cieczy w o§łonie cylinfuycznej ograniczonei
wirującą tarczą z dodatkowym przepĘwem cieczy

1. Wprowadzenie

Wirująca w osłonie cylindrycznej tarczajest jednym z podstawowych układów stoso_
wanych w budowie maszyn. Znajotnośó zjawisk występqjących w ograniczonej przestrzeni
z wirującą w niej tarczą umożliwia bardziej racjonalną konstrrrkcję maszyn hydraulicznych
z zespołami wirującymi. W analizie tych zjawisk wprowadza się pojęcie tzw. średniej
prędkości wirowania cieczy. Można przyjąć, że część cieczy, przy pewnych cechach geo-
metrycznych układu i paranetrach ruchowych, wiruje ze stałą prędkością kątową II, 3, 4l,
Tę część cieczy, wirującą w przyblźeniu ze stałą prędkością kątową porniędzy warstwami
przyściennymi , nazywa się ,,rdzeniem". Badania eksperymentalne wykazuj ą l27, że wirujący
pĘn podlega bardziej złożonym prawom niż ptawa odnoszące się do wirowania ciała
sztywnego. Zastąpienie rzeczywistego przepływu modelem ,,rdzenia" cieczy stanowi
więc pewne przyblńenie. W zakresie jednak analizy pracy tarcia wirującej tarczy w płynie
olaz naporu osiowego, uproszczony opis analityczny zjawiska daje wyniki porórł.nywalne
z wynikami doświadczenia |3, 7).

W znanych metodach obliczeniowych zakłada się, że w przestrzeniach kadiubów maszyn
ograniczonych poWierzchniami tarcz wirników średnia prędkość wirowania cieczy równa
jest połowi'e prędkości wirowania tarczy [8, 10, 11]:

ś):a' :o,5, (1)
(lJt

gdzie a, t1^] - średnia prędkość wirowania cieczy,al, [1/s] - prędkość kątowa wirnika.
Bardziej dokładne obliczenia wymagają uwzględnienia wpływu rozmiarów cylindrycz-

nej komory oraz warunków przepływu uwzględniających dodatkowy przepływ ciecry.
'W układach rzeczywistych dodatkowy przepływ cieczy występuje w wyniku przepływu
pIzęz lszczęlnienia. Kierunek tego przepływu może być odśrodkowy oraz dośrodkowy.
Badania wykazują, źe wielkości te mają wyraźny wpływ na średnią prędkość wirowania
cieczy [3, 4, 5,7].

* Politechnika Śląska.
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284 J. Grychowski

W oPracowaniu wymiary cylindrycznej komory określone zostały bezwymiarowym
stosunkiem szerokości szczeliny s do promienia zewnętrznego tarczy r, (rys. 1):

a:-.

'Warunki przepĘwu określono liczbą Reynoldsa:

@r'f2"*:r'

gdzie l [m'/s] - kinematyczny współczynnik lepkości.
Natężenie dodatkowego przepływu określono współczynnikiem przepływu:

Qr

': u rr'
gdzie Q, [m'/s] - natężenie dodatkowego przepĘwu cieczy przezuszczelnięnie,

Zagadnienie obejmuje określenie funkcji:

Q:f(o,a, q)

dla kierunku odśrodkowego i dośrodkowego dodatkowego przepływu cieczy.

2. Ana|iza teoretvczna

Przepływ cieczy w osłonie cylindrycznej może być przepływem laminarnym lub turbu-
lentnym, który odbywa się w oddzielnych lub wymieszanych warstwach przyściennych [3].
W badaniach Przyjęto model, w którym występrłe turbulentny przepływ ciecry w oddziel-
nych warstwach przyściennych (rys. 1). Model ten odpowiada warunkom występującym
nP. Podczas Pracy pomp odśrodkowych, ze względu na dużą zwykle szerokość szcze\iny
pomiędzy kadfubem pompy i tarczami wirnika oraz dużą prędkość kątową wirnika.

Poniżej, na Podstawie prac |3, 4,'7f, przedstawiono zarys analizy teoretycznej uprosz-
czonego m.odelu zjawiska, bez uwzględnienia dodatkowego przepływu cieczy.

Średnią Prędkośó wirowania cieczy można wyznaczyó z równowagi momentów oporu
na wirującej tarczy i ściankach cylindrycznej osłony, natomiast równania momęntów
oPoru - z Przekształconych równań ruchu Naviera i Stokesa. Aby rozwi ązaó równania
ruchu z uwzględnieniem zjawisk lepkości, należy okręślić profile składowych prędkości
w kierunku promieniowym i obwodowym w warstwach przyściennych. ze względu na
małe grubości warstw przyściennych oraz duże występujące w nich zmiany prędkości,
doŚwiadczalnY pomiar rozkładu prędkości w warstwie przyściennej jest bardzo utrudniony.
DoŚwiadczenia wykaząą, że przyjęcie rozkładu prędkości w warstwie przyściennej według
funkcji wykładniczej lub logarytmicznej prowadzi do wyników potwierdzanych w praktyce.

przyjęto następąjące funkcje określające składowę prędkości na tatczy (rys. 2):

u, : u, ol, r (l - Q) rt"(l - 4)n,

0 u: ot r (7 - Q) (I - rf) + Qrrll*

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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gdzie u, [nVs] - składowa promieniowa prędkości, q - współczynnik odległości od po-
wierzchni tarczy (rl:zf6r,tys.2),n - wykładnikpotęgi (n:f(g)),a, - funkcja ś)orazn,
r," [Ęs] - składowa obwodowaprędkości.

Rys. 1. Model wirującej w osłonie cy-
lindrycznej tarczy

przedstawione rozkłady prędkości spełniają następujące warunki brzegowe:

4:0, U,:O, uu:rlDt, 
(8)

4:I , Or:O, Ur:f(Drd) .

W warstwie przyściennej na ściancę osłony przyjęto ,orkłud,prędkości według następu-
_iących funkcji:

I) r : d,s (D t r Q4" (I - rl)a,

1)u: O)trd),",

(9)

(10)

(11)

gdźe 11 - współczynnik
Q ilt&Z ft.

Równania powyższe

odległości od powierzchni osłony (q:yl6", rys. 2), a" - funkcja

spełniają

4:O,

Ę:1,

-l)

następujące warunki brzegowe:

0r:o, Dr:O,

Dr:O , ur: r1)rś) .

c
Rys. 2. Profile prędkości
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Wykładnik potęgowy łl jest funkcjąliczby Reynoldsa. Zależność ta zabadna w przy-
padku rur kołowych prostoosiowych, nie jest zflanaw przypadku układu zwirującątarcą.
Z nalizy krzywych rozkładu prędkości |1) w zależności od wartości wykładnika n wynika,
że podobnie jak w przypadku rur kołowych prostoosiowych, wraz ze wzrostem liczby Rey-
noldsa wartość wykładnika potęgowego powinna maleć.

Dla ustalonego przepływu osiowo-symetrycznego cieczy rzeczywistej równania ruchu
oraz tównanie ciągłości mają następującą postać:

,,! *, ",! -+ : -ź # - "ź *(, +) - # - #f,

+u+ -,. * :,|: *,(, *) - # - #7,

Ł*L+Y:o,drrdz

(I2)

(13)

(14)

gdzie a, [m/s] - składowa prędkości w kierunku osiowym, p [N/m'] - ciśnienie.
Z powyższych równań można wyprowadzić równania ilości ruchu w warstwach przy-

ściennych tarczy i osłony. Dla tarczy odpowiednie równania dla kierunku promieniowego
i obwodowego są następujące:

(15)

(16)

Pierwszy człon równania (15) jest proporcjonalny do siĘ odśrodkowej działającej na
elęmęnt cieczy, drugi óo siĘ tarcia na powierzchni warstwy, natoĘiast ttzeci człon jest

proporcjonalny'do przyrostu ciśnięnia działającego na ęlement cieczy. Wszystkie te siły
są w równowadzę z przyrostem pędu wzdfuZ promienia. Podobnie na ścianie osłony:

(I7)

12drcu (18)

Zakładając stałą średnią wartość ciśnienia w warstwie przyściennej na danym promieniu
araz przyjmając, że można wprowadzić do równań ruchu wzory określające naprę{enia
styczne i grubości warstw przyściennych, to zgodnie z|4,9] zapiszemy:

ó1 ó1

,, n, 
t'} 

o, - r dr r, - ó, r # * : *.|, I"r 
a,]a,,

ó1

r' d r t u : *,l, l 
ł,,,, o,]o,,

ó" ó§

, o, 
t';o,*r 

ćlrr"-.ó",# *:*.|r, 
[,, 

a,fa,,

, óś

:*lrI",,,,d,,],d,,



Śłednia prędkość wirowania cieczy w osłonie cylindrycznej...

r, = O,SZzS a Q)' 
o 

r, oęr1o * r'o1''',

r,: o,ozzs u ft)' 
t n, 

uo7Ą 1 r'o1' t 
",

(19)

(20)

(2l\

gdzie dla tarcry:

natomiast dla osłony:

(29)

(30)

!

I

a:,ł()''' r,,,,

u,g:ąarr(1-fJ),

uug:arr(l-Q),

Urg:d"o)1TŚ),

10ug:COrrŚ) ,

TVystępująca we wzotze (21) funkcja A zateży od, Q i a. Całklląc równania ruchu
i uxzględniając podane zależności, otrzymuje się dla tarczy następujące równości:

fr3l5@9l5y1l5 A, M r_7tll5 a|lSuttS oro' _3,6rrrlr rrl' ,

x vI t 5 A, a! 11 - Q)2 M, : g,ou, (ł)'' 
- 

|a, r (1 _ 0)], l o o,(! + a?), l,, (26)

.]firz

4,6rEl561gl5ytl5ar(1 - Q) At M s:,0,0225(ł)"otr,, (1 _ 0)f7 14 G ł a!1lle. (27)
\ot /

Dzieląp równania (26) i.QT), otrzymuje się:

f M r-Q' )ttzą:|61| ", (28)

§5ępujące we wzorze (28) funkcje Mr, Mz i M, sąnastępującej postaci:

21Ml:L--_ (I _p)+ a_Q\z_- n*I- 2n +1

40320Mz:-§--i
|(2n+i)
ź=t

M s:24l=_|- _ -.-1- (1 _ ś2)J .

[,ĘC"+ł fl(zn+i) ]

(22)

Q3)

Q4)

(25)

(31)
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Funkcję A, otrzymuje się z wzoru (27):

/ o.o225\4t5o,:lffi) G-o)r/s a;at5lIła|flto

Podobnie w przypadku warstwy przyściennej na osłonie:

r13l5 rogl5yrl5 A"M 4Q2 - r"l'ol?t'y'l'A"Q' - 3,6r"l'rn?l' x

stąd

gdzie
1M,__,* ZnłI

24Ms:-{-.
|lQn+i)

Wyznaczona z riwnania (34) funkcja l" ma następującą postać:

n- t t s o- + l s 

11 * a!1e t to 
.

r!' M:2n ! r'r,dr
0

i na ścianię osłony w jej części cylindrycznej z wzotlJ

M:2nr2 stu",

x vl t' A 
" 
a! Q' M, : - 0,0225(i) "' (cł, rQ), l a 

a 
"(I 

+ a!)' t 8 r

4,6rs l 5 a| l 5 v' t 5 
a 

" 
d)' A 

" 
M s : 0,a225( 

*) 
"-,r, . Q)7 l 4 (1 + o3)' t r,

,.:( :l
""l
",i

j

(38)

Zakładając dla ustalonych warunków przepływu 1ównowagę momentów oporu na
wirującej tarczy i osłbnie, wyznaczonych z wzora następującej postaci:

(39)

(40)

/ o^o225\4l5l":\ą,eu,)

możnawyznaczyć średnią prędkość wirowania cieczy w zależności od szczeliny (rys. 3 i 4).

Jak wynika z ptzedstawionego tozwiązania, wyniki podane w pracy [3] są niezależne
od wartości wykładnika potęgowego użytego do analizy zjawiska. Oznacza to, że wartość
średniej prędkości wirowania cieczy nie za.leży od prędkości wirowania tarczy, dla hydrau-
ticznlę gładkich powierzchni ograniczających ten obszar cieczy.

Z rozwiązania wynika również, źe wzrost szczeliny osiowej powoduje spadek średniej
prędkości wirowania cieczy.
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Rys. 3. Rozwiązanie układu równańanalizy teoretycznej

Ana7iza opalta.na podanych założęniach nie uwzględnia faktu, że w pobliżu osi wiru-
jącej tarczy; w początkowym stadium tworzenia się wafstwy przyściennej istnieje w niej
przepływ laminarny. Przepływ ten przechodzi następnie w przepĘw turbulentny. Ponadto
:stnieje ciągłd wymiana cząstek cieczy znajdujących się w rdzenia cieczy i warstwie przy-
sciennej [6], Brak wyjaśnionego dostatecznię mechanizmu zjawisk występujących podczas
q,irowania tarczy w osłonię cylindrycznej utrudnia uwzględnienie dodatkowego przepłylvu
.:ieczy.

3. Badania doświadczalne

Celem badań było określenie postaci funkcji Q:f (o,a,E). Dla uzyskania wyników
,Jośrviadczalnych zbudowano stanowisko, którego schemat przedstawiono na rys. 5. Za-
kres zmian parametrów ustalono na podstawie analizy wielkości konstrukcyjnych oraz

:! Prace iirp 
". 

sz _ og

§ą5
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Rys. 4,
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porównanie wyników analizy teoretycznej z wynikami doświadczenia

/3-\
[H, '.-. ''.-.'.'.---
|l la,aĘ óh2 AĘ )llll--

)

Rys. 5. Schemat stanowiska doświadczalnego
/ - wirującaw oslońgtatąa,2,3,1,5,6 - układnatĘdowytypuLeonardazprzekhdnią,7,8 - zbiotllki,9 - pompazasila_jąłĄ, 10 - regulatorciŚnielria, 1' - pomiiąrDatężmieprz9pbwu,12, 13 - pomiarprryrostiwciśnienia, 14, 15 _ maaoĘetry

kontrolnc

ry. chrwłłolł n-f ,rw.głodźie
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ruchowych występujących w pompach przęmy§łowych. Do badania uźyto wody o tem-
]eraturze 18oC,

Badania ptzeprowadzono przy prędkościach: n7-1500 obr/min, nz:2D}obr/rnin
,:iaz n3:2500obr/min. Średnicę tarczy ptzyjęto równą 24}mm. Dla tych parametrów
;artość liczby R.eynoldsa wynosiła: 7,98071,106, 2,64053.106 i 3,3016.106. Ustalono

-kres zmjany współczynnika przepływu Q:0+12N oraz zakres zmiany zredukowanej
irerokości szczeliny osiowej o :a,025 + 0,17 5.

Stosunek prędkości wirowania cieczy do prędkości wirowania tarczy wyznaczono

- podstawie promieniowe.go rozkładu ciśnięnia. Wstępne pomiary paraboli ciśnienia
;.zdfuż osi pionowej oraz poziomej wykazały pełną symetrię paraboloidy stałego ciśnienia.
ST geruje to, że dla przyjętych w doświadczeniu prędkości obrotowych, można pominąć
:.!ływ przyspieszenia ziemskiego. wykresy promieniowego rozkładu ciśnienia vykazują,
:* rv przypadku dodatkowego przepływu, rozkład ciśnienia rózni się od rozkładu wzdfuż
::,raboli drugiego stopnia. Pomiary wykazaĘ, że odchyłki te nie przekraczają0,8lwar-
:._,ści ciśnienia występującego w danym miejscu. Z tego względu przyjęto w doświadczeniu
:._-zkład ciśnienia wzdłaż promienia według paraboli drugiego stopnia.

4. Wyniki badań

Parabolę stałego ciśnienia możnaprzedstawić za pomocą ,ru*tępr;ą""go wzoru]

dH:1 Q2a|rdr. (41)
s

S:ąd Wartość Q możę być wyznaczona fra podstawie promieniolyego rozkładu ciśnie_

Il

tra 0.,75 q

:. Wpływ szęrokości szczelirry osiowej na średnią prędkość wirowania cieczy 9:2,64.106
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Rys. 9. Równanie powierzchni ś2:f (o, ę) dla 4:const, przeplyw dośrodkowy

Rys. 10. Równanie powierzchni Q:f (o, Q) dla 4=const, przepĘw odśrodkowy
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294 J. Grychowski

nia z następującego wzoru:

Niektóre wyniki badań przedstawiono na rys. 6, 7 i 8.
Można wykazaĆ, że ptzy jednakowej chropowatości powierzchni tarczy i ściany osłoi1

Q nie zależY od liczby Reynoldsa t7]. W przypadku różnicy chropowatości wpływ liczb1
Reynoldsa jest wyraźny (rys. 8), Również dodatkowy przepŁyw cieczy wpływa na zńa:ą
wartoŚci Q, Jężęli przepływ ten odbywa się w kierunku odśrodkowym, wówczas występu_ie
sPadek wartoŚci O, natomiast gdy kierunek jest dośrodkowy, występuje wzrost wartości ś2,
Na rYs. 9 i 10 Przedstawiono równanie powierzchni Q:"f (a, p) dla fr:const. Otrzymane
wyniki doświadczeń można przedstawić w postaci następujących wzorów:

- przepływ dośrodkowy

Q : 0,49 65|25 - 0,037 1 8 12 g . !06 - 0,2441930o * 0,0 828 cp . to- 3 +

_o,ol27 g. p . 10- 9 _ g ,oż57 ę. o. 10- 3+ 0,0086383 ' . !0-2 +0,0923,805oŻ , (43)

- przepływ odśrodkowy

Q : 0,44ż07 54 + 0,008086 ą . I0 - 6 _ 0,303 16ż9 o _ 0,0864304 rp. 10 - 3 +

+ 0,0128688g. p . 10 - 9 
+ 0,0297 611o . Q 

. I0- e 
+ 0,0001016 ą2 . I0- L 2 +

ł 0,28o95ż3o' + 0,003937 5 Q' . 70' u

Wariancje tesztowę wynosą odpowiednio: +o,74.I}-a oraz +0,02.10-5. Natomiast
całkowitY błąd pomiarów wynosi od 1 do 4l.Wynikl analizy teoretycznej i doświadczenia
wYkazują doŚĆ dobrą zgodność (rys. 4). Mniejsze nachylenie krzywej doświadczalnej
można wyjaśnić wpĘwem wiĄącej powierzchni wału.

' 5. Wnioski

1. DoŚwiadczenie potwierdziło, że wzrost wartości szczeliny osiowej powoduje zmniej_
szenie wartoŚci O. SPadek ten jest częściowo kompensowany wpływem wirującej powierzchni
wafu.

2. DodatkowY Przepływ dośrodkowy powoduje wzrost O, natomiast przepĘw odśrod-
kowy zmniejsza średnią prędkość wirowania cieczy.

3. WartoŚĆ Średniej prędkości wirowania cieczy nie zależy od prędkości wirowania
tatczY, dla hYdraulicznie gładkich powierzchni ograniczających rozpatrywany obszar
cieczy.

4. OtrzYmane w wYniku doświadczenia wartości wykazltlą, że w zakręsie przyjętych
w doświadczeniu parametrów, średnia wartość współczynnika Q wynosi:

dla przeptywów dośrodkowych - Q:0,469)
dla przepĘwów odśrodkowych - a:0,407.
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5. porównanie wyników doświadczalnych z wynikami otrąrmanymi z analizy teoreĘcz-
nej wykazuje dość dobrą zgodność. Sugeruje to możliwość stosowania podanych założeń
apraszczających do analizy teoretycznej promieniowego rozkładu ciśnienia.
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The }Iean Whirling Speed of Liquids inside a Cylinłlrical Casing Limited by a,Rotating Disk
with Additional Liquid FIow

Summary

B*red on the method described in the literature t3, 4], a tbeoretical analysis of the effect ofthe geo-
lr,:-1 leatures and motive conditions of a cylindrical casing, limited by a rotating disk, upon the
7*ł- ,shillifl§ speed of liquids inside that casing is presented. It has been shown that the change in the
,l,;; *6 "ri the exponent in the equationo which determines the distribution of speed in a boundary layer
l,,_:-: :he turbulent flow range with separate boundary layers, does not influence its solution.

\[o:eover, the ręsults of experimental investigations for the determination of the mean velocity
o" v :,:.lng of the liquid contained inside the casing are presented. The mean whirling velocity of the
:'f, x], : ::3s been determined on the basis of the radial distribution of pressure, depending on the assumed
llu:"].:]. ;onstructional and operating parameters. In the course of the experiments the width of the
;::_- :.*::ance as well as the whirling velocity of the disk and the direction and intensity of the additional
:.d:]u L: :ó]ń, rvere constantly changed. The results of these investigations were compared with those of the
j:r:r,-:l;a] analysis and presented in the form of diagrams and a formula for calculations.



296 J. Grychowski

Cpe4rrrrr cKopocTb poraqrut rmrt4KocTtr B lttr.lłrHĄlrrqecnoM Koxyxe,
orpaHlrqelrHoM BpaĘarcqtrMcrl AIlcKoM c Ao6aBoTrhIM IIoToKoM rI(llAKocTIł

Pesroue

B Pa6ore, rra obuose MeToAa, IIpeAcTaBneHHoro r paGorax [3 rł 4], rposełeu TeopeTpsec1d ąFarm
reoMeTPuqecKEx cnoftcrB t Ycrroorłt FnxeHufi c[cTeMbI qrrllltrAplłłecxoro Koxyxa, orpaEa1IeEEo3D
BPaIqaIOqffMC' AtrCKOM, Ea CPeAHIOIO CKOPOCTE POTaIdtrIr XEAKOCTtr B 3ToM Koxyxe. Ąoraaarło, 9To Ell!.
EeHue BeIulIIłlIbI IIoKa3aTeJUI cTetreEfi n $oPrrłyrre, onpegenłrorqeż pacnpegełbrrae ckopocreż B trołI*
EtrltrIoM cJloe B uPegerrax rYP6YfieETHoro TęIIeHIłfi c oT,qeJIbHBIMa trorpalłtrslrrrr\M cJIoflMtr I{e.BJIWIeT Ea lE_
ItreEue. KPoue roro, ITPeAcTaBJIeEbI pe3yJIbTaTrI 3KctrepEMeHTaJIbHbD( trccJlelosaHrił tro onpeAenegxD
cPe,qrreŹ cKoPocifi PoTaIInr x4qI(ocTIł B Koxyxe, Cpe4nłx cropocTb poTaIIruI xIIAKocTu o4pe.ąeJle6
Ea ocfoBe paAIraJIBEoro pac[peAeJleHEf, AźlBlIeIrĘ [ 3aaEcllMocTr oT trptrIl{TBlx repeMellffElx KoEcTpyr_
TmIIbIx Ił AEHałMqecKID( IIaPaMeTPoB. Bo nPeuł oITFTTa tr3Meu IJIIncb: IIMpuHa oceBoro 3a3opa, c1opoct1
BP2nleEIl l nI{9Ka, a TaKxe HatrPaBJIeHIle E ąET€HCtrBEOCTI go6aroworo IIoToI{a xtrAKocTE, Pesy:rrrarrr
uccJleAoBaTrfiŹ 6rIJm coEocrasJleubl c pe3yJIbTaTaMII TeopeTmlecxoro aEaJIIBa I{ trpuBeAeHDI B BuA€ lFF
rpaMM tr pącseTnoń $opuyrrrr.


