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TADEUSZ KORONOWICZ
Gdansk
Wyrézniki calkowe pola predkosci indukowanego przez

uklad wiréw Srubowych o skonczonych wymiarach
jadra wirowego *

W pracy przedstawiono wspolczynniki uSredniajace skladowe predkosci indukowanych przez
uktady skupionych wiréw srubowych (wyrézniki caltkowe), ktére umozliwiaja powiazanie pola predko-

Sci z sitami zewnetrznymi to pole wywolujacymi.

Obliczenie wielkosci wyr6znikow catkowych oparto na doktadnym ksztalcie osobliwosci wiréw sku-

pionych.
Wykaz wazniejszych oznaczen
& b ; elkosé Uy
*® AR, Ve kefW)(.rmarowa Wigieose oyl v, sktadowe predkosci induko-
H a.c_u,. Vo wanych; osiowa, promieniowa
Rp el i obwodowa,
Lty s i o 3 Vv,
r——R.co be.zw‘ymlarowa wielkos¢ pro e wspOlezynnik posuwy,
mienia, o Ry
iR promien cylindra osiowego, na 7D : i
ktérym sa rozlozone = wiry UO:ﬁp_Vz_ liczba kawitacyjna,
wierzchotkowe, e ; :
S powierzchnia kontrolna, Yo wspdirzedna katowa  osobli-
Vo predkosc ‘przeptywu niezaklo- WOsCL WAL,
conego, Wo predkosé katowa,
V%t ilo$¢ wir6w wierzchotkowych, 3
Boo kat skoku linii $rubowej, x wspoélczynniki usredniajace
T cyrkulacja predkosci, p pole predkosci indukowanych.
265 :
Jo=—— parametr charakteryzujacy
\/ Oo wielko$¢ osobliwosci wirdw,
1. Wstep

Znane w hydromechanice wspoiczynniki uéredniajace niejednorodne pole predkosci
znajduja duze zastosowanie przy obliczaniu pola predkosci indukowanych przez uklady

Srubowych wiréw skupionych, a wrecz umozliwiaja analize tego pola.
* Praca wykonana w ramach problemu resortowego PAN-19, grupa tematyczna 5.

10* [147]
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Wspéiczynniki uredniajgce ped, kret i energie w przeptywie wywolanym praca pednika
Srubowego znajduja zastosowanie przede wszystkim w réwnaniach wiaZacych pole pred-
kosci z wielkoscia sit wywotujacych to pole.

Pierwsze prace nad analiza pola predkosci indukowanych przez uktady skupionych
wiréw $rubowych zostaly zapoczatkowane w Zakladzie Pednikéw Okretowych w roku
1967 [3]. Pierwsze obliczenia wspdlczynnikéw usredniajacych, jesli chodzi o uwzglednie-
nie osobliwosci wiréw skupionych, byly prowadzone w sposéb przyblizony, przy zaloze-
niu, ze osobliwosci w przekroju normalnym do osi wiru majg ksztatt kota. Dla wyjasnienia
poprawnosci przyjetych zatozen upraszczajacych oraz uscislenia pewnych prawidtowosci
stwierdzonych w analizie pola, zostaly przeprowadzone obliczenia dla uktadu skupionych
wiréw prostoliniowych jako przypadku granicznego uktadu wiréw srubowych (skok linii
§rubowej tg f,=co) [4]. W tym przypadku pole predkosci daje sie opisa¢ wzglednie
prostymi wzorami, a catki w nich wystepujace rozwiazaé w sposéb scisty metodami kla-
sycznymi. Wyniki obliczeri i analizy dla uktadu wiréw prostoliniowych dostarczyly cennego
materiatu. ulatwiajacego i uscislajacego analize bardziej skomplikowanego w opisie pola
predkosci indukowanych przez uklad wiréw Srubowych, dla ktérego obliczenia mozna
przeprowadzi¢ przy obecnym stanie wiedzy jedynie metodami numerycznymi.

2. PredkoSci indukowane od ukladu wiréw Srubowych

Wzory opisujace predkosci indukowane przez pojedynczy, nieskoniczenie diugi wir
w ksztalcie prawidtowej linii Srubowej, zostaty wyprowadzone i przedstawione w pracy
[2], a dla ukladu wiréw skonczonej dtugosci i z uwzglednieniem kontrakeji strumienia
pednikowego w pracy [S].

W niniejszym opracowaniu rozwazania zostana ograniczone do przypadku nieskon-
czenie diugich wiréw skupionych w ksztalcie linii §rubowej, roztozonych réwnomiernie
na powierzchni cylindra osiowego oraz prostoliniowego wiru rdzeniowego, a wiec ukladu
charakteryzujacego pole predkosci indukowanych daleko za pednikiem swobodnym.

Taki ukfad wiréw mozna jednoznacznie okresli¢ nastepujacymi wielkosciami:

a) iloscia wiréw wierzchotkowych Z,

b) skokiem linii.Srubowej tg £,

¢) promieniem cylindra osiowego, na ktdérego pobocznicy s3 roztozone wiry wierz-
chotkowe R, :

VE JE
d) bezwymiarowa wielkoécia cyrkulacji b,o=——-lub b,,oo———-——2 ;
: 4nR  V 4nR*w,
: ; - pP—Dg P—Dpg
e) liczbg kawitacyjna o= - lubo,= — .
° 1p12 1p (0o R)?

Pole predkosci od tak scharakteryzowanego uktadu wirowego w ukladzie cylindry-
cznym (x, p, ¢) daje si¢ opisa¢ nastepujgcymi wzorami (blizsze wyjasnienia s przedsta-
wione w pracy [5]).

2
‘ inl j‘f’ [l—rcos<¢p—(pM0 __Z_k)]d%l

V.=
IR 2 2n =
. 0—00[1+7'2— 2rCOS((ﬂp—¢MO _7k>+(?Am¢Mo)2tg2ﬁao]
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4nR, r

gdzie r=R,/R,, .

Catki wystepujace w powyzszych wzorach nie daja si¢ rozwiaza¢ inaczej jak tylko me-
todami numerycznymi. Wykorzystanie szybkich maszyn cyfrowych pozwala na wyznacze-
nie sktadowych predkoéci indukowanych w dowolnym punkcie przestrzeni otaczajacej
uktad, ale analiza tego pola wymaga jeszcze dodatkowych obliczen, szczegdlnie praco-
chlonnych w poblizu® osobliwoséci wiréw skupionych. :

Dla uktadu nieskofczenie dlugich wiréw -w ksztalcie prawidiowej linii srubowej, pole
predkosci mozna rozpatrywaé w uktadzie ptaskim (p, ¢). Charakteryzuje si¢ ono pewnymi
wlasnoSciami, ktdre ulatwiaja jego analize (sa to wiasnosci, ktorych wigkszoS§¢ niestety
daje sic dowie$¢ jedynie na drodze obliczen numerycznych).

1. Bezwzgledne wartosci sktadowych predkosci indukowanych sa zalezne od wielkosci
charakterystycznych dla calego uktadu wirowego, a wiec wielkosci I, R, tg S, 1 Z oraz
potozenia punktu P(R,, p,) wzgledem ukltadu wirowego, a wigc r=R /R, i (¢,—p4)=
=

2. Sktadowe predkosci indukowanych maja charakter funkcji okresowych o okresie
2rn/z. Ponadto skiadowa osiowa i obwodowa cechuje parzystosé, a sktadowa promieniowg
nieparzystosc

; 2n
Ux(.r! OA)=vx(r: _OA)=Ux<L’ HAi_Z—) 5

2n
U(P(rﬂ BA):U(P(ra —OA)ZDqJ(r’ BAi?> o

2n
vp(r, 0)=—v(r, —BA)=UI,<V, OAiE> >

3. Skiadowe osiowa i obwodowa maja wyrazne ekstrema dla 0,=(2n/Z) k, gdzie
k=0,1,2,...,(Z—1). Wartos¢ sktadowych predkosci w punktach ekstremalnych wzrasta
przy zblizaniu si¢ do osobliwosci wiréw wierzchotkowych.
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4. Skltadowa promieniowa dla 6 ,=(r/Z)l, gdzie [=0, 1, 2, ..., (2Z —1), jest rOwne zeru.

5. Dla pelnego, nieskonczenie dilugiego ukladu wirdw (wiry wierzchotkowe z osio-
wymi) miedzy sktadowymi predkosci indukowanych osiowa i obwodowg istnieje zalez-
nos¢ spelniona we wszystkich punktach pola

U8B =—1,T. e (2.1)

6. Ciekawe wlasnosci cechuja wartosci §rednie wzgledem wydatku sktadowych pred-
kosci indukowanych dla ustalonego promienia r, zdefiniowane nastepujaco:

f . do, (2.2)
. ——2(P0 Po
gdzie ¢, — wspolrzedna katowa osobliwoécei wiru (w przypadku gdy promiefi » nie prze-
cina osobliwosci ¢,=0), v — jedna ze sktadowych predkosci indukowanych przez uktad.
6.1. Sktadowa osiowa. Dla wszystkich promieni mniejszych od R, i nie obejmuja-
cych osobliwo$ci wiréw wierzchotkowych r<1—r,, (r,;, — dolna granica osobliwosci
Jjadra wiru wierzchotkowego), wartoéci srednie sa niezalezne od r i wyrazaja sie prosta
zaleznos$cia:

Uy F 2 2h;
T = = =nl, .
VO 4nRoo VO tgﬁoo tgﬁoo =

(2.3)

Dla wszystkich promieni wigkszych od RO; i nie obejmujacych osobliwosci wirdw wierz-
chotkowych r>1+r,, (r,, — gdérna granica osobliwosci jadra wiru wierzchotkowego)
wartosci $rednie sa rowne zeru.

Dla promienia r=1 warto$¢ $rednia przyjmuje wielko$¢ réwna potowie wartosci jaka

wynika ze wzoru (2.3), a wiec:
(52).-72 e
— —m, !
70 r=1 2

Dla promieni obejmujacych osobliwos$¢ wiréw wierzchotkowych 1—r,, <r<1+r,, war-
tosci $rednie sa funkcja promienia, przyjmujac w punktach r=1—r,,, r=1+r,, i r=1
wyzej okreslone wartosci. Na rys. 3 jest przedstawiona wielko$¢ 4 =(vx/vo)/m, , dla ukladu
3 wiréw §rubowych o skoku tg . =0,3.

6.2. Sktadowa odwodowa (dla pelnego ukladu wirowego). Dla wszystkich pro-
mieni mniejszych od R, i nie obejmujacych osobliwosci wiréw wierzchotkowych r<1—r,,,
wartosci $rednie wyrazaja si¢ prostym wzorem (jak dla wiru osiowego):

o 2 2b mthgﬁw
Vo 4nR, Tor r el

Dla wszystkich r>1+-r,, warto$¢ $rednia jest réwna 0. Dla promienia r=1 wartoé
Srednia jest réwna polowie wartosci okreslonej wzorem (2.5)

o, m,
— =b, =—"21 - .
<V0>r=1 b =5 28 o (2.6)

(2.5)
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e o ]
! } | 4y, \
o | o |
- | | =005 \ £=098
i
. |
0
e e
j
/ §
05—t =
i !
|
i r=140]
o / ! -
=10 ' 0 1”3
Rys. 1
o
t9B0=03
z=3
0 0,95 100 105 7,707
Rys. 3

Dla promieni obejmujacych osobliwosci wiréw wierzchotkowych przebieg funkcji
(v,/V0)/b,, ma charakter bardzo zblizony do przebiegu przedstawionego na rys. 2 W pracy
[4] (wielko§¢ J, charakteryzuje wielko$¢ osobliwosci wiru wierzchotkowego). Od wiel-
kosci A=(v,/Vo)/m,, przedstawionej na rys. 3 w niniejszym opracowaniu, wielko$¢
(Uy/Vo)/b,,, T62ni sig mnoznikiem (1/r).
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6.3. Skladowa promieniowa. Wartoéci $rednie sa rowne zeru dla wszystkich
promieni, facznie z promieniami obejmujacymi osobliwo§é wiréw wierzchotkowych

Sy : @2.7)

Powyzsze wiasciwosci pola predkosei indukowanych, a zwlaszeza _proste zaleznoSci
na predkosci Srednie, umozliwiaja opis sktadowych predkosci w postaci dogodnej do ana-
lizy pola, a mianowicie pozwalaja wprowadzié pojecie odchylek od wartosei $rednich, _
zdefiniowanych nastepujaco:

1 ) v
W el BB (2.82)
m, VO VO
r i T
Av.—— A 2.8b
4 muwtgﬁoo<V0 VO) ( )
1 v 1
o, = e Dy b 0 (2:8¢)
m.o G

Wystepujaca w powyzszych wzorach wielko$é zdefiniowana wzorem (2.3) i przedsta-
wiajaca predko$¢ $rednia w strumieniu pednikowym, zostala uznana jako wzorzec dla
calego przeplywu. Wychodzac z powyzszych definicji odchylek oraz z zaleznosci (2.1)
i wzoréw (2.3), (2.5), skladowe predkosci indukowanych mozna przedstawié w postaci
dogodniejszej w obliczeniach:

= (2.9a)
VO =
v m P
Go M l8ls 4 (2.9b)
Vo r
L (2.9¢)
VO o 14

gdzie
A - dint =i

wlo>

A=0 dia r>i+r,,,
A=A(r) dla promieni posrednich 1 —r,; <r<l+r,,, przy czym dla r=1 wielko$¢ 4=1/2.

Przykiad funkcji A(r) dla ukladu zlozonego z 3 wiréw wierzchotkowych o skoku
tg f,,=0,3 jest przedstawiony na rys. 3.

Poniewaz dla rozpatrywanego uktadu wirdw odchylki od wartosci $rednich Ao, i Av,
sg sobie réwne we wszystkich punktach pola predkosci, we wzorach (2.9) przyjeto dla
nich wspdlne oznaczenie Av.

Wprowadzenie pojecia odchylek od wartosci $rednich wzgledem wydatke

duze udogodnienie jesli chodzi o opis pola predkosci oraz znakomicie ulatwis
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tego pola. Przyklad pola predkosci w uktadzie 4v(¢p,) i 4v,(¢,) dla r=const jest przedsta-
wiony na rys. 11 2.

Z analizy uzyskanych metodami numerycznymi wynikéw obliczen wynika, ze dla ukia-
déw wirowych o liczbie wiréw wierzchotkowych z>2 i punktéw P(r, ¢,) oddalonych
od uktadu wiréw wierzchotkowych o wiecej niz polowe promienia R, (r<0,5 i r>1,6)
wielkosci odchylek od wartosci Srednich 4v i 4v, sa pomijalnie male. Im wigksza ilo§¢
wiréw wierzchotkowych, tym wartosci odchylek sa mniejsze; i tak dla Z=9 wielkos§¢
odchylek nie przekracza 1% wartosci $redniej juz dla promieni r<0,8 i r>1,2 (dla o=
=l1—r|>0,2).

3. Osobliwosci ukladow wiréw srubowych

Przy analizie pola predkosci indukowanych przez uklady wiréw skupionych istotng
role odgrywa umiejetnosé okreslania granic osobliwosci. Przeptyw wokot osobliwosci
jader wirowych, zwlaszcza dla przeptywu modelowego, mozna uwaza¢ za przeptyw po-
tencjalny. W tym przypadku istnieje $cista zalezno$¢ pomiedzy polem ci$nien i polem
predkosci. Zwiazek ten mozna wyznaczyé poréwnujac moc sit zewnetrznych okreslonych
z zasady kretu i z zasady energii lub korzystajac z catki Cauchy—Lagrange a dla przeptywu
wzglednego [1]:

Lpid e g g B
pO 2p=——— Eee + S + i +,7_7~l=
phe. 2l Vo Vo Vo = As Ve
Pl Y0
= () R 3.1
Powyzsze réwnanie mozna przeksztalci¢ wprowadzajac zapis na sktadowe predkosci
indukowanych, zgodnie z wzorami (2.9) oraz wyrazenie na wspolczynnik posuwu As.

Wspolczynnik posuwu A, (dla przeplywu daleko za pednikiem) mozna wyznaczy¢ ze
wzoru definiujagcego skok linii srubowej [5]:

Vo+u, V
e e o (3.2)
DR =0, 1w,
Wykorzystujac zalezno$¢ (2.4) i (2.6) uzyskujemy:
1 1 m,
lir °°(1+tg ﬂoo)(1+2Avo) 3.3
/13 tgﬁm

gdzie predkosci wlasne wiréw wierzchotkowych zostaty okreslone zgodnie z zapisem
wzoréw (2.9) po przyjeciu, ze A=1/2:

ZV’& =m, , (4+4v)=— P (1240, (3.4)

0

(3.5

v U
—=m, tgf.,G+4v,)=
2 —m,, (8. (4 o) =52
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Ostatecznie uzyskujemy ogélny wzdr na pole cisnier indukowanych przez uklad wiréw:

M:nﬁw[ <1+ 'B)+Av —Av(1+tg2ﬂ)(1+Av0)+A2<1+ B)-i—

Vs

2
+2A4v (1 +tgrf°°) —AQ+tg’B) (1 +2Av0)] (3.6)
W zaleznosci od r wielko$¢ A przyjmuje wartosci okreslone przy opisie wzoréw 29).

Jesli przyjac, ze w miejscach, w ktérych ciénienie p uzyskuje warto$¢ krytyczna p,,
wystepuje powierzchnia rozdzialu i tworzy si¢ osobliwo$¢ jadra wirowego, to wzér (3.6)
moze stuzy¢ do wyznaczenia granic osobliwosci. Jak to wynikalo z rozwazan nad osobli-
wosciami ukladu wiréw prostoliniowych [4], bardzo ciekawg i praktyczng w zastosowaniu
wielko$cig jest parametr 6o=2bm/\/ oo Wwigzacy wielkos¢ liczby kawitacyjnej, a wiec
warunki przeptywu niezakléconego, z wirowoscia ukladu i charakteryzujacy wielkosé
osobliwoéci jader wiréw skupionych.

Wprowadzajac do wzoru (3.6) parametr d, uzyskujemy réwnanie, ktére dla okreslonej
wartoéci promienia r i okreslonego pola predkosci (zadanego wielkoscig tg B, oraz ZWig—"
zanych z nig odchylek 4v(¢), 4v,(¢)) oraz zadanych wartoéci J, (oraz zZwigzane z nia
wartosci 4v,), pozwala okresli¢ wielkos¢ kata ¢, wyznaczajacego graniceg jadra wirowego.
Rozwigzania nalezy szuka¢ dla promieni w granicach 1—4§,/Z <r<l+d,/Z:

18°Bos : (1 1g°Bo,

)+Av —Av(1+tg?B,,) (14 24v,) +

2 2
+A2<1+ ﬂ°°>+2A-Au<1 ﬁ°°> A(L+1g°8,) (1+24v,). (3.7)

Przeprowadzone obliczenia metoda numeryczng i wykreslng, zmierzajace do wyzna-
czenia granic osobliwosci wykazaty, ze dla d,<0,2 przekréj jadra wiru wierzchotkowego
nieznacznie tylko odbiega ksztaltem od przekroju kolowego o promieniu ro—90/ 7

Promien wiru rdzeniowego mozna bezposrednio wyznaczyé ze wzoru (3.7), gdyz, jak
wykazaty obliczenia, dla promieni »<0,3 wielko$¢ odchylek Av i 4v, jest pomijalnie mata:

9y do
e S 3.8)

24vy, \ 1+62
\/1+52(1+ 2ﬁ> 2

Znajomo$¢ wielkosci osobliwosci wiréw skupionych ma zasadnicze znaczenie przy wyzna-
czaniu wielko$ci wspotezynnikéw usredniajacych.

4. Wyrézniki calkowe pola predkosci indukowanych

Podstawowe réwnania mechaniki plynu umozliwiaja powiazanie pola predkosci in-
dukowanych z sitami zewnetrznymi pole to wywotujacymi. W wielu zagadnieniach zlo-
zono$¢ przeplywu w bliskim sasiedztwie sil zewnetrznych utrudnia powiazanie rozkladu
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sit z polem predkosci i ci$nien indukowanych przez te sily. Jednak niejednokrotnie w roz-
wazaniach teoretycznych i w praktyce projektowej wystarcza dla okreslonego rodzaju
sit (np. pednika Srubowego) umiejetnoé¢ przypisania wielko$ciom wypadkowym (jak
np. napdr catkowity 7 i moment catkowity Q) charakterystycznego dla nich pola predko-
éci i ciénieft. Takie mozliwosci stwarzaja réwnania oparte na zasadzie pedu, kretu i energii,
w odniesieniu do przeptywu obejmujacego cale pole zaktécefi wywolanych dzialaniem
sit zewnetrznych. W tych réwnaniach wystepuja wielkosci catkowe uéredniajace niejedno-
rodnoéé tego pola. Sa to predkosci Srednie wyznaczone Z wydatku i okreSlone wzorem
(2.2) oraz wielkosci wynikajace z usrednienia pedu, kretu i energii przeptywu.

Na przyklad dla wyznaczenia sily wypadkowej na powierzchni kontrolnej daleko
za pednikiem mozna si¢ postuzy¢ réwnaniem (3.6), ktore jest pewna przeksztalcong pos-
taciag réwnania energii i wyznaczy¢ wielko$¢ charakteryzujaca pole ci$nien indukowanych
(potrzebng przy wyznaczaniu wielkosci naporu pednika z zasady pedu):

1 DPo— P
P=—— ds. 4.1
TR7, H PV L

S

Przy okreélaniu wielkosci P wystapia wszystkie trzy interesujace nas wspoiczynniki usred-
niajace sktadowe predkosci indukowanych, ktére same lub w kombinacji ze sobg charak-
teryzuja ped, kret i energig kinetyczna dla pola predkosci indukowanych na powierzchni
kontrolnej S i ktére mozna uznaé za wyrézniki catkowe pola predkosci.

Biorac pod uwagg réwnanie (3.6), uzyskamy:

2m _
o g
0

& tg? tg®
P=m§wjrdr— J [Av2<l+ : ﬂ°°>+Au§+A2<1+ - f“?)—
T F &
P

—A(1+1g’B.,)(1 +2400)]d¢ (4.2)

(w powyzszym réwnaniu uwzglegdniono zalezno$¢ wynikajaca z definicji odchytek od
2m.
z %o

wartosci §rednich | Avdp=0). W calce wewnetrznej (wzgledem parametru @) wWyste-
®o

pujacej w réownaniu (4.2) mozna wyréznié tylko dwie wielkosci bedgce funkcja tego para-
metru. Sg to 4v i 4v,. Dla wygody obliczen i analizy pola predkosci, w tym przypadku
wygodnie jest postuzy¢ sie definicja wsp6lczynnikéw usredniajgcych dla poszczegdlnych
skladowych predkoéei indukowanych podanych w pracy [4] (wzory (4.1)). Jednak ze
wzgledu na juz zastosowane oznaczenie w pracy [6] (rozpatrujace] réwniez uklady $rubo-
wych wiréw skupionych), wzory definicyjne zastosowane w tej pracy beda si¢ réznily
brakiem mnoznika przy é,j; -]

2 n
VA

7
1 7 ) _\2 4 7
gr= = TP IR AT Vx d e SR e S T e 2
by.(m—Zp,) f ( Vo ) 5 thﬂw(n—-Z%)f A an (i)
%0 @0
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[ a

z Z
1 Z v, - 4 7z
x,=~2—h»‘J‘(J = ¢>d¢=—2—ﬁﬁj‘ Av’dg, ' (4.3b)
by (n—Zp,) Vo r* (t—Zgp,)
@0 Po
= 2 -
1 7 fr ) 4 Z f 5
=5 ———— —=V,jdp=—5——— | Av>dp. (4.3¢)
b%w(n—Z(po)f ( Vo & tgzﬁoo (t—Zpo) :
Po @0

Przy przeksztalceniach wzoréw definicyjnych uwzgledniono zaleznosci (2.9).

Przy obliczeniu 3,, x, i p, jak réwniez przy szczeglowej analizie pola predkosci, wy-
godnie jest postugiwa¢ si¢ wielko$ciami podobnie zdefiniowanymi, ale o zmiennych gra-
nicach catkowania:

VA
4 1
& S s A Zd 5
3r ((0) tgzﬁw = J‘ vage,
@

.

)

(4.4a)

:
4 1
Ed 2
v (p)=———— | Advidoy. 4.4b
pr () o J v,do (4.4b)
7z '
W tym przypadku 3, i p, sa warto$ciami szczegblnymi wielkosci 37 (¢) i p*(p) dla okre-
Slonych wartosci ¢, wyznaczajacych granice Jjadra wiru ¢, lub dla
jacych osobliwosci, dla ¢=0.

promieni nie przecina-
Znajomos¢ wspolezynnikéw 3z, i p, dla poszezegdlnych promieni na calej powierzchni

kontrolnej S, pozwala wyznaczy¢ wspolczynniki usredniajace poszczegdlne skladowe
predkosci indukowanych dla catego przeplywu w przekroju daleko za pednikiem

0

r Z : :
z= (1—~(—p9>g,rdr, (4.52)
J T

Z
1= (1——‘”P>tg2ﬁwi'dr,
J T r

{4.5b)

Z
D— <1~l°>p,rdr.
J T

-

-(4.5¢)
' Ze wzgledu na sposéb przeprowadzania obliczen, wygodnie jest podzieli¢ powierzchnie
kontrolna S na trzy obszary pierscieniowe:
wiréw wierzchotkowych r,<r<1

obszar 1 — pomiedzy osobliwo$cia wiru rdzeniowego i dolng granica osobliwosci
— w1,
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obszar 2 — objety granicami osobliwosci wiréw wierzchotkowych 1—r,; <r< 1+ry2,

obszar 3 — pozostala czg$¢ powierzchni § rozciagajacej si¢ do nieskonczonosci
(praktycznie do promienia r=2) r>1+r,,.

Dla wyznaczenia granic poszczegélnych obszaréw potrzebna jest znajomo$¢ wielkosci
0sobliwosci, a WieC Fyy1, w2 1 7, - W tym celu postugujemy sig réownaniem (3.7) i (3.8),
ustalajac pewne warto$ci parametru J-

Réwnanie (3.7) pozwala réwniez wyznaczy¢ zaleznos¢ d, od ¢ dla danego promienia
r, co przy réwnoczesnej znajomosci 3,.(¢), p(¢) dla ustalonych wartoéci d, umozliwia
w spos6b numeryczny lub wykreslny wyznaczy¢ interesujace nas wartosci 3, 1 p,.

Na rysunkach 4, 5 i 6 przedstawiono wykresy wielkosci 37 (), p; (¢) 1 do(p) dla ukiadu
ztozonego z trzech wiréw wierzchotkowych o skoku tg f,=0,3. Dla ulatwienia dalszych
obliczen oraz analizy poréwnawczej zaleznosci 3, (¢) i pf(p) od skoku linii Srubowej,
na wykresach naniesiono wielkosci 3¥(p) i p¥(p) pomnozone przez wyrazenie r toZh®

Okazuje sie, Ze dla promieni symetrycznie roztozonych wokoét r=1 idla 5=z|1 ——r| <302
wielkosci p; (@)r ( p¥(p) pomnozone przez wartoéci promienia r) przyjmuja praktycznie
biorac te same warto$c’, a pomiedzy wielkosciami 3,(¢)r réznice sa niewielkie. Dla r=11i

>

t9 03 e
z=3 3
p<i r>1

Rys 4
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¢=0, zaréwno 37 (¢) jak i p}(¢), tak samo jak skladowe predkosci, posiadaja wartosci
nieokreslone. ;

Wraz ze wzrostem wielkosci (1—r) oraz wspétrzednej ¢ wartosci 37 () i p¥(¢) szybko
maleja. Krzywe do(@) maja ksztalt parabol drugiego stopnia przecinajacych o§ ¢=0
w punktach okreslajacych osobliwosci jader wiréw wierzchotkowych 7, i r,,.

Jak mozna sadzi¢ z przedstawionych na rysunkach 4 i 5 danych oraz innych szczegd-
towych obliczeni, wielkosci r,,; i r,, dla d,<0,1 praktycznie sg réwne wielkosci 6o/Z. Dla
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wiekszych wartosci §, wielko$¢ r,, przyjmuje wartoéci nieznacznie wigksze, a r,, nie-
znacznie mniejsze od dy/z.

Z przedstawionych na rysunkach 4, 5 i 6 krzywych mozna dla okreélonyt:h wartosci
do wyznaczy¢ wartosci wspélczynnikow 3. i p, w zakresie osobliwosci wiréw wierzchot-
kowych. Wyniki takich obliczen zostaly przedstawione na rys. 7 i 8.

Poréwnujac przebieg krzywych na rys. 7 i 8 z przebiegiem krzywych yx, i p, w pracy
[4], mozna stwierdzié te same prawidtowosci, z tg réznica, ze x, i p, poza osobliwosciami
wiréw dla uktadu wiréw prostoliniowych (tg B, = 00) pokrywaja si¢, a dla uktadu wiréw
§rubowych réznice pomiedzy 3, i p, wzrastaja wraz z maleniem skoku linii $rubowej.

Przebieg wspSiczynnikéw 3, i p, w obszarach I i 2 ma charakter zblizony do krzywych
okreslonych w sposéb scisty dla uktadu wiréw prostoliniowych, a wigc krzywych okreslo-
nych wzorami:

— dla r<1

’.ZZ

2_"2—(1_-——7‘ZZ) . (4.6a)

L=Pr=

— dla r>1
1

o (4.6b)

Xr=Pr=

Posiadaja one osobliwosci dla =1, ktora zanika jesli wielkosci 3, i p, przemnozymy
przez wielkos$¢ (1—r).

Analizujac uzyskane w sposéb numeryczny wyniki obliczen mozna stwierdzi¢, ze
wielko$¢ p, pomnozona przez sin f,,, wielko$é (1—r) oraz ilo§¢ wiréw wierzchotkowych
rozpatrywanego uktadu Z, dla r=1 przyjmuje warto§¢ réwng jednosci, niezaleznie od
skoku (stuszne réwniez dla skoku nieskoficzenie duzego tg f,, =0 (Wiry prostoliniowe)
z zastrzeZzeniem, ze wielko$¢ p, okreslong w pracy [4] nalezy pomnozy¢ przez 4). Na rys. 9
przedstawiono przebieg wielkosci Z p,ll —rl sin B, dla kilku wartosci skoku linii §rubowe;j
uktadéw ztozonych z trzech wirédw wierzchotkowych.

Uzaleznienie wielkosci Zp, od parametru §, w zakresie poza osobliwo$ciami, ma duze
znaczenie praktyczne, gdyz okazuje sie, ze w tym ukladzie odniesienia wielko§¢ Zp, jest
juz malo zalezna od.ilo$ci wiréw Z. Jest to prawidlowo$¢ stwierdzona réwniez przy ana-
lizie uktadu wiréw prostoliniowych [4].

Inna wiasnoscia pola predkosci stwierdzong zaréwno dla ukladu wiréw prostolinio-
wych, jak i dla ukladu wirdw $rubowych jest stwierdzenie, ze wielkosci

ity 5 8

e [(1 ‘E) o (1 § )3] sl
1 ) b}

s 0 [(1 _E> Pr1 +(1 +E> Per > (4.7b)

w funkcji parametru 6=Z|1—r| sa mato zalezne od Z (wielkosci 3,, i p,s odnosza si¢ do
promienia r=1-—0/Z, a wielko$¢ 3,, i p,, do promienia r=1+6/Z).

Jak wyzej wspomniano, obliczenia z, ¥ i » wygodnie jest przeprowadzi¢ w rozbiciu
na 3 wyzZej zaproponowane obszary pier§cieniowe.
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Rys. 12

Na rvs. 11 przedstawiono wyniki obliczeri w odniesieniu do wielkosci wspélczynni-
kéw 3, x i p dla obszaréw I(r,<r<r,) i 3(r>1+r,,) w funkcji parametru 5=Zf1 —r |,
a na rys. 12 w odniesieniu do obszaru 2 (1 —r,; <r<!1+r,;) w funkcji parametru Jo.

Na podstawie wykreséw wspotczynnikow uséredniajacych, dla poszczegdlnych obszaréw
powierzchni kontrolnej .S, wykonano obliczenia wspdlczynnikéw usredniajacych poszcze-

11 Prace IMP z. 69
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Rys. 13 Rys. 14

gblne sktadowe predkosci indukowanych, zdefiniowanych wzorami (4.3) dla calej po-
wierzchni kontrolnej S.

Krzywe wspdtezynnikéw 3, y i p w funkcji parametru J, maja charakter krzywych
logarytmicznych i dlatego najlepiej jest je przedstawié w skali logarytmicznej lub w za-
leznosci od parametru In (1006,).

Narys. 13, 14 i 15 przedstawiono wykresy wielkosci Zztg B Zytep t Zpte B,
w zaleznosci od parametru In (1005,), dla kilku wartosci skoku linii Srubowych ukladu
ztozonego z Z=3 wiréw wierzchotkowych. Jak wykazata analiza poréwnawcza wplywu
ilosci wiréw Z na wielko$é wspétczynnikéw % x 1 p,iloczyny Zz, Zy i Zp w zaleznosci od
parametru J, (lub jego pochodnych jak np. In (1005,)) sa juz malo zalezne od Z i przed-
stawione na rys. 13, 14 i 15 wielkosci dla §,<0,25 moga praktycznie by¢ wykorzystywane
dla uktadéw o réznej ilo$ci wirdw wierzchotkowych Z.

Suma wspdlczynnikéw (3+y+ p) przedstawia wspSiczynnik usredniajacy energie ki-
netyczna pola predkosci indukowanych. Wielko$¢ ta ma $ciste powiazanie z polem ci§-
nieli indukowanych i znajduje swéj odpowiednik w obliczeniach przeprowadzonych dla
ukladu wiréw prostoliniowych [4]. Na rys. 16 przedstawiono wielkosci 2 Z(3+ x+p) sinf,,
dla kilku wartosci skoku linii §rubowej tg ., ukladéw ztozonych z Z=3 wiréw wierzchot-
kowych. Charakter przebiegu wszystkich krzywych w tym ukladzie odniesienia jest bar-
dzo zblizony do siebie i wszystkie krzywe dla matych Jd, przyjmuja podobny kierunek
wyznaczony dla tg f,,= oo, ktéra dla malych wartosci d, pokrywa si¢ z krzywa okreslona
wzorem (—In dy).
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Przedstawione w pracy konicowe wykresy dla wielkosci 3, y i p (rys. 13, 141 15) moga
by¢ uzyte do obliczen charakterystyk hydrodynamicznych sil zewnetrznych, odpowia-
dajacych okre§lonym uktadom wirdw skupionych.

Praca wplyneta do Redakcji w marcu 1974 r.
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Wurerpanbuble JUCKPUMHHAHTHI HOJIS CKOPOCTEH HHAYIHPOBAHHOIO
CHCTEMOIi BHHTOBBIX BHXPell ¢ KOHEYHbIMHI pa3MepaMH BHXPEBOro siapa

Pe3rome

PaboTa SBISEICS COCTABHON 9YaCThIO AHANM3A IOJS CKOPOCTEH, MHIYIHPOBAHHEIX CHCTEMAMHE CO-
CPEOTOYCHHBIX BUHTOBBIX BUXDeHl ¥ AHANM3A, HAIPABIEHHOLO Ha onpeneseHue 3aBACUMOCTH IIOJIS CKO~
pPOCTEl OT BHEIIHUX CHJI, BBI3BIBAIOINUX 3TO MOJIE.

B paboTe xapakTepu3yeTcs IOJe CKOpocTel, MHAYHUPOBAHHBIX CUCTEMAMHA COCPENOTOYECHHBIX BHH-
TOBBIX BEXPEH, BBOIS HOHSATHE CPEIHNX 3HAYCHNI ¥ OTKIIOHEHMIL OT CPSIHUX 3HAYCHHI, XapaKkTepU3yro1cs
K02 GHUIUEHTEL, OCPEIHAIONIME 3HAYECHNS! UMITYJ(bCA, KHHETHYECKOTO MOMEHTA M KWHETHICCKON SHEPIHH
TEeUeHHs], CBSI3AHHOTO C BEXPEBOH cacTeMoi. TIpencTasien TakKe Crrocod X pacyera ¥ COOTBETCTBYIOLIAE
Tpad¥KH, HO3BONAFONINE ONPEAEIATE 3TH Ko3(hhurrenTsl. PacyeTst ocpeaHsommx K03GhuupEeHToB OCHO-
BaHEI HA TOYHBIX (hopMaX 0COOEHHOCTENW COCPENOTOYCHHBIX BUXPEH.

Integral Discriminants of a Velocity Field Induced by a System
of Helical Vortices with Finite Dimensions of the Vortex Kernel

Summary

The paper is a component of an analysis of a velocity field induced by systems of concentrated
helical vortices and of an analysis tending towards connecting a velocity field with the forces creating
that field.

A velocity field induced by systems of concentrated helical vortices was characterized by the intro-
duction of a concept of mean values and deviations from these mean values. Coefficients averaging the
momentum, angular momentum and kinetic energy of the flow connected with the vortex systems were
characterized and the way of calculating them was presented together with appropriate diagrams for
determining these coefficients. Calculations of the averaging coefficients were based upon the exact
sﬁape of the singularities of the concentrated vortices.




