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TADEUSZ KORONOWICZ

Gdańsk

Wyrózniki całkowe pola pręrlkości indukowanego przez
nkład wirów śrubowych o §kończonych wymiarach

jąttra wirowego*

W pracy przedstawiono współczynniki uśredniające składowe prędkości indukowanych przez
układy skupionych wirów śrubowych (wyróżniki całkowe), które umożliwiają powiązanie pola prędko_
ści z siłami zewnętrznymi to pole wywołującymi.

Obliczenie wielkości wyróżników całkowych oparto na dokładnym kształcie osobliwości wirów sku-
pionych.

Wykaz ważniejszych oznaczeń

rb,*:łon^ń - bezwymiarowa wielkość cyr-
kulacJ l,

p - ciśnienie,
Rer:i: - bezwymiarowa wielkość pro-* mlenla,
R- - promień cylindra osiowego, na

którym §ą rozłożone wiry
wierzchołkowe,

§ - powierzchnia kontrolnao
Ą - prędkość'przepływu niezakłó_

conego,
Z - ilość wirów wierzchołkowych,

§* - kąt skoku linii śrubowej,
r - cyrkulacja prędkości,

^ 2b,*Ón::,_ - pafametr charakteryzujący
voo wielkość osobliwości wirów,

- składowe prędkości induko-
wanych; osiowa, promieniowa
i obwodowa,

- współczynnik posuwu,

- liczba kawitacyjna,

- współrzędna kątowa osobli-
wości wiru,

- prędkość kątowa,

- współczynniki uśredniające
pole prędkości indukowanych,
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1. Wstęp

Znane w hydromechanice współczynniki uśredniające niejednorodne pole prędkości
znajdują duże zastosowanie przy obliczaniu pola prędkości indukowanychprzez układy
śrubowych wirów skupionych, a wręaz umożliwiają analizę tego pola.

f Praca wykonana w ratnach problemu resortowego P.A.N-19, grupa tematyczna 5.

al471



t48 T. Koronowicz

współczynniki uśredniające pęd, kręt i energię w przepływie wywołanym pracą pędnika
śrubowego znajdują zastosowanie przede wszystkim w równaniach wiążących pole pręd-
kości z wielkością sił wywołujących to pole.

Pierwsze prace nad analizą pola prędkości indukowanytch przez układy skupionych
wirów Śrubowych zostały zapoczątkowane w Zakładzię Pędników Okrętowych w roku
1967 [3]. Pierwsze obliczenia współczynników uśredniających, jeśli chodzi o uwzględnie-
nie osobliwości wirów skupionych, były prowadzone w sposób przybliżony, przy założe-
niu, że osobliwości w przekroju normalnym do osi wiru mają ksztalt koła. Dla wyjaśnienia
poprawnoŚci ptzyjętych założeń upraszczających oraz uściślenia pewnych prawidłowości
stwierdzonyclr w analizie pola, zostały przeprowadzone obliczenia dla układu skupionych
wirów prostoliniowych jako przypadku granicznego układu wirów śrubowych (skok linii
śrubowej tg f *: oo) [4]. W tym przypadku pole prędkości daje się opisać względnie
prostymi wzorami, a całki w nich występujące rozwiązać w sposób ścisły metodami kla-
sycznYmi. Wyniki obliczeń i analizy dla układu wirów prostoliniowych dostarczyły cenne_eo
materiału,ułatwiającego i uściślającego analizę batdziej skomplikowanęgo w opisie pola
prędkoŚci indukowanych przez układ wirów śrubowych, dla którego obliczenia można
przeprowadzić ptzy obecnym stanie wiedzy jedynie metodami numerycznymi.

2. Prędkości indukowane od ukłailu wirów śrubowych

Wzory opisujące prędkości indukowane przez pojedynczy, nieskończenie długi wir
w kształcie prawidłowej linii śrubowej, zosta)y wyprowadzone i przedstawione w pracy
Q), a dla układu wirów skończonej długości i z uwzględnieniem kontrakcji strumienia
pędnikowego w pracy [5].

W niniejszym opracowaniu rozważania zostaną ograniczone do przypadku nieskoń-
czenie długich wirów skupionych w kształcie linii śrubowej, rozłożonych równomiernie
na powierzchni cylindra osiowego oraz prostoliniowego wiru rdzeniowego, a więc układu
charakteryzującego pole prędkości indukowanych daleko za pędnikiem swobodnym.

Taki układ wirów można jednoznacznie określić następującymi więlkościami:
a) ilością wirów wierzchołkowych Z,
b) skokiem linii.śrubowęj tg §*,
c) promieniem cylindra osiowego, na którego pobocznicy są rozłożone wiry wierz-

chołkowe R.,
d) bezwymiarową wielkością cyrkulacji b,*:#-rurrlub b,- :o**o-!-r,

e)liczbąkawitacy_ P-Pł' P-P*lną oo: _hĄ lrb o,: rV6-r3lr'
Pole prędkości od tak scharakteryzowanego układu wirowego w układzie cylindry_

aznYm (x, p, q) daje slę opisać następującymi wzorami (bliższe wyjaśnienia są przedsta-
wione w pracy [5]).

I rz;1\
"*- 4'R*ż Ł,
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_.".,(r,



Wyróżniki całkowe pola prędkości indukowanego puez układ wirów... |L49

-T)7,,"- Quo- rr"l"or(r p- Quo-'" ł)-ri,r(r,
|',^,!,rr

żteB-Dp
AltR*

lr
V"'- 4nR- Z'-

xtgf- I

[r*,,'-Z,"or(v,

2n\
- ęr" -ż k 

)-lrłe

- ,,, -?ł )+rv^- 
,*")' ,r Ę'*fr

-T)7,,"- rluo)rin (r,

- r, 
" 
-'Ź r) + o 

^-,! 
ro)' tg' p *

z-l l, I

IIL,-o J - Zr"o"(v,J. 
['*.'

żr1

gdzie r:Rol R*. 
 mR' r'

Całki występujące w powyższych wzorach nie dają się rozwiązać inaczej jak tylko me-

todami numerycznymi. Wykorzystanie szybkich maszyn cyfrowyclr pozwala na wyznacze-
nie składowych prędkości indukowanych w dowolnym punkcie przestrzeni otaczającej

układ, alę analiza tego pola wymaga jeszcze dodatkowych obliczeń, szczególnie praco-
chłonnych w pobliżu osobliwości wirów skupionych.

Dla układu nieskończenie długich wirów w kształcię prawidłowej linii śrubowej, pole
prędkości m.ożna rozpattywać w układzie płaskim (p, ,p).Charakteryzuje się ono pewnymi

własnościami, które ułatwiają jego analizę (są to własności, których większość niestety

daje się dowieść jedynie na drodze obliczeń numerycznych).
1. Bezwzg|ędne wartości składowych prędkości indukowany ch są zależne od wielkości

charakterystyczrrych dla całego układu wirowego, a więc wielkości ł ft*,tg§*i Z oraz
położenia punktu P(R* rpr) względem układu wirowego, a więc r:Rrf R* i (ęr- rpa):
0d: Q,

2. Składowe prędkości indukowanych mają charakter funkcji okresowych o okresie
Znlz.Ponadto skłbdową osiową i obwodową cechuje parzystość, a składową promieniową
nieparzystość

u,(r, aa):u*(r,

ur(l,,0a):ur(r,

ur(r, On): -plr,

3. Składowe osiowa i obwodowa mają wyraźne ekstrema dla ?n:(ZnlZ),k, gdzie

k:1,1,2, ,.., (Z* l). Wartość składowych prędkości w punktach ekstremalnych wzrasta
przy zblriżaniu się do osobliwości wirów wierzchołkowych.

/ 2n\
-0.ł):u-(r,enXż),

/ 2n\
-0,ł):u*(r. 0nt 

z ),

_on):,,,(,, u^*';)
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4. Składowa promieniowa dlaOa:@lZ)l, gdzie l:0,7,2, ... , (2Z - 1), jest równe zeru.
5. Dla pełnego, nięskończęnie długiego układu wirów (wiry wierzchołkowe z osio-

wymi) między składowymi prędkości indukowanych osiową i obwodową istnieje zależ-
ność spełniona we wszystkich punktach pola

u,tg§-: -utpT. (2.I)

6. Ciekawe własności cechują wartości średnie względem wydatku składowych pręd-
kości indukowanych dla ustalonego promienia r, zdefrniowane następująco:

(2,ż)

gdzie rpg - współrzędna kątowa osobliwości wiru (w przypadku gdy promień r nie prze-
cina osobliwoŚci tp6:0), u - jedna ze składowych prędkości indukowanychprzez układ,

6.1. Składowa osiowa. Dla wszystkich promieni mniejszych od R- i nie obejmują-
cych osobliwości wirów wierzchołkowych r<l_ r*, (r., - dolna granica osobliwości
jądra wiru więrzchołkowego), wartości średnie są niezależne od r i wyrażają się prostą
zależnością:

2fr
z -Eo

DIfu
::::- l _dq,Vo2r^JVo

ż-lQo ,o

Dla wszystkich promieni większych od R- i nie obejmujących osobliwości wirów wietz-
chołkowych r>l+r., (r-, - górna granica osobliwości jądra wiru wierzchołkowego)
wartości średnie są równe zeru.

Dla promienia r:1 wartość średnia przyjmuje wielkość równą połowie
wynika zę wzoru (2.3), a więc:

/r,\ _ 1

\Ę/,=,: 2 ^"'

wartości jaka

Dla promieni obejmujących osobliwość wirów wierzchołkowych 1 _ lwtśf 11 +r., war
tości średnie są funkcją promienia, przyjmując w punktach r:l- r.t, r:7ar-, i r:l
wYżej okreŚlone wartości. Na rys, 3 jest przedstawiona wielkość Ą:(u*lu)lm,,_ dla układu
3 wirów śrubowych o skoku tg B_:0,3.

6.2. Składowa odwodowa (dla pełnego układu wirowego). Dla wszystkich pro-
mieni mniejszych od ,R. i nie obejmujących osobliwości wirów wierzchołkowych r < 1 _ r_t
wartości średnie wyrażają się prostym wzorem (jak dla wiru osiowego):

Vo 4nR-.Vo r
:2_b.2_mr.tg§*

rr
Dla wszystkich r> | + r*, wartośó średnia jest równa 0. Dla promienia r: 1

średnia jest równa połowie wartości określonej wzorem (2.5)

T,_ 
' 

ż:2b'--*..
Vo AnR*VotgB* tgB..

aE :f' 2

(2.3)

(2,4)

(2.5)

wartość

(2.6)(Ł),=,:u*:?",,,
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Rys. 1 Rys. 2

0 0,95 Laj 1,05 ll0 r
Rys, 3

Dla promieni obejmujących osobliwości wirów wierzchołkowych przebieg funkcji

@rlydlbr*ma charaktetbardzo zbliżony do przebiegu przedstawionego na rys. 2 w pracY

[4] (wielkość ó9 charakteryzuje wielkość osobliwości wiru wierzchołkowego). Od wiel-

kości ,{:(D,/Yo)lm,_, przedstawionej na rys. 3 w niniejszym opracowaniu, wielkoŚĆ

(urlYłlb,* różni się mnożnikiem (l/r).
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D^Ł-0
Yo

(2.7)

PowYŻsze właŚciwoŚci pola prędkości indukowanych, a zwłaszcza"proste zalężności
na PrędkoŚci Średnie, umożliwiają opis składowych prędkości w postaci dogodnej do ana-
lizY Pola, a mianowicie pozwalĄą wprowadzić pojęcie odchyłek od, wartości średnich.
zdefi ni owanych następująco:

6.3. Składowa promieniowa, Wartości
promieni, łącznie z promieniami obejmującymi

średnie są równe zeru dla wszystkich
osobliwość wirów wierzchołkowych

(2.8a)

(2.8b)

(2:8c)

A,.:*(Ę-z),

(+-#),

:I ('ł_],\_ ] u,

lrr,_ \ Izo Vr)-ńń

ht) :-_:_
" *,-tg § -

A'o

WYstęPująca w Powyższych wzorach wielkość zdeflniowana wzorem (2.3) i przedsta-
wiająca PrędkoŚĆ Średnią w strumieniu pędnikowym. została uznanajako wzorzec dla
całego PrzePłYwu. WYchodząc z powyższych definicji odclryłek otaz z zależności Q,,1)i wzorów (Z.3), ę.5i), składowe prędkości indukowanych można przedstawić w postaci
dogodniejszej w obliczeniach:

:m,_{Ał /u), (2,9a)

(2.9b)

(2.9c)

DX

Yo

z:r*-Ęr(A+Au\,

ą
:mu*Auo.

gdzie

A:1 dia r <7- r-1 ,

A:0 dia r> 1* rwz,

A:A(r) dia promieni pośrednich 1- r-t<r<1 łr-2,przy czym dla r:l wielkośćA:Il2.
ptzykład funkcji A(r) dla układu złożonego z 3 wirów wierzchołkowvch o skoku

tg B*:0,3 jest przedstawiony na rys. 3.
PoniewaŻ dla rozPatrywanego układu wirów odchyłki od wartości średnich /u, i lu,

są sobie równe we wszystkich punktach pola prędkości, we wzorach (2.9) przyjęto dla
nich wspólne oznączęnię 1o.

Wprowadzenie pojęcia odchyłek od wartości średnich względem rvr-datk: i;
duże udogodnienie jeśli chodzi o opis pola prędkości oraz znakomicie uła:,*u
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tego pola. Pruykład pola prędkości w układzie /u(r2) t lur(v) dla r:const jest przedsta-

wiony na rys. 1 i 2.

Z analizy uzyskanych metodami numerycznymi wyników obliczeń wynika, żę dla ukła-
dów wirowych o liczbie wirów wierzchołkowych z>2 i punktów P(r, Q) oddalonych

od układu wirów Wierzchołkowych o więcej niż połowę promienia R-(r<0,5 i r>I,6)
wielkości odchyłek od wartości średnich lu i /u, są poinijalnie małe. Im większa ilość

wirów wierzchołkowych, tym wartości odchyłek są mniejsze; i tak dla Z:9 wielkoŚĆ

odchyłek nie przekracza I/, wartości średniej już dla promieni r<0,8 i r>1,2 (dla ó:
: lt 

_rl >0,2).

3. Osobliwości układów wirów śrubowych

Przy analizie pola prędkości indukowanydn przez układy wirów skupionych istotną

rolę odgrywa umiejętność określania granic osobliwości. Przepływ wokół osobliwości
jąder wirowych, zwłaszcza dla przepływu modelowego, można uważać za przepĘw po,
tencjalny. W tym przypadku istnieje ścisła zależność pomiędzy poiem ciśnień i polem

prędkości. Związek ten można wyznaczyć porównując moc sił zewnętrznych określonych
z zasady krętu i z zasady energii lub korzystaj ąc z całki Cauchy-Lagrange'a dla przepływu

względnego Il];

153

,#:+(;)'-(+)'

Wykorzystując zależność Q.4) i (2.6) uzyskujemy:

lifm.. l

^r: 
tg-p*|: 

+':" ( l +tg2f-)( l +2Aud 
l.

Ę:*,_(ź+ 
Auo\:!::0" +zluo) ,

Ę 
: m, _tz § - (ź + lu o) :Ę rr' - .

-(t)"]-+-i;ł:
:r (: \'*j. -' 9 ... (3.1)- ż \vr) ' vo 7, vo"'

Powyzsze równanie można przekształcić wprowadzając zapis na składowe prędkości

indukowanych, zgodnie z wzorami (2,9) oruz wyrażenie na współczynnik posuwu ź3.
Współczynnik posuwu ź3 (dla przepływu daleko za pędnikiem) można wyznaczyć ze
wzoru definiującego skok linii śrubowej [5]:

tg§-:
, D*o

Vo+uro Yo

{DoR*-uro L _rr,
)3 V:o

(3.2)

(3.3)

gdzie prędkości własne wirów wierzchołkowych zostały określone zgodnie z zaptsem

wzorów (2.9) pa przyjęciu, że A:1l2:

(3.4)

(3.5)
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Ostatecznie uzy§kujemy ogólny wzót na pole ciśnień indukowanych przez układ wirów:

#-= 
: *: _|lł(r -+) - n2, - lu lt + E2 il G + lfi + n (r -+) -

* 2A/u (' -+) _ A 0 + tg' B ) {t + zluo1] (3,6)

-w 
zalężności od r wielkość A przyjmuje wartości określone przy opisie wzorów Q.9).
Jeśli przyjąć, że w miejscach, w których ciśnienie p uzyskuje wartość ktytyczną p,o,

występuje powierzchniarczdziaŁu i tworzy się osobliwość jądra wirowego, to w"o. (s-.o;

może służyĆ do wyznaczenia granic osobliwości. Jak to wynikało z rozważai nad osobli-
wościami układu wirów prostoliniowych [4], bardzo ciekawą i praktycznąw zastosowaniu
wielkością jest parameft 66:2bu*fJĄ wiązący wielkość ticzby kawitacyjnej, a więc
warunki przepływu niezakłóconego, z wirowością układu i charakteryzający wielkość
osobliwości jąder wirów skupionych.

Wprowadzając do wzoru (3.6) parametr Óo uzyskujemy równanie, które dla określonej
wartości promienia r i określonego pola prędkości (zadanego wielkością tg f . oraz zwią-,
zanych z nią odchyłek lu(q), /rr(q)) oraz zadanych wartości óg (oraz związane z n1ą
wartości luo), pozwala określić wielkość kąta ęg wyznaczającego granicę jąd.ra wirowego.
Rozwiązania naleĘ szukać dla promieni w granicach 1-60lz<r<l+óolz:

"iP: 
: oł (, *q+) + n|- n1t+tg'B-;1r *2Auo) 1

ó'o \ r, / 
a, \- l ---ul

+ e' (l -Ę*) -, e. n (t -+) - 
^ 

Q, + tg2 p _) (I * 2 A u o.) . (3.7 )

Przeprowadzone obliczenia metodą numeryczną i wykreślną, zmievające do wyzna-
czenia granic osobliwości wykazały, że dla óo<0,2 przekrój jądra wiru wierzchołkowego
njeznacznie tylko odbiega kształtem od przekroju kołowego o promieniu r-:ógf Z.

homień wiru rdzeniowego można bezpośrednio wyznaczyć ze wzoru (3.Ą, gdyż, jak
wykazały obliczenia, dla promieni r<0,3 więlkość odchyłek la i lurjest pomijalnie mała:

Tr: -óo-Jl+ó3'
óo

(3.8)J;Ęęil
Znajomość wielkości osobliwości wirów skupionych ma zasadnicze znaczenie przy wyzna-
czaniu wielkości współczynn ików u średniających.

4. Wyróżniki całkowe pola prędkości indukowanych

Podstawowe równania mechaniki płynu umożliwiĄą powiązanie pola prędkości in-
dukowanych z siłami zewnętrznymi pole to wywołującymi. W wielu zagadnieniach zło-
żonośĆ przepływu w bliskim sąsiedztwie sił zewnętrznych utrudnia powiązanie rozkładu

"-Ą
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sił z polem prędkości i ciśnień indukowanyc]nprzezte siĘ. Jednak_niejednokrotnie w toz_

ważnniach teoretycznych i w praktyce projektowej wystarcza dla określonego rodzaju

sił (np. pędnika śrubowego) umiejętnośó przypisania wielkościom wypadkowym (jak

np. napór całkowity 7 i móment całkowity Q) charakterystycznego dla nich pola prędko_

ści i ciśnień. Takie możliwości stwarzają równania oparte nazasadzie pędu, krętu i energii,

w odniesieniu do przepĘwu obejmującego całe pole zakłóceń wywołanych działanjem

sił zewnętrznych. W tych równaniach występują wielkości całkowe uśredniające niejedno-

rodność tego pola. są to prędkości średnie wyznaczone z wydatku i określone wzorem

Q.2) oraz wieikości wynikające z uśrednienia pędu, krętu i energii przepływu,

Na przykład dla wyznaczenia siły wypadkowej na powierzchni kontrolnej daleko

za pędnikiem można się posłużyó równaniem (3.6), które jest pewną przekształconą pos_

tacią równania energii i iyrnu"ryewielkość charakteryzującą pole ciśnień indukowanych

(potrzebną przy yłyznaczaniu wielkości naporu pędnika z zasady pędu):

P:+II ,*^
przy określaniu wielkości p wystąpią wszystkie trzy interesujące nas współczynniki uśred-

niające składowe prędkości indukowanych, które same lub w kombinacji ze sobą charak_

teryzująpęd,krętienergiękinetycznądlapolaprędkościindukowanychnapowierzchni
kontrolnej s i które można uznać za wyrózniki całkowe pola prędkości,

Biorąc pod uwagę równanie (3.6), uzyskamy:

[r,, (, 
-'*) - o,3 +,,ł' (t -+) -

-1

-,l,(t+tgŻB)$+ )Au) |dcp (4,2\
l

(w powyższym równaniu uwzględniono zależność wynikającą z definicji odchyłek od
żn.
T,ao

wartości średnich Io A,d9:0), W całce wewnętrznej (względem parametru p) wystę_

pującej w równaniu 
'(ł.z1 

mona wyróżnić tylko dwie wielkości będące funkcją tego para-

metru. Są to lu i /ur. Dla wygody obliczeń i analizy pola prędkości, w tym przypadku

wygodnie jest posłużye się ańicją współczynników uśredniających dla poszczególnych

składowych prędkości indukowanych podanych w pracy [4] (wzory (4,1)), Jednak ze

względu na jużzastosowane oznaczenię w pracy [6] (rozpatrującej również układy śrubo-

wych wirów skupionych) , wzoty definicyjne ,urtoro*un" w tej pracy będą się różniĘ

brakiem mnożnlka przy żj.:

:-QO@Z

P:m? | ,a,Z lnlJJ
rł Qo

z7

,, : Ę,ńl I e. - r)'o, :,; n*ź, I

(4.1)

lu2dq, @.3a)
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(4.3b)

l _1_ ?, ,, ; \'".^_ 4 z TP,::=".br_6-ń,J ( ,. -" )d': €ń,"_rr,,) Auj drp, (a,3c)

Przy przeks ztałceniachrro.urJ"u.onicyjnych uwzględniono 
"ull^os"i 1z.s;.przy obliczeniu 5,, h i p,jak również przy szczegółowej analizie pola prędkości, wy-

godnie jest Posługiwać się wielkościami podobnie zdefiniowanymi, ale o zmiennych gra-

3:(q):,ł^ ' Iou'or,IE,F- ft J
Z-ę,

+

nłr,łl:=|- L-- 
I nia,p.tg,p-lE J "'

ż- q,

'P*Łdr,,

rdr .

G.aa)

(4.4b)

(4.5b)

(4.5c)

W tym przypadku 3,i p, są wartościami szczególnymi wielkości eł(0 i pł(,p) dla okre-
ŚlonYch wartoŚci q, wYznaczających granicę jądra wiru p6 lub dJa promieni nie przecina_
jących osobliwości, dla rp:Q,

ZnajomaŚĆ wsPÓłczYnników 5, i p, dla poszczególnych promieni na całej powierzchni
kontrolnej ,S, Pozwala- wyznaczyć współczynniki uśredniaj ące poszczególne składowe
prędkości indukowanych dla całego przepływu w przekroju daleko za pędnikiem

(a.5a),: l (r_?ro\3,,a,.
J\ ft/

p:

i"FT)"

i(,+,),,
Zn względu na sPosób przeprowadzania obliczeń, wygodnie jest podzielić powierzchnię

kontrolną S na trzy obszary pierścieniowe:
obszar 1 - Pomiędzy osobliwością wiru rdzeniowego i dolną granicą osobliwości

wirów wierzchołkowych r,<r< L - r-r,
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obszar 2 - objęty granicami osobliwości wirów wierzchołkowych 1 _fwtlf 1Iłr_2,
obszar 3 - pozostała część powierzchni S rozciągającej się do nieskończonoŚci

(praktycznie do promienia r:2) r>I+rn2.
Dla wyznaczenia granic poszczególnych obszarów potrzebna jest znajomość wielkoŚci

osobliwości, a więc fwl>fw| i r, . W tym celu posługujemy się równaniem (3.7) i (3.8),

ustalając pewne wartości parametru óo.
,Równanie (3,Ą pozwala również wyznaczyć zależność ó6 od rp dla danego Promienia

r, co przy równoczesnej znajomości 3,(ę), p,(q) dla ustalonych wartości óo umożliwia

w sposób numeryczny lub wykreślny wyznaczyć interesujące nas wartości 3, i p,.

Na rysunkach 4, 5 i 6 przedstawiono wykresy wielkości 3: @), pł (ę) i óo(p) dla układu

złożonego z trzęch wirów wierzchołkowych o skoku tE §*:0,3. Dla ułatwienia dalszych

obliczeń oraz analizy porównawczej zależności'ełkD i pł(,p) od skoku linii śrubowej,

na wykresach nanięsiono wielkości 3:kń i pIkń pomnożone przez wyrażenie rtE'F*.
okazuje się, że dla promieni symetrycznie rozłożonych wokół r:1 i dla 6:z|t_r|<0,2

wielkości p: (dr (p! (q) pomnożone przez waltości promieni a r) przyjmują PraktYcznie

biorąc te same wartośc;,a pomiędzy wielkościami g,Qp)r rożnice są niewielkie, Dla ł:1 i

X7s, 4 żrł J
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Q:0, zatówno5:kń jaki p!(rpY, tak samo jak składowe prędkości, posiadają wartości
nieokreślone

Wrazze wzrostemwielkości(1-.) orazwspółtzędnej rpwartości eł@)i pI(łp)szybt<o
maleją. Krzywe 6oQĄ mają kształt parabol drugiego stopnia przecinających oś p:6
w punktach określających osobliwości jąder wirów wierzchołkowych r., i r*r.

Jak można sądziĆ z przedstawionych na rysunkach 4 i 5 danych,oraz innych szczegó-
łowych obliczeń, wielkości rn1 i r*2 dla óo<0,1 praktycznie są równe więlkości óolZ. Dta

'yri"] Rys. 6
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większych wartości ó6 wielkość r., przyjmuje wartości nieznacznię większe, a rw2 nle-
znacznie mniejsze od óglz.

Z przedstawionych na rysunkach 4, 5 i 6 krzywych można dla określonych wartości
óg wyznaczyć wartości współczynników 5, i p, w zakresie osobliwości wirów wierzchoł-
kowych. Wyniki takich obliczeń zostały przedstawione na rys. 7 i 8.

Porównując przebieg krzywych na rys. 7 i 8 z przebiegiem krzywych X. i p, w pracy

|4!, można stwierdzić te same prawidłowości, z tą różnicą, że 1i pt poza osobliwoŚciami
wirów dla układu wirów prostoliniowych (tg /-: @) pokrywają się, a dla układu wirów
śrubowych różnice pomiędzy 6, i p, wzrastają wtaz z maleniem skoku linii śrubowej.

Przebieg współczynników 5,, i p" w obszarach 1 i 2 ma charakter zbliżony do krzywYch
określonych w sposób ścisły dla układu wirów prostoliniowych, a więc krzywych określo-
nych wzorami:

- dla r<I
r"

l*: P,= 2rzglĄ,

1y :n:
^l rl 

2rż(rżZ _I).

Posiadają one osobliwości dla ł:1, która zanikajeśli wielkości3,i p, przerrrnożymy

przez wielkość (i-r).
Analizując uzyskane w sposób numeryczny wyniki obliczeń można stwierdzió, że

wielkość pr pomnożonaprzez sin/*, wielkość (I-r) oraz ilość wirów wierzchołkowych
rozpatrywanego układu Z, dla r:1 przyjmuje wartość równą jedności, niezależnie od
skoku (słuszne również dla skoku nieskończenie dużego tE f *:m (wiry prostoliniowe)

z zastrzeżeniem, że wielkość p. określoną w pracy |4] należy pomnożyć przez 4). Na rys. 9
przedstawiono przebieg wielkości Zp,|t-r|sin B- dla kilku wartości skoku linii śrubowej

układów złożonych z trzęch wirów wierzchołkowych.
TJzależnienię wielkości Zp, od parametru d, w zakresie poza osobliwościami, ma duże

znaęzęnię praktyczne, gdyż okazuje się, że w tym układzie odniesienia wielkość Zp, jest
już mało zależna od.ilości wirów Z. Jest to prawidłowość stwierdzona również przy ana-

lizie układu wirów prostoliniowych [a].
Inną własnością pola prędkości stwierdzoną zarówno dla układu wirów prostolinio-

wych, jak i dla układu wirów śrubowych jest stwierdzenie, że wielkości

(.7a)

(4.7b)

w funkcji parametru ó:ZlI-.l ,ą mało zalężnę od Z (wielkości 5,t i p,t odnoszą się do
promienia r:I-ólZ, a wielkość 5,z i p,z do promienia r:L+ólZ).

Iak wyżej wĘlomniano, obliczeniag, 7, i p wygodsje jest przeprowadzić w rozbiciu
na 3 wyżej zaproponowane obszary pierścieniowe.

159

- dla r>l

(4,6a1

(4.6b)

*,: r,lę - ż) r,, * (, * }) ",J,
n o 

:' * rlt ż),,, * (, - ż),.f,



a7 6=rlt-,l
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Z}t
z Xtq l3-
z

Z 1 l-rI

Rys. l l

Z^}tqp-
10 z Axłgp-

zA9lqp@

1,5

Rys. 1_2

Na rys. 11 ptzndstaułiolo gp/,niki obliczęń w odniesieniu do wielkości ws;Ńłczynni,
ków 5, x, i p dla obszarów I(r,<r<ror) i 3(r> l+ror) w funkcji parametru ó:Zll-łl,
a na fy§. 12 w bdniesieniu do obszaru 2 (l -rnr<r< 1 *r*1) w funkcji parametru ó6.

Na podstawie wykresów współczynników uśredniających, dla poszczególnych obszarów
powierzchni kontrolnej §, wykonano obliczenia współczynników uśredniających po&zeze-

u Prace IlłP z. 60
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Rys, 13 Rys. 14

gólne składowe prędkości indukowanych, zdefiniowanych wzorami (4,3) dla całej po-
wierzchni kontrolnej S.

krzywe współczynników 5, x i p w funkcji parametru óo mają charakter krzywych
logarYtmicznYch i dlatego najlepiej jest je przedstawić w skali logarytmicznej lub rv za-
leżności od parametru ln (100ó6).

Na rys. 13,14 i 15 przedstawiono wykresy wielkości Zetg §*, Zxtgf * i Zptg §-,
w zaleŻnoŚci od parametru ln (100óo), clla kilku wartości skoku linii śrubowych układu
złoŻonego z Z:3 wińw wierzchołkowych. Jak wykazała analiza porównawcza wpływu
iloŚci wirów Z na wieikość współczyn nlków 3, 1 i p, iloczyny Z5, Zx i Zp w zalężności od
parametru óo (lub jego pochodnych jak np. ln (100ó6)) są już mało zależnę od Z i przed-
stawione na rys. 13, 14 i 15 wielkości dia óo <0,25 mogą praktycznie być wykorzystywane
dla układów o różnej ilości wirów wierzchołkowych Z,

suma współczynników (a+x+d przedstawia współczynnik uśredniający energię ki-
netYczną Pola PrędkoŚci indukowanych. Więlkość ta ma ścisłe powiązanie z polern ciś-
nień indukowanYch i znajduje swój odpowiednik w obliczeniach przeprowadzonych dla
układu wirów prostoliniowych [4]. Na rys. l6 przedstawiono wielkoś ci !Z(5+ x+ fl sin§-
dla kilku Wartości skoku linii śrubowej tg B* układów złożonych z Z:3 wirów wierzchoł-
kowYch. Charakter przebiegu wszystkich krzywych w tym układzję odniesienia jest bar-
dzo zbliżony do siebie i wszystkie krzywe dla małych óo przyjmują podobny kierunek
wyznaęzony dla tg B*: co, która dla małych wartości ó6 pokrywa się z krzywą określoną
wzorem (-ln óo).

.?
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3
aa i |a,,;)

Rys, 15 Rys. 16

Przedstawionę w pracy końcowe wykresy dla wielkości 5, X , p (rys. 13, t4 i l5) mogą
być użyte do obliczeń charakterystyk hydrodynamicznych sil zewnętrznych, odpowia-
dających określonym układom wirów skupionych.

Praca wpłynęła do Redakcji w marcu 1974 r.
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I4rłrerpałrnrre AI{cKpIłMnHaHThI troJIfl cnopocTefi fiIAyqlrpoBanHoro
cucTeMoń BI{HToBhIx Blłxpefi c KoHerIHhIMn pa3MepaMl{ BnxpeBoro flApa

Pes roue

Pa6ora {BffIeTc, cocTaBHofi qacTblo aHamł3a IIoJIJI cKopocTeź, un4yqaponaHHbrx cI{cTeMaM[ co-

cpeAoToqeHHbtx BIłHToBbrx nlo<peż r adtanł^3a, HaIIpaEITeHHoro Ha onpe,qeJreHile 3aBIłcIlMocTE tIoJI{ cKo-
pocTeń oT BHeIIm[x ctrJl, BbI3bIBaIoĘI{x 9To llone.

B pa6ore xapa(Tep{3yeTcfi troJIe cKopocTeź, rHAyIIEpoBaHHbIx cIłcTeMaMfi cocpeAoToYeIłHBIx BIIE-

ronrri nrxpeź, BBoA, norłr,Tlłe cpeAlrlłx suąyeHd rł orrnoneunŹ oT cpęArrID( 3naqenrń. Xapaxreprłsyrorcx
rosóórłqłerłrrr, ocpe,qr lotr1aę 3IłąqeHIłd lłMrrynbca, K[EeTIĘIecxoro I\4oMeIłTa I{ KIłHeTEqecKoń 3ueprinł
TeqeHE , cBr3al{Eoro c auxpenoż crcreltofi. flpe4craarreu rarxe crroco6 ux pac{eTa fi cooTBeTcTBylolqffe

rpa(lnrlł, Ilo3BontrtoĘtre onpeĄeJlf,rb srł ros$(!ropłerrtrt. Pacqergt ocpe4rrrrorq[x roeł!$rqrenroB ocno-

BaHbI Hą ToqIIbD( (|oprvrax oco6errrłoctefi cocpeAoToqeIruL,Ix ruxpeft.

Integral Discriminants of a Yelocity Field Induced by a System

of Helical yortices with Finite Dimensions of the yortex kernel

Summary

The paper is a component of an analysis of a velocity field inducęd by systems of concentrated
helical vortices and of an analysis tending towards connecting a velocity field with the forces creating
that field.

A velocity fięld induced by systems of concentrated helical vortices was characterized by the intro-
duction of a concept of mean values and deviations from these mean values, Coefficients averaging the

momentum, angular momentum and kinetic energy of the flow connected with the vortex sy§terns were

characterized and the way of calculating them wa§ presented together with appropriate diagrams for
determining these coefficients, Calculations of thę averaging coefficients were based upon thę exact
sffape of the singularities of the concentrated vortices.


