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ZBIGNIEW WALCZYK

Gdańsk

Statyczne ugięcia i kąt odwinięcia długich, wstępnie
zwiniętych łopatek turbinowychx

W pracy przedstawiono metodę obliczenia statycznycb odkształceń łopatek turbinowych wstępnie
zwiniętych z uwzględnieniem zmian obciążeń w trakcie odkształcenia się łopatki. Metoda ta umożliwia
obliczanie łopatki skrępowanej różlego rodzaju więzami sprężystymi. Rozwiązano również zadanie
polegające na wyznaczańu takich kątów wstępnego zwinięcia łopatki, aby po jej odwinięciu się pod
działaniem obciążeń zewnętrznych zajęła ona z góry określoną geometrię.

Rozważania teoretyczne zilustrowano przykładem wyznaczania odkształceń łopatki ostatniego
stopnia turbiny energetycznej. -'

'],. Założenia w§tępne

Cechą charakterystyczną długich łopatek turbinowych jest znaczne wstępne ich zwi-
nięcie, tzn. główne centralne osie bezwładności kolejnych poprzecznych przekrojów ło-
patki (profili) są względem siebie obrócone o różne kąty. Ponadto łopatki takie cechują
się dużą zmiatą charakterystyk geometrycznych przekrojów pop1zęcznych wzdłuż ich
długości. Decydującymi zewnętrznymi obciążeniami łopatki §ą mąsowe siły odśrodkowe
spowodowane wirowaniem łopatki wraz z larczą, na której są osadzone

Ze względu na zwinięcie łopatki i zmienność profili oraz na zuaczne statyczne ugięcie
długich łopatek siły te powodują nie tylko rozrywanie łopatki, ale równięż jej zginanie
i skręcanie, ptzy azym obciążenia gnące i skręcające od sił odśrodkowych zmieniąią się
w trakcie odkształcania się łopatki. Wówczas zmieniają się także obciążenia aęrodyna.
miczne łopatki.

Taka cecha obciążeń zewnętrznych wraz z wymienionymi właściwościami geometrii
łopatek stw&fza po\ilazr}e. trudności przy obliczeniach kinetostetycznych.

W ostatnim czasie ząinteresowanie statycznymi obliczeniami długich łopatek wzrosło;
szczególnie łopatek wirnikowych ostatnich stopni parowych turbin wielkiej mocy. Okazało
się, że dużę kinetostatyczne odkształcenia takich łopatek mogą w znaaznym stopniu
wpłynąć na zmianę pewnych charakterystyk całej turbiny.

* Pracą wykonana- w ramach planu resortowego PAN-19, gfupa tematyczta 2.
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72 Z. Walczyk

Z odksztalcęń statycznych najbardziej interesujący jest kąt odwijania się łopatki pod
wPĘwem obciąŻeń Zewnętrznych. Odwijanie się łopatki zmlęnia kąty ustawiania profili
we wieńcu rvirnikowYm, co w konsekwencji prowadzić może do niekorzystnej zmiany
ctiarakterystyk sprawnościowych turbiny.

Ze wzĄędow dYnamicznych (wyjście z rezonansu) na ogół długie łopatki turbinowe
są skrępowane różnego rodzaju więziami.

PrzY wYstęPowąniu tzw. więzi usztywniających ocena wielkości naprężeń we więziach
moŻe nastąpiĆ jedynie w przypadku poprawnych obliczeń sfatycznych odkształceń łopatki.
Problem ten jest bezpośrednio powiązany z charaktęrystyką niezawodności turbiny_
W literaturze technicznej dużo miejsca poświęca się obliczeniom statycznym długich
łoPatek, a w szczególności obliczeniom naprężeń kinetostatycznych. Stosowane w tych
Pracach modele łoPatek [5 - 9] na ogół jednak nie uwzględniają zmian obciĘeńzewnętrz-
nYch w trakcie odkształcania się łopatki. Ponadto wstępne zwinięcie łopatki.uwzględnia
się, ograniczając problem do skośnego zginania łopatki. Powyższe modęle nie mogą pro_
wadzić do uzyskania poprawnych wyników odkształceń statycznych.

Obiecującą metodą statycznych obliczeń łopatek jest metoda elementów skończonych -
do tej PorY bYła ona ażywana w przypadku dynamicznych obliczeń długich łopatek tur-
binowych (np. Il2]).

Do znanYch prac uwzględniających wymienione podstawowe problemy stat}ki dłu_
gich łoPatek należą prace [3, 4,5,6f, aw szczęgolności [4]. Jednakżę i w tych pracach
pominięto ważne, do tej pory nie wspomniane fakty.

Zastosowany w prący [4] model łopatki ogranicza się głównie do zginania skośnego,
łoPatki w zmiennym polu obciążeń zewnętrznycti. Model rozwijania się łopatki jest tutaj
prosty i uwzględnia jedynie wpływ siły rozrywającej i zewnętrznego momentu skręcają-
cego, gdY tYmczasem wiadomo, że zginanie i skręcanie łopatki wstępnie zwiniętej §ą ze so-
bą Powiązane. Przedstawiona w niniejszej pracy metoda obliczania statycznych odkształceń
długich, wstęPnie zwiniętych łopatek bazuje na rezultatach Szorra teorii prętów wstępnie
zwiniętych [1].

Teoria Prętów wstępnie zwiniętych została zastosowana przy pewnych dopuszczal-
nYch jej uProszczeniach. Z puttktu widzenia tej teorii konstruowane obecnie długie ło-
patki turbinowe są prętami słabo wstępnie zwiniętymi o wydłużonych przekrojach po-
PrzecznYch. Uwzględnienie tego faktu spowodowało, że związki pomiędzy deformacjami
łoPatki a jej obciążeniami zewnętrznyrni są liniowe. Ponadto ztęzygnowaĄo z uwzględ.-
nienia odkształceń od ścinania łopatki.

Wraz z obciążeniami od sił odśrodkowych (zmiennych w trikcie odkształcania się
łopatki) uwzględnia się obciążenia gnące pochodzące od czynnika. roboczego przepły-
wającego Przez wieniec wirnikowy , tzw. obci,ążenia aerodynamiczne. Przyjęto, że obciążenia
te są niezmienne ]M trakcie odkształcania się łopatki. Wielkości tych obciążeń oblicza się
stosując metodę opracowauą w Instytucie Maszyn Przepływowych PAN w Gdańsku [14].
z ptzeprowadzonej analizy wynika, ze momenty skręcające wywołane czynnikiem ro-
boczym jako drugorzędne można pominąć (powodują one odwijanie się łopatki .o kąt,
który jest równy -1% całkowitego kąta odwijania).

Zmianę skręcających i gnących momentów pochodzących od sił odśrodkowych uwzględ-
niono stosując metodę iteracyjną opisaną w punkcie 4.
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Dodatkowo uwzględniono możliwość występowania dowolnej ilości dwóch rodzajów
więzów:

a) więzy przegubowe związane z łopatką, np. tzw. druty tłumiące,
b) więzy sztywno powiązane z łopalką, np. druty usztywniające, baadńe.
W przypadku więzów usztywniających problem statycznej ńewyznaczalności rozwią-

zano metodą sił. Jak zostało wspomniane, ze wszystkich odkształceń łopatki najbardziej
interesującymi są kąty odwijania się łopatki, które mogą spowod,owac spadek sprawności
stopnia turbiny. Interesującejest zadanie odwrotne, tzn. jaknależy zaprojektować łopatkę
turbinową, aby pod wpływem zmiennych obciążeń zewnętrznych jej profile ustawiły się
pod z góry zadanymi kątami. Rozwiązanie takiego zadanl,a równiez zamięszczono w ni-
niejszej pracy. , ł

Ważniejsze oznaczenia

Oaulz - globalny ortokartezjański układ osi współrzędnych usytuowany względem tarczy wir-
nikowej jak na rys. 1.

Profilem łopatki będziemy nazywać każdi Eloprzeczny ptzekrój łopatki prostopadły do osi Oz.
O jest środkiem ciężkości profilu łopatki u j'ej podstawy,

O,i S, - śr,odek ciężkości oraz środek ścinania bieżącego profilu łopatki,
O,ćą - układ głównych centralnych osi bezwładności biezącego profllu łopatki,
L, Ro - długość łopatki i promień zamocowania profilu u stopy łopatki Ia tatczy wirnikowej,
y, E, p - ciężar właściwy, 'moduł sprężystości oraz Liczba Poissona materiału łopatki,
o; - prędkość kątowa wirnika,
g - przyspieszenie ziemskie,
M.(z), M"(z), M.(.z), Q"Q) - zewnętrzne momenty gnące, moment skręcający oraz zew-nęttzfla

siła rozrywająca w układ,zie Oauz,
e.(z), r,(z), rc,(z),0,(z) - 1vzględne wydłużenie, krzywtzrry ugięć oraz względny kąt skręcenia

łopatki w układzió Oauz,
f,(z),ń(r),ń(z),t,(z) - wydłużenie łopatki, ugięcia 1inii środków ścinania profili łopatki oraz

kąt skręcenia łopatki w akładzie Oauz,.
AoQ), Uok) - współrzędne środka ciężkości bieżącego profllu nieodkształconej łopatki w ukła-

dzie Oau,

ć"(z), ry"k) - współrzędne środka ścinania bieżącego profllu łopatki w uklad,zię O,Ęą,
§oG) , kąt ustawienia bieżącego profilu nieodkształconej łopatki we wieńcu wirnikowynr (patrz

r} s, l).

2. Równania wyjściowe

\M myśl przyjętych na wstępie założęń pomiędzy deformacjami i obciążeniami zew-
nętrznymi łopatki istnieją liniowe zależności. Wypiszmy je kolejno w układzie lokalnym
OĘryz oraz w układzie globalnym Oauz

colon {e,(z) ; rcak); rcr(z);0,(r)}:A(z)colon {Q,tĄ; Mr(z); Mak); M,(z)} (1)

colon {e"(z) ; rco(z); rc,,(z);0.(Ą}:Xęz)colon {Q"G) ; M,(z) ; M,(z); M,(z)} . (2)
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Macierze A(z) i A(z) są macierzami podatności, pomiędzy którymi istnieje następująca
relacja:

A:T-lAT.

Macięrz T(z) jest ortogonalną macieizą transformacji składowych wielkości węktoro-
wych z układu OĘłlz do uhJadu Oauz:

[i000l
,r,):l3 ::#Ji), ;:ź[;] s l

|o001_]
(4)

WYstęPujący w macietzy @) kąt BQ) jest zmienny w trakcie odkształcania się łopatki,
tZI.

0@): Bo@)+t,(z) . (5)

Macjęrz podatności A(z):Lą,łk)7, G,.j:t,2,3,4) wynika z teorii prętów wstępnie
zwiniętYch [1]. Ponieważ wszystkie wyrazy tej macierzy są niezerowe więc z równań (1)
lub (2) wYnika, że każdy rodzaj obciążenia zewnętrznego ma wpływ nó wszystkie tozpa-
trlwane współrzędne wektora deformacji. Należy zwrócić uwagę na fakt, że w przypadku
długich łopatek turbinowych wyrazy pozaprzekąŁniowe są na tyle wielkie, żę ich pomi-
nięcie jest nieuzasadnione.

Wyrazami macierzy A(z) są następujące wielkości:

(3)

o,,(Ą:#@[r +zrr + p)az(z)k(z, #urrf,
o,, (Ą : 

*(Ą[' *, r, + p) aż (z) k (, *#b7,
, * k) : ń[, *, r, + 1t) a2 (z) o u, łŁ,rn7,

k(z)
ał+(z): 

^rr,
a 12 (z) : a 21@) : - o' (r) ffffire>,
a n (z) : - a3 1(z) : ą2 @ ###GlU r,>,

a,u(z) : aalG) : - a(z) ffiffi oU>,

(6)
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gózie

a 23 (z) : - a 32 (z) : - ł r,l ł#W a o (,),

a 2 a (z) : a a2 (z) : a (z) #{r1 4r, 
u rrl,

ą y(z): - a arQ): ą(rl ffirt ul ,

E 1 ^ ^ I*(z\c: z.* a, 
k(z): 

l + 11Ą. A'(z1:2(I+ p)dz(z) -:: , (7)

I*( z\ : L _( zr _i 9 _r3,9 _13r@ .PP. F(z) Ir(z) Ię(z)

We wzorach (6) i (7) występuje szereg charatt..ystyt profiti, które dla każdego z nich
wyznacza się następująco [l3]:

IĘ: I7'dr , Ir: l 12dF , l*: 
Iqp2d.F,

I-: IFćpzdF,, rr: Ioł'dF, lor: ! padF, (8)

gdzie I - geometryczna sztywność na skręcanie pręta bez uwzględnienia jego wstępnego
zwinięcia, p - odległość ęlementarnego fragmentu profilu o polu powierzchni dF od
środka ścinania Ę,

dBk) dqok)
az az

ż

(9)

*--J---,
,/11 ,/t/

\

-*T
I

IP,
l

l )il,ą
--b-,

l\ \
l

I

I

L----
:i_q!,!ił9,-

Rys. 1. Usytuowanie łopatki we wieńcu
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jest w,ględn},m Ętem całkowitego zwinięcia łopatki, zmiennym w trakcię odkształcenia
się łopatki. Wobec tego

ao(z):ry) (10)

jest rrzgĘdnym kątem wstępnego zwinięcia nieodkształconej łopatki
Z.alęźności pomiędzy deformacjami i odkształceniami łopatki są następujące:

f"(r): ! e,$)dx, r,(z): ! o,67a*, (11)

:-o,,
f.(r): l clx l rc,(y)dy, f,(r): l ax l rc,,(y)dy.

0000

Równania (1t) można zapisać w równoważnej formie róZniczkowej

dd2
t,(z): , f,(z), rc"(z): 

- 
l"(z),clz dz'

d2 a G2)
rc"(z): 

orz l',,(z) . 0.(zl: 
nrt,(z).

Ponieważ łopatka jest utwierd zona w tarczy wirnikowej więc

L0):f,(0):f,(a):x,(0):0, *,*r:Łń(0):0. (13)
Clz dz

Równania (1l) są o tyle wygodniejsze, że uwzględniają warunki początkowe (l3).
Opierając się na przedstawionych do tej pory wzorach można wyznaczyć odkształcenie
łopatki pod warunkiem, że znan,e są obciążenia zewnętrzne dziŃające na łopatkę,

Obciążenia te można wyiiczyć w następujący sposób:
l,,

)a(I)-1) l

Q.,G): I F(x)(Ro łx)dx+QiQ),sJ
z

-L
t,l2^ł f

M 
"(z) 

: 
- 

| F (x) (Ro + x)|A (z) - A (x)] dx + M! (z) + MX k),al o
',

azyf l-R^+, "o', 
"ę) 

:TJ o r,lr *. * .) [** u G) - u t zlfax + m xk) + u: (,) .

z

L
trlz",l f

M,(z) : _ | F(x) [,a(x) - A(z) - a"(z)f U (x) dx + MP, (z) + M! (z) .sJ
W powyższy"h rłrjru"r, przez QiQ), Mł{r), Mł(r), M!(z) oznaczoŁododatkowe obcią-
żenia zewnętrzne wywołane oddziaĘwaniem więzi na łopatkę, a przez MX@), M'"(z),



Statyczne ugięcia i kąt odwinięcia...

Mu,(z) _ obciążenia aerodynamicznę, przy czym jak w§pomniano na wstępie dla łopatek

turbinowych można przyjąć M!(z) 
=0.

Środki ciężkości profili łopatki w miarę jej odkształcania się zmieniają w układzie Oau

swe położenie, co jest spowodowane ugięciami i obrotem profili dookoła środków ścinania,

czyli

A (z) : A g(z) + f ,(z) + ć 
"(z) 

cos P oQ) - ą"(z) sin Bo(z) - {"(;) cos B ( z) + ą "(z) 
sin § (z), (1 5)

U (r)-U r(z) +f"(z) + Ę"(z)sin BoQ) f ł"(z)cos fo(z)- {"(z) sił §(z) - ą"(z)cos P(z).

Również zmienia się współrzędna środków ścinania profili mierzona na osi Oa

a 
"(z) 

: 
-( "ę1 "os 

B Q) - t1 

"{z) 
sin f (z) . (16)

We wzorach (15) i (16) Ę"(z) oraz q"(z) sąwspółrzędnymi środków ścinania w układaclr

lokalnych O,ćłt i są one nięzmienne w trakcie odkształcania się łopatki. Zastosowanie

wzorów (15) jest konieczne ponieważ równania (2) nie uwzględniają faktu, żę linia środków

ciężkości profili dodatkowo odkształca się, gdy profil dokonuje obrotu dookoła Środka

ścinania.
Gdyby łopatka była pozbawiona więzi, tzn. Q!{z):MiQ):Mik):M!(z):a, a

przedstawione do Ę pory związki stanowią wyjściowy układ równań dla obliczeń sta-

tycznych odkształceń łopatki.
Fodstawiając odpowiednio równania (14), (l5), (16) i (5)-(11) do równania macie_

rzowego (2), otrzymamv podstawowy układ cztęrech nieliniolvych równań różniczkowo-

-całkowych z nięwiadomymi funkcjami f,(z),f,(z),fo(z),ą(z), którę dla z:0 muszą spęł-

niąć warunki początkowe (13). Oczywiście ceiowe jest żeby powyższy podstawowy układ

równań byŁ tozwiązany metodami numerycznymi przy użyciu E.M.C.
Dokładny opis zastosowanej metody numerycznego rozrviązania tego układu został

opisany w punkcie 4.

77

3. Więzi łopatki

Oddzielnego potraktowania wymagają więzi łopatki, o których do tej pory
rvspominano

Poniewaź łopatka jednocześnie może być skręPowana oboma wspominanymi
s ięzi, niech

Q! k):Q! (')7z1+9y @ęz1, tuti Q):Mit) 1r7+M;Q) ęr1,

Mi @):1yl-Qlzl+tl,tyGJ ęz1, M! (z):fu|!<tl ę11l,ty@ (z) ,

jedynie

typami

(I7)

Indeks (1) zarezerwowano dla więzi przegubowo związanychzłopalką, zaś indeks (2) -
dla więzi sztywno powiązanych z łopatką.

Niech łopatka jest skrępowana ptzez ftL więzi pierwszego typu oraz ptzęz n, więzi
drugiego typu. Niech współrzędnymi punktów styku więzi z łopatką liczonymi na osi Oz,
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odpowiednio dla obu typów więzi, są:

Zi, i:lr2, ...rh1,
' -j ;_1Z", ]:7,'2r...r7l2.

Wówczas

(18)

QYk):

MiQ):

Mł(r):

M! (z):

(19)

gdzie

(20}

Więzi przegubowo związane z łopatką
ze względu na kołową symetrię:łopatęk we wieńcu wirnikowym ) można ptzyjąć, że

kazda łopatka przcnosi siłę odśrodkową pochodzącą od odcinka więzi o długości równej
podziałce łopatek we wieńcu. sytuację pokazano na rys. 2. przyjęto tutaj, że więzi roz-
patrywanego typu (na ogół druty tłumiące) posiadają stały przekrój poprzeczny.

n| 12

Z, u:, nw.{t)Q)ł Z u:' Qy,@(r),
i= 1 j=l

11,nż

E u:,tl:,(')(")+ I Hx'M;,Q)ęz1,,

'=1 
j=t

n1 n2

.Z u:,utr,(')(Ą+ l, ul, My,t2)1z1,
i=l j=I

łl1 n2

.Z ll",,tw:,(')(r)+ Z ni, M!.Q)ęz;,
i= l j=t

,lg fO dla a<z{L,
ń:2

Ł1 dla 0śzśa.

Rys. 2. Więzi przegubowo powiązane z łopatka
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W myśl przyjętych zŃożęń (i z rys. 2) wynlka, że

Q!,G):q,t,, Mi,Q7z!:o,

Mi,(1)7z7:qy.<Ll7,n ęl_A,], (21)

M!,0 1z7:g, dla i:7,2, ,.. , ni.
Wartość obciążenia ciągłego q, działającego na więż wyraża się wzorem:

(r>'

4i:-TiFiti(Ro*z;), i:-!,2,..., n1
s

(22)

gdziey;jest ciężarem właściwym materiału więzi, zaś Ę - polem jej przekroju poprzęcz-
nego.

Podziałkę ti wyznaczyrny na podstawie wielkości k będącej liczbą łopatek lvę wieńcu
wirnikowym:

2tttr:r(Ro+z,), i:1,2,,..,Il|.

Więzi sztywno powiązane z łopatką
sztywne powiązanie wi,ęzi z łopatkami wę wieńcu wirnikowym powoduje, żę obhi-

częnia odkształcęń statycznych łopatki stają się problemeń statycznie niewyznaczalnym.
Ponieważ zwięki pomiędzy obciążeniami zewnętrznymi a deform acjami łopatki są |i_
niorve (2), więc obowiązuje prawo superpozycji obciąźeń, co z kolei stwarza moźliwość
zastosowania metody sił dla wyznaczenia tzw_. wielkości rfadliczbowych. Podobnie jak
rv PrzYPadku poprzedniego typu więzi, tak i tutaj wykorzystuje się własność kołowej
symetrii łopatek we wieńcu wirnikowym

79

(23,)

Rys. 3, Więzi §ztywno pcrviązane z łcpatką
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Jako wielkości nadliczbowe metody sił przyjmuje się siły tnące we więziach, co poka-
Zano na rys. 3.

Ze lvspomnianych własności kołowej symetrii łopatek we wieńcu wynika, że w miejscu
pociziału więzi momenty gnącę są równe zeru (punkty przegięcia linii ugięcia więzi). Ponądto
zakładamy, że więzl, usztywniające nie przenoszą sił osiowych (w kierunku osi Ou) oraz,
ze rrięzi te charakteryzują się stałym polem przekroju poprzecznego.

\ajczęściej spotykanymi więziami usztywniającymi są bandaże lub druty usztywniające,
lr ięc powyższę zńożęnię jest usprawiedliwione.

Przy tak przyjętych założęniach można wyliczyć wielkości dodatkowych obciążeń
ze\\netrznych działających na łopatkę od strony więzi usztywniających

Q!,Q):qjtj , M-.(z)- -izj,
Mi,Q} 7z1 : gi,Q) y.ł 1r1 - Ai\,

Mir@(z):tjYj, dla i:I,2, ...,n2.

p.ldobnie jak w przypadku więzi pierwszego typu:

. 0J'
qr - -yrFrtJ(Ro+ 

ZJ),
a

.2n
1J:-(Ro*zJ). dla j:1 -2,.... n,

k

(25)

Pozostaje w tej chwili jedynie problem wyznaczenia tzw. więlkości nadliczbowych
Zj , Yj (j:7 , 2, . . ., nz).

Wyznaczymy je rozwiązując kanoniczny układ równań metody sił. lVspółczynniki
Maxwella-Mohra powyższego układu wyznaczymy korzystając z energii sprężystej układu
lopatka - więzi usztywniające.

tiV każdym przekroju poprzecznym obciążenia zewnętrzne (1a) są równe siłom wewnętrz-
nYmdzlałĄącym w łopatce. Energię spręzystą zgromadzoną w łopatce obciążónej siłami (14)
m.ożna obliczyć w następujący sposób;

tQ,Q); M,(z); M"(z); M,(z)}colon{óf,(z); 6rp,(z); óq"{z); r"(z)} , (ż6)

gdzie łp"(z): -dfi(z)ldz oraz r\,Q):flf,(z)fdz są kątami obrotów poptzecznych przekrojów
łopatki dookoła osi Oa i Ou. Ponięwń

óf,(z):e"(z)dz, 6rp"(z): -rcu(z)dz,

6tp"(z):rc,(z) dz, h"(z):Q,(2) ą7,

więc wzór (25) można zapisać w postaci:

(27)

(24)

L
E,:+ I

o

Et:* I {Q.Q) ; M,(z) ; - M,(z) ; M,(z)} colon{e,(z) ;
o

rc.(z) ; rc,(z) ; t,(z)} dz. (28)
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obliczymy energię sprężystą zginania zgromadzoną we tvięziach u§ztywnta-

E,:+E,TW#-§,.4]1',, (30)

-+tj

gdzie slo;(s); ilt r(s) są wewnętrznymi momentami gnącymi we więzi wywołanymi siłami

Zj oraz lzj. wielkość § jest współrzędną liczon ą *riłuZ więzi, natomiast Ej, lj,, lj, są tno'

dułem spręży§tości materiału 
-vłtęzi 

oraz głównymi momentami bezwładności poprzecz,

nego przekroju więzi.-Zipiszmy-wzory 
(14) w innej wygodnej do dalszej analizy forrnie:

Podstawiając (2) do (28) otrzymamy:

L
Er:*i {Q,k); M,(z); ,M"(z); M,(z)}icolon{Q"@); M,(z); M"(z); M,(z)}dz,

0 
Q9)

Następnie
jących

q,Q):Q!ol (z),
l2

M"(z): 14{o) k) + L mo.(z) ZJ,
j=t

M,{z):771to) ęr7,
l2

M,(z):14tol (r)+ I ^",V' 
.

(31)

' i=L

We wzorach (31) rozdzielono całkowite obciążenie zewnętrzne (14) na dwie gruPY obciąŻeń

za|eż.nych i rriezależnych od .wielkości nadliczbowych, Więlkości

mo,(z): -H'r'tj , mr,(z):H"rj 1i , dla j:1 ,2, ",, n, (32)

sąwartościamimomentówwłopatcespowodowanychwięzamiisąoneliczonewedlug.
wzorów (19) i (24) d1a vi:ż:l, Następnie na podstawie energii sPrężYstej (29) i (30)

wyliczmy'współczynniki Maxwellą_Mohra jako drugie pochodne energii sprężystej względenn

wielkości nadliczbowych.
Otrzymamy:

L

ó v2u: I r-.rrrrr' mo (z) m ou(z)] d, + d#k,J
o

L

.§, : 
I rr^-rrrm-,(z,)m,*(z,)7d, + #hr,Uvivk- 
J 

L"4+\-r",zJ\-, .k\

i 0'E,
6 z i r- - 

)r, 
n r s |m,,(z) m, u(z) + m on(z) m,,(z)7 d z * 

uv6,yd,

6 Prace I]&[P z. 73

(33)
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Óor,: 
lldrr(r)Q!o)k)-d.r(z)U[o)Q)+drr(z)u!o)1z)_óroQ)M|o) Q)f m,,(z)dz, (34)

óo* : J Ld, ok) Q|o 
) (z) - Ą oQ) M [o) k) + ó, oG1 wlol (z1 + ż o nQ) Mlo ) Q)l m,,(z) d z .

*".ńu:O. (34) współczy:liki óoz,, óor,,liczone dla więzi są równe zeru.

"*,J':'*;"; 
.niewiadome Zj, rj , i: t , Z', ..., n2 wzna.;;;;-* ięując następujący

Ź, ór,r*Zo * f, 6 r,ruYo a óozi :a,
42 12

P, ór,zuzk + L ó r,ruYo + Óovl :0'
gdzie7:1,2,...,n2.

Po rozwlązaniu układu równąń (35) całkowite obciążeni a zewnętrzne (l4) dziŃającena łoPatkę są Znane i można przystąpić do rozwiązywania podstawowego układu równańtktóre opisano w punkcie 2) z niewiadomymi fŃcjam, t(ri,i{Ą, f,(z), t"(z).

(35)

4. Sposób rozwiązmia podstawowego układu równań

większośó współczynników chąrakteryzujących geometrię łopatki, które występująr, podstawowym układzię równań są funkc;ami zmiennej ,.'ń ,*iąrka z powyższytnpłryjęto rozwiązywać problem dyskretyzują". 
"jągły 

układ" sprężysty jakim jest łopatka.Łopatka zostaje podzielona naQl-i; oa"io*o* ,u po^o"i-n przekłojow poprzecztnych, przy czym przektoje te między innymi przechodzą prrr, 
^nlr"a 

styłu więzi z ło-patką, wszystkie wspomniane wietkości charakteryzują"" g"o*"trię łopatki zostĄąliniowo aProksymowane pomiędzy przektojami podziału łopatki.Drugą grupą wielkości występuj|cyctr w poo§tawowym rrkładzie równań są wielkościzrnię1l1ę w trakcie odkształcąnia się iopatakl. oo tej ń; ;;;;; obciążenia zewnętrznełopatki. Wpbw zmiany obiążeń ,"rrri'.rrr!"r, .r*ąrłrriu ,ii -Jtooą kolejnych iteracji.'W pierwszej iteracji (s:l) we *ro.u"i (Sj, (O), (7), (14) przyjmuje się:

WÓwcząs Po rozwiązaniu ukłądu (35) i wyznaczęniu wielkości reakcji więzi można nume_rycznie (dla zdyskretyzowanego układu) obliczyć wielkości 
"u"ąz.n zewnętrznych (14),a nastęPnie z równania (2) wYliczyĆ dla kazdego przekroju podziału łopatki wielkoścideformacji łoPatki, Wreszcie na poóstawi" ,al"zoos"i 1t t; outiczamy odkształcenie łopatkipo pierwszej iteracji:

a (z) : ao(z), F k) : f oG), A (z) : aoęr:r, II (z) : t] oG) . (36)

f,',r'), f}r'),.f}r'),r!ł), i:l,2, ..., n. (37)

?ł::xł:::i3l]1]3,::,:"':::"i te.dla łopatek turbinowych kilkakrotnie prze-wYŻszają odkształcenia rzeczywiste. Wskazuje to, ie stoso;,; i,;;;"ffir[:ffi;
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(38)

\łtdług wzorów (5) i (15) na podstawię (38) wyiiczy*y ,,p.opońowane'' położenia profili
lopatki:

Ę,Ę',7fr, i:I,2,..,,lL. (39)

Dla wielkości (39) podobnie jak w iteracji s:l wyliczamy odkształcenia łopatki:

f:"),f"?,f}:),r!',), i:1,2,,.,,ft. (40)
Jeżeii po pewnej iteracji s:ą okaże się, że:

lf:? -Pl<bo, lfł! _Fl<b,,

lf,:? -/flśb 2, |t(]\ -ł,l< u,,
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nie uwzględnia zmjan sił zewqętrzny"h-.rylre!9i9 deformacji łoparkĘeorun-&teqJieno_
PIawnYm. Zasada nastęPnYch iteracji polegi-ń.,,proponowaniu', odksztuł"",nĘffi--i slrrawdzan'" 

:rr__"?llopozycja'' była poprawna. --yĘ94l-\\'\\,

,,Zaproponujmy,,Ws-tejiteracjinastępująceodksztirc-erliełopatki:

r,P;Ą F,Ę, i:l,2,.,,,,n.

1ł ZnaaZY, Że ,,ProPonowane" i obliczone odkształceni a różnią się między sobą nie więcej*łiżeli o dowolne zadanę wielkości dokładności bo,br,br,br.
ponieważ związki (2) są liniowe (można zastosować superpozycję obciążeń) więc

:ÓrvnoŚĆ ,,ProPonowanYch" i obliczanych odkształceń łopatki wskazuje, ze obciązenia
:ervnętrzne działające na łoPatkę, w każdym przekroju łopatki, są równe siłom wewnę tirry^
," łoPatce, CzY|i w iteracji został osiągnięty poszukiwany §tan równowagi łopatki. Wiel_
sosci f|', ff,' , f::,', 'ł' są poszukiwun}ri 

-*i"lkościami 
odkształceń łopatki przy uwzględ-rieniu zmian obciążeń zewnętrznych w trakcie deformacji łopatki.

SPosób PoPrawiania ,,proponowąnych" odkształceń łopatki pomiędzy dwiema itęra_jami polega na dodawaniu do ,,proponowanych'' odkształceń z iteracji poprzedniej,
]€wnego ułamka wielkości (a1) (w przypadku gdy warunki (4t) nie są spełniane).

,,ProPonowane" w s-tej iteracji odkształcenia łopatki będziemy wyliczać opierając
się na wynikach (s-l)-szej iteracji:

(41)

(Ę)

f::f::' * l"(fł -f:,- r) 
,

n:ł- +k(f;ł -f:,-'),
1,:J;- 1 

+ k (fi: t 
-J i,- 

r),

Ę,:Ę +k(r), 1 - x:;'), dla i: 1,2, ..., n.

We wzorach (42) wartość ł dobierana jest
cył zbieżny. Z praktyki oblięzania kilkunastu
ł:0,1 prowadzi po kilkunastu iteracjach do
bardzo dużej dokładności.

Opisany sposób iterowania
zuje się zadąnie liniowe, co z

metodą prób, tak aby proces iteracyjny
różnych łopatek wynika, że zastosowanie
spełnienia warunków (41) przy żądantu

ma tę cenną zaletę, że w ramach każdej iteracji rozwią-
kolei pozwala łatwo ząstosowąć metodę sił w orzvoadku
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lvYSt€Dor,,atig ąęzł:*i;zT}w*iaj&veĘ.._W przeciwnym przypedkll-b-bĘania współczl'n-

,-j;#'óozj i óoI,j, bez rozwiązywania'."sity zadania, byłoby niemożlii;l,. . _

Dodatkową zaletą opisanego sposobu iterowania jest niezależność dóktadni3Ći'wY-

nikórv od ilości iteracji. Dokłąd_ność tę zadaje się wprost. Z praktyki wynika, że obiiczanie

u-l-dłużenia łopatki f,, rnożna wyłąclyć z procesu iterolvania gÓ.Yż już lv Pierwsżej iterac.ji

otrzymuje się dokładny wynik, a z diugiej §trony ten rodzaj odkształcęnia łoPatki jest

najmniej interesrrjący,

5. Rozwiązanie zadania odwrotnego

Zadanlę odwrotne polega nu ,nol.ri.niu takich wartości kątów ustawienia profili

łopatki ną wieńcu B§(z), aby pod działaniern obciążeń zewnętrznych profite zajęły poło-

żenie określone,kątami ustawięnia |}o(z), tz,n.
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B§ęl +Ę ęz): fró(,) ,

lrrb dla układu zdyskretyzowanego

fo,(o*r):fo -,:?dr, i:I,2, ",,n,

Proces iteracyjny zostaje przęrwany dla kotejnej iteracji p:ó, gdy:

lfo, - (fo,tal f 
"r:ći)l 

: |t|i* |, -t"(,'$| < b.

(43)

(44)§tr].r!,:§or, i:,j.,2, ...,lx.

Można tutaj przyjąć, że łopatka nieodkształcona, charakteryzująca się kątami f§(e),

ma tak ustawione profile, że współrzędnymi środków ciężkości są Ag(z), Ę(z). Takie sfor_

mułowanię zadania jest wygodne w trakcię konstruowania łopatki. Konstruktor wstęPnie

projektowałby łopatkę na podstawie wielkości Ag(z), (Ig|z), f ok) i następnie nie zmieniając

*urtos"i Ag(z) i Ug(z) wyliczałby wielkości kątów pf;(z). Byłoby to równoważnę z dodat_

kowym wstępnym obrącąniem profili dookoła ich środków ciężkości o wartości kątów

t!(z\.
Dla niniejszego zadania wszystkie zalożęnia i zależności poprzednich rozwaŻań Pozc-

stają w mocy, zmienia się jedynie sposób iterowania.

W ramach każdej iteracji zadaniaodwrotnego zostanie rozwiązane (opisane w Punkcie 4)

zadanie obliczenia odkształceń łopatki, przy zmieniających się obciąźeniach zewnętrznYch

łopatki w trakcię jej odkształcania się. Niech wynikami p-tej iteracji zadania odwrotnego

są wielkości:

f:i,,\, f:łx|, f,Iftl|, r!7ę;,, i:!,2, ",, fl , (45)

gdzie ao jest ilością iteracji wykorranych przy rozwiązywaniu zadania (opisanego w purrkcie

4\ wyznaczenią odkształceń (a5) w ramach p-tej iteracji zadania odwrotnego.

Danymi wyjściowymi do (p+ l)-szej iteracji zadąnia odwrotnego (bez zmianY Pozo§ta-

łych wiclkości) są:

{46)

(1T,
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"ł,:rL;$> 
(i:1, ż, ..., n).

Foszukiwanymi kątami ustąwienia profili łopatki we wieńcu są:

ptr:§or- rIr, i:1,2,...,n.

Praktyka rozwiązyw,ani a zadania odwrotnego dla kilkunastu łopatek wykazała, że proco§

iterac}jny zadańa odwiotrrego w każdym przypadku był szybko zbieżny przy zadawaniu

bard,zo maĘch rvielkości dokładności iterowania ór,

6. Przykłatl numeryczny

Dla ilustracji przedstawionej metody oblicaania statycznych odkształceń wirnikowych

łopatek turbinowych wstępnie zwiniętych zańięszczono wyniki obliczeń łopatki wirni_

kowej:ostatniego stopnia-energetycznej turbiny kondensacyjnej, Geometrię tej łopatki

charakteryzują następujące więlkości:

,/
,/'

.r/
../ l

2lu)

<

Rys. 4.'Kąt odwinięcia wierzchołka łopatki

,/

, ./-

(48)

29 31u,
Ińr llffi

2na, żw
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Rys. 5. Obliczone kąty odwinięcia łopatki
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Rys. 8. Wyniki zadaua'odwrotnego dla z:3100 obr/min,
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- długość łopatki L:765 mm,
- kąt wstęPnego zwinięcia więrzchołka łopatki w odniesieniu do jej stopy 1!P : 57 ,85" ,- promień zamocowąnia_ stopy łopatki w wieńcu Rg:667,5mm. Łopatka jestskrępowana trzema d,rutami tłumiicymi.
Dyskretyzacji łopatki dokonano dzieląc ją na 23 odcinki.

,rn.:,1::u'"j" 
Podzińu Ponumerowano koleino od 0+23 |o"ryr4ą" od, wierzchołka

*,.frflu"j 
łopatki orazkątyjej odwijania się policzono dla rożnychprędkości kątowych

Prędkość kątową zmieniąno w zakręsie 500 + 3300 obr/min w odstępach co 200 obr/min.Wyniki obliczeń 
1formle wykresów pokazano ou'ryr. ł-7:.Rozwiązano równiez zadanle odwrotne, dia prędkości kątowej co:3100 obr/min.Wynik tego zadania w formie wykresu r.r*i.rr"rono ou ,yr.-Ó.-obliczenia wykonano przy zał:ożenru następujących dokładności (por. punkty 4 i 5):bt:bz:0,0l cm, ós:0,0015 rd.

Z PrzedstawionYch rezultatów obliczeń wynika, ze skręcenie oraz ugięcie w kierunkuobwodowym (oś oa)..końca łopatki jest prawie liniowo zależnę od prędkości kątowejwirnika (rys. 4, 5 i 6).
Bardziej złożony przebieg w funkcji obrotów wirnika mają ugfęcia łopatki w kierunkuosi wirnika oa (rYs, Ą, co w sumie wskaz uje, żeprzestrzenne odlvtałcenia łopatki za|eżąw sposób skomplikowany od obciążeń zęwnęttznych, wywołanych siłami masowymi.oprócz globalnego wpływu więzi (drutów tłumiących) daje się zauważyć równieź ichwPłYw lokalnY na wszYstkie rodzaje iozważanychpostaci oJksztąłceń łopatki. Wielkośćkąta dodatkowego wstępnego zwinięcia łopatki (u wierzchołt"- - ił wynikającą z rozwią-zaniazad'ania odwrotnego (rYs, 8), zwraci,uwagę ną konieczność uwzględnienia tego faktuw fazie projektowania łopatki w celu zapewnienia plano*uo"3 ,|.u*nos"i obliczonegostopnia turbiny.

Praca wpłynęła do Redakcji w kwietniu 19?5 r.
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Statyczne ugięcia i kąt odwinięcia...

Crarrłqecxufi ll3flł6 n yron pacrpyTrcIl AJItrIIIlbIx,
[peABapIłTełbHo 3arcpyqeHnblx, rypdnrrnrrx JIoIIaToK

Pe3IoMe

B pa6ore npe.qcTaBJle}r MeToA pacqeTÓ crarł{ecKux 4e$opnłauuft ryp6xunrtx JIonaToK, fipe/qBąplł-T€JIb}io 3ąKpyqeHHBIx c yqeToM rlgNrerre''uż Harpy3o* Bo BpeMfi 4e$oprrłaqnu JI.IaTKIł. 3ror ueroA AaetBo3MoxHocTb IIpoBoAIłTB pacqeTbl JIoEacTIł, yrpenłenxoż pą3IlłqHoro poAa yfipyrtrMł cBr3flMu. PerrreuaTaXXe 3aAaqa OnPeAeJIeHIł' TaKIłX }TJIOB nPeABaPIłTeIBHOfi SarPYrxł JIoIIaTKtr, qro6rt nocrre ee or_I(JI.H.HM' no,q AeŻcrsfie^' a'e'łłeż Ha.PY3KIł, 6u,.a 4ocrłrnyru ,upu"a" onpeAeJI€HHa, r€oMeTpI{, JIo_traTx}ł.

Teopetrłłecrue paccyxAeHIł' IiIJrIocTpI4pyoTc, Ha npłMepe onpeAeJleHil, łeóopI\łaurń flotraTK}tnoc.leAneż cTyneutr 4eficrrarenruoż elłeprerułecxort r}p6rłrr,r.

The Static Deformation and Angle of Elastic Twisting
of a Long Pre-Twisted Turbine Blade

S ummary

The method for finding the static deformation of pre-twisted turbine blades has been presented.
The changes in external centrifugal forces due to the blade deformation as well as various dampingand stiffening constraints have also been taken into account.
The Problem of a bladę pre-twisted initially in such a degree that after the deformation undergiven external forces it would assume the desired form has been discussed. The method under con-sideration has been used to obtain numerical values of displacements and the angle of elastic twistingfor a long pre-twisted blade of a steam turbine of great output.
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