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JERZY SZCZĘSNY

Gdańsk

Kryterium stabilnbści dwóch klas nieliniowych' układów
automatycznej regulacji*

Część I. tJkłarly z histerezą

-/
W Pierwszej częŚci PracY, dla określOnej klasy układów nieliniowych z histerezą, przeprowadzono

analizę dYnamiĆzną w obszarze małych odchyleń i na tej podstawie sformulowani, kryterium stabi-
lnoŚci lokalnej. KrYierium to stanowi efektywną metodę wyźnaczania obszarów i g,r.ric ,i"til,ros"i
lokalnej. W metodzie tej badany układ nieliniow5Dzastępu'e się tzw. ekwiwalentnyń układem linio_
wYm i nastęPnie z odpowiedzi skokowej ekwiwalenlnego ukladu liniowego wnioskuie się o stńilności
lokalnej układu nieliniowego.

praktyczne zastosowanie podanego kryteriuń zilustrowdno p."yf.łudu,ni..

Spis oznaczeń

r-
,§*
t_
v-

Xor ,!o -
.x(s), 7(s)

YnG) -

1-
G,(s) -
c"(s) -
G"(s) -

próg nieczułości,
zmiema zespolona,
czas,
rząd astatyzmu części liniowej,'
amplitudy sygnałów x, y,

- translormaty Laplace'a sygirałów
X, !l
odpowiedź skokowa ekwiwalenlnego
.układu liniowego,
przereguIowanie odpcwiedzi y5(r),
transmitancja części liniowej , l
transmitancja części statycznej, i

transmitancja ekwiwalentnego układu
liniowego.

G" rot - granica stabilności lokalnej układu
nieliniowego,

Pr, Pź - punkty rozgałęzienia (bifurkacji) 1-
i 2-go rodzaju,

Pr, P, - jak_wyżej, lecz wyziączone metodą
przybliżoną, '' 

:.

l nde ksy

/ - końcowy (finalny),
s - statyczny,
Z - liniowy,
N - nieliniowy,
E - ekwiwalentny.

RozPatrując rzeczywiste układy regulacyjne należy się liczyć z oddzialywaniem w tych
układach wielu zjawisk szkodliwych (tarcie, luzy itd.), które - w mniejszym lub większym
stopniu * ptowadzą do nieliniowe§o charakteru układu regulacyjnego. Między innymi,

*.Praca wykonana w ramach problemu międzyresortowego MR-I.26, grupa tematyczna l0.

p31



94 J. Szczęsny

wspomnianę zjawiska moeąbyć przyczynąwystępowania w układzie silnych nieliniowości,
w.rodzaju histerezy oraz strefy nieczułości (rys. 1).,

Do celów anal'izy i syntezy układów nielin|owych dysponujemy pewną liczbą metod
ścisłych i przybliżonych [l + 7}, ztym, że metody ścisłe na ogół są dośó pracochłonne i mało-
elektywne.-zwłaszcza w odnięsięniu do ukladów wyższcgo rzęrlu.

Rys. 1. Charakterystyki nieliniowości: a) histereza y:f (x), b) strefa nieczułości ć=f (rt)
r - plóg nieczułości, ,( = łgą:1

W praktyce projektowania ukladów iegulacyjnych - zuwagi na wymaganą elektyw
ność obliczeń - dość szęrokie zastosowanie znajduje metoda linearyzacji harqroniczne
ofaz modęlowanie na ełektronicznej maszynie analogowej. Pod względem dokładnośc
.metody te w całym szeregu przypadków dają dobre ,wyniki i błąd.względenr rozwiązania
ścisłego jest praktycznie pomijalnie mały.

Alę można również wskazać i na takie układy nieliniorve (ważne w sensie technicznym),,
w odniesieniu do których wspomniane metody linearyzacji i modelowania analogowego
nie dają dobrych rezultatów, Są to - między innymi - następujące dwie klasy układów:

klasa l - układy zawierające histerezę y:f (x) i cżęść liniową z astatyzmem tzędu
., lV: l,

klasa 2 - układy zawierające strefę nieczułości (=f Q1) i częśc linioWą z astatyzmem
rzędu v:2.

Układy klasy l i 2 charakteryzują się specyficznyrn przebiegienl krzywych cyklu gra-

nicznego i wskutek tego, w obszarzę,,małych odchyleń" błąd metody iinearyzacji harmo-
nicznej lutr modeiowania na elektronicznej maszynie anaiogowej bywa nieraz na tyle duzy,
źe cykle graniczne i obszary stabilności, wyznaczone tymi metodami, nie dają dostatecznie
dokładnego' obrazu właściwości dynanricznych badanego układu. W takich przypadkach
uzyskane wyniki powinny być korygowarlę za pomocą innych metod, o wyższym stopniu
dokładności.
, W niniejszym opracowaniu, dla odpowiednio określonej klasy 1 i klasy 2 ukła.dów nie-

liniowych, sformułujemy ścisłe kryterium stabilności iokalnej, opaft€ na tzw. ekwiwalent-
nym układzie liniowym. Kłyterium to pozlvoli w bfektywny sposób wyznaczać granice
stabilności wspomnianych układów, jak również może być pomocne przy ocenie i korygo-
rraniu błędów metod przybliżonych. . ,n

W tej części opracowania zajmiemy się układami zhisterezą, natomiast w częś;;i Ii -
układami zę strefą nieczułości.

b)



Kryterium stabilności dwóch klas nieliniowych układów...

2. Uklarly klasy 1 z histerezą

Dowolny układ nieliniowy klasy l, a więc zawierający jedną nieliniowość y:f (x\,
tYPll histereza i częŚÓ liniową z astatyzmem l-go rzędu, można przedstawió schematęrn
podanym na rysunku 2.

Rys. 2. Scheńat układu nieliniowego klasy 1 z hister ezą orazsygnały x i y w poszc7ególnych,,
fazach swobodnego ruchu ukladu

Częśó liniowa układu wyraża się transmitancją G"(s):

95.

gdzie
KL
s

- część astatyczna (rząd,'astatyzmu v:1),

- część statyczna, o współczynniku wzmocnięnia równym jedności. '
odnośnie do' części liniowej Gl(s) prryjmujemy następujące założęnia:
1) rząd astatyzmu v: l, K7>0;
2) p<n (gd,zie rząd, ukladu nieliniowego n:m+.l może być clowolnle wysoki);
3) część statyczna G"(s) jest stabilna, przy czym wszystkie bieguny s, transmitancji

Gr(s) są liczbanri rzeczywistymi: s,<0 (i:7,2,,.., m)] t

4) w przypadku układów rzędu n)4 dodatkowo zakładamy, że transmitancja G.(s)
Posiada tę własnoŚĆ, iź odPowiedź skokowa h(t) części statycznejG.(s) jest monotonicznie
rosnącą (niemalejącą) funkcją czasu i o Ńartości początkowej h(0+)>0,

Ł"(s)

M"(s) :

G(s) = 
K. . l +b,s + ",łbrsP

Ł s l +a,s+..,+0_s'
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W przypadku układów klasy 1

strzeni stanu 12 (o współrzędnych:
będący ciągłym zbiorenr stanów

z histerezą, cała strefa nieczułości
x, x', ..., x("-r)) stanowi odcinek
równowagi statycznej.

(-rśxśr) w pfze-
osobliwy (na osi x),

Xa

TC

Rys. 3. Przykład charaktęrystyki dyna-
micznej

V- ogó|ny symbol zmiennego parametru, Cr -
granica stabilności układu liniowego, Gv lot - gfa-

nicą stabilności lokalnej układu nieliniowego

Z tego względu obsżąrem malych odchyleń O, jest dostatecznie male e-otaczenię od-
cinka osobliwęgo. W obszatze f2u odchylenia mogą więc przyjmować wartości: |x/r]< 1+e
oraz|xt)lr]śe (iś1), gdzie e - dostatecznie mała (ściślej - nieskończenie mała) liczba
dodatnia. Stabilność układu w obszarze małych odchyteń LazywafLa jest stabilnością
Iokalną.

W układach nieliniowych specyficznym zjawiskiem dynamicznym są cykle grtmiczne,
czyli stacjonarne drgania swobodne, o ściśle określonych parametrach (amplitudzie i czę-
stości), które zależą wyłącznie od transmitancji układu. Cykl graniczny chdrakteryzuje
się zerowym t}umieniem [6].

Rysunek 3 przedstawia charakterystykę dynamiczną, typową dla układów klasy 1

ftlor. przykłady I i 2). Krzywa cyklu granicznego xof r bierue początek w pewnym punkcie
P, polożonym na linii xof r:t. W teorii drgań punkt P, przyjęto nazywać punktem roz-
g alęzienia (bifurkacji) l-g o rodzĘu.

Punktowi P, odpowiada cykl graniczny o eksperymentalnych parametrach: nieskoń-
czenie małej amplitudzie yolr:a* (czyli xof r:I*) i nieskończenię długim okresie drgań
c.vklu granicznęgo Ę--+cl,..

Jednocześnie punkt P, wyznaaza granicę stabilności lokalnej G",oo układu nielinio-
u.ego, Na rysunku 3 strzałkami zazttaazono kieru,nki zmian amptritudy drgań xof r w po-
szczególnych obszarach zmiennego patarneftu V.

Z rysunku 3 wynika, że początkowy odcinek krzywej cyklu granicznego przebiega
rr- obszarze małych amplitud xof rxl i długich okresów drgań T". Wskutek tego, dokładne
rr' ,znaczenię tego odcinka (a więc i granicy G" 

"u) 
napotyka trudności. Stosując na

przyl<ład rnetodę 1inearyzacji harmonicznej lub modelowanie na ęlektronicznej maszynie
analogowej, należy się liczyć w takich przypadkach ze znacznym błędem przy wyznacza-
niu granicy G,y 1o1 (por. przyklady l j 2).
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PoniŻej PrzęProwadzimy analizę swobodnego ruchu układu klasy 1 w obszarze małych
odchYleń Ś)" i na tej Podstawie sformułujemy kryterium stabilności lokalnej. Kryterium
to pozwoii w prosty sposób wyznaczać punkt bifurkacji p1, a tym samym i granicę sta-
bilności G, ,no.

3. Analiza dynarniczna w obszarze rnałych orlchyleń

Histereza y:"f (x) jest funl<cją odcinkanri liniową. Wobec tego, można swobodny
ruch układu nieliniowego podzielić na kolejno po sobie następujące.fazy ruchu:1,2,,3, ...,
rv którYch układ opisuje się odpowiednimi, liniowymi równaniami różniczkowymi (rys. 2).

W fazach nieparzystych (l, 3, ...) sygnał y zachowuje stałe wartości (y:cqnr1;,,.-
tomiast w fazach parzystych (2,4, ...) wartośc sygnału y ulega odpowiedniej zmianie.

Analizę swobodnego ruchu rłkładu nię]iniowego rozpoczniemy od fazy l.

. t,l. Faza t

Niech r:0 oznacza chwilę, w której uklad nieliniowy. wykonując swobodny ruchw fazię 1 (y:gqn31:/l<0), przechodzi ptzez położenie odpowiadające połowie strefynieczułości, czyli x (0) : y, .

Ze schematu (rys.2), przy lwzględnieniu, żę y:yr:const, wynika rówlranie fazy 7:

cl,rr('*')+...+a, x''+x':-Kt!t:Ktlo, ' 
(l)

przy czym oznaczono

-!l:|o
Całka ogólna równania (1) posiada postać:

ln

*x(r: Z Cię'lt+KLyot,
0

97

(2)

gdzie so:0, §i <0 (i: 7, 2, ..., m).
WYraźmY warunki początkowó x{il 10S za pomocą 7o w sposób następujący: xl')10.1 ::p,yo,,gdzte Po: - 1, natomiast pt (i:1,2, ..., m) - dowolne stałe.
uwzględniając wprowadzone oznaczenie na x(')i0; mozn a wykazac, opierając'się tlanretodzie wYznaczników (wzory Cramera), ze wszysikie stałe całkorł,ania C, w równaniu(2) są proporcjonalne do -yo, czyli C,:Filo, gdzi.' p, - p.*,n. ,tuł".
Dzietąc obustronnie równanie (ż) przez r oraz podst uwiulą" Ci: Filo, dla końca tazy 1

{t : T l, x (T 11 
: y -7o), otrzymujemy:

l - & :'9t f p,ę,,T,+KŁT|]r r'a"
W granicy, dla ygf r-O (to znaczy, dla ruchu w obszarzę małych odchyień (2"), wyra-

Żenie w nawiasię kwadratowym równania (3) przyjmuje wartóść 
"i"rr"ri"r"j', o")i,a to oznacza, że 

_T1--+cD.
7 Prace I::M? Z,. 7'!

(3)
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W konsekwencji, z równąnia (ż) wynika, że w obszarze 9, warunki końcowe (finalne)
' sygnału x w fazie l przyjmują wartości:

v,

xtJ:f - !o, !-:K", (4a)
!.o

natomiast .wszystkie wyższe odnięsione pochodne sygnału x zer{tją się:

, -(i)iJl:g Q:2, 3, ...) (4b)

3.2. Faza 2

Oznaczmy przez t:O chwilę początkową, odpow|adającą stykowi faz 1 i 2. W chwili
tej sygnał y posiada wartość początkową y(O):yr:-lo

Ze schematu (rys. 2) wynika transformata Laplace:a y(s). sygnału y(t): 
_

_1 W,(0_)_W(0_)v(s): ' x{s'+ (5)
i' ' G"(s) K"l"(s)

, gdzie wyrńenia W,(0-) i Wy(O-) są rłielomianami warunków początkowych (lewo-

stronnych) sygnałów x i y w chwili t:0-.
Na podstawie reguł rachunku operatorowego [8, 9], przy uwzględnięniu watunków

W,(o=)-W,;(o-):(l-yo)M"(s)+K"[M"(s)-r"(rn ?. (6)

.]
- W fazie 2 obowiązuje relacja:

y=x-r ) (7)

-" x(s)=y(s)+l. (8)

Podstawiając (6) i (8) do (5) otrzymujemy transformatę sygnal" , * fazię 2:

rż 1 T _.

/(9:l& _L__,lŁ (9)
L s l+GŁ(s) -l s

Ozwaczmy prźez lyr(t'lprzyrost sygnału y w tazie2 względem wartości początkowej

lyrił)= y(t) + y6,
Stąd

(10)
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Podstawiając równanie (10) do (9) otrzymujemy transformatę przyrostu /yr(t)w fazię2:

o,,u,:LŁłFćr,]+
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ZaznaczmY, Że transformaty (9) i (i1) obowiąztlją z ograniczeniem do zakresu ruchuw fazić 2. ZąĄllDu ru,"'..

Dla końca fazy ż jest x' : y' :0, a to oznacza, że punktowi końcowem u fazy 2 (t: Tr7odpowiada ekstremum sygnału y z zęrowąpochodną y' (Tr):0 (por, rys. 2). Niech yr,r::!(Tz) ozn?cza wartość końcową y. Jest to jednocześnie wartość 7 w następn ej fazie3, czyli
' Yz,f:!l

Oznaczmy przez i stosunek wartości _/: do bezwzględnej wartości I!r|:_yr:rosygnału ywfazie1:

, (11)

(12)

(I4)

(15)

wyłącznie

wyrażenie to będziemy dalej nazywać stosunkiem amplitud sygnału y w fazach 3 i l.Z postaci transformaty (9) wynika, że sygnał y(t) i fazie ź-lesst odpowie§zią skokowąpewnego układu liniowego na Wymuszęnie skokowe yo.|Q). Wobec tego, dla sygnałuywszystkie warunki końcowe rary z (t:Tr) są proporcjonalne do y6 i możnaje zapisaćw następującej formie:

Y|I:yok, (i:0,1 ,2,.,.), (13)
gdzie. k, - stałe, zalężne wyłącznie od transmitancji G"(s)

Natonliast dla sygnału, x, przy uwzględnienio (7), .,,uruntl końcowe fazy 2 ptzyjmująpostać:

, Xz,!:rłY2,r:rły^, ]
x(r|,\:yok, (i:1,2, ...). l

Zauważmy, że dlai:0 z równ ań (12) i (13) ótrzymujemy:

Wobec tego

,|zlz
^:_.: _.

-!l, lo

!z,r.: Ioko:!s:)!o.

)":ko*f (ył,
a to oznacza, że w obszarze małych odchyleń o" stosunek amplitud ) za|eżyod transmitancji układu Gl(s) i nie jest funkcją yo.

3.3. Faza

oznaczmy przez t:,0 chwilę. początkową, odpowiadającą stykowi faz 2 i3. W fazie 3sYgnał 7 zachowuje stałą wartość./:const- !l:1!o. Dla l:0 sygnał x posiada wartośópoczątkową x (0) : x r,, - r ł ), l.
7ł
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oznaczmyprzezlx3(t)prz}rostsygnałuxwfazie3względemwartościpoczątkowej:

l/xr(t):x(l)_x(0):x(r)_(r+ys) (16)

Zeschematu(rys.2)wynika,żeprzyrosttendlal>0opisujesięrównaniemróŻntcz.
kowym:

a*/x{*') + ... * atlx'! + /xr: -Kt!z: -KrIyr, (17)

, (18)

(19)

)

fazie 3 dla dot

, (20)

' w ob}zarnie wkracza ponownle

dla y6/r-0)

3 przyjmują

(2Ia)

(21b)

gdzie so:0, sl <0 (i: l, ż, ",, m),
---rrłorou 

wykazaó' .(patrz Dodatek A), że w obszarze małych odchyleń warqnki począt-

m*.,ń"ł., Z".(ij-aU chwili l:0+ są proporcjonalne do loiwytażają sie wzotlm

(29), według którego jest: /xQ] (0ł):p,yo, gdzie,p, ('TO, 
1: 

,:,,m) - pewne stałe,

Wynika stąd (por. podrozdz.. z.t!,, z" równiez wszystkie stałe całkowa,nia C, są proporcjo_ 
.

nalne do "yo, czyli Ci:lti!o,11drie p, - stałe.,

Wobec tego, całka (18) przyjmuje następującą postać:

którego całka ogólna posiada postać

lx r(t): I C,"'" - ),K 
" 
yot,

0ł

ln

lxr(t):yo|L p,e"" - 
^Krt7,

Rozpatrzmy przypadek y3>0 (czyli ż>0)'i dodatkowo założmy, że w

wolnej chwili l>0 spełniona jest nierównośó:

Zx.(t)śO , (dla />0),

NięrównoŚć (żÓ) oznaczą że po'rózpoczęcta fazy 3 układ

fazy 2.

Przy powyższych zńożeniach, dla końca fazy 3 (t.:T,; O:,,{:-żr) rownanie (l9)

można (po obustronnym podzieleniu przez r) napisaó w postaci:

fr

l:ar I u,e',T.-żK,r.l" 
, 

tl-r,t-

wynika, że w obszarze mńych odchyleń ()" (to znaazy.

czas trwania fazy 3 Ą-*.o.
Wobee tego, na mocy ,ó*nunia (19) warunki końcowe sygnału x w fazie

następujące wartości:
,t x-.

x s..f: - rł !o:-(r-yo), 
= 

- -),KL. .

lo.

natomiast wszystkie wyższe odniesiorre pochodne sygnału x zętuJą slę,

(i)

!,r:o (,i:2,3,...).
J'c,
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3.4. Faza 4 oraz warunki stabilności lokalnej

Zauważmy, że 1eżeli spełniona jest nierórvność (20) oraz stosunek amplitud ż:I,
to warunki końcowe (21) sygnału x w fazie 3 rcżnią się tytko znakiem w stosunku do wa-
runków końcowych (4)tego sygnału w fazię 1, a to oznaQza, że faza 4 (następującapo fazte
3) będzie powtórzeniem fazy 2,(ze znakiem przeciwnym).

Wobec,tego, dl.a 7:1 w układzie nieliniowym wystąpią okresowe, swobodne drgania
stacjonarne (cykl graniczny) o nieskończenie małej amplitudzie yolr:Oł.

Dla ,ł>l w fazie 4 (i w następnych fazach parzystych) amplituda sygnału y będzie
narastać (w stosunku ż):

-y; |l-y3:/, 
4:n 

ltd.,

a więc układ nielirriowy będzie lokainie niestabilny,
Natomiast dta 0<,ł<l amplituda sygnału y w lazach parzystych będzie maleć, czyli

układ będzie lokalnie stabilny.
Dodajmy, że jeżeli ź:0 i spełniony jest warunek (20), to nie wystąpi faza 4. Istotnie,

na mocy (19) dla l-+co jest /x3--+yotr1o=r((yolr) F).A ponieważ yo|r jest wartością małą
tzędl e, to ruch układu nieliniowego kończy się w fazie 3. Wobec tego, dla ż:0 układ
jest lokalnie stabilny,

Na podstawie po*yZszyc7l rozważań, dla układów nieliniowych klasy l można w na-
stępujący sposób sformułować warunki stabilności lokainej:

Jeżeli spełniona jest nierówność (20), a stosunek amplitud ), przyjmuje wartości:
)">1 - układ nieliniowy jest lokalnie niestabilny,

)u,:| - uklad znajduje się na granicy stabilności lokalnej,
0<l,<1 - układ jest lokalnie stabilny, l

Należy zaznaczyć, że granica stabilności (odpowiadaj ąca krytycznej wartości h,:|)
ma c]rarakter oscylacyjny, poniewaz dla )n,:1 w układzie występuje cykl graniczny (o ek-
stremalnej amplitudzie yof r:Oł), któremu odpowiada punkt bifurkacji 1-go rodzaju - P1
(rys. 3}.

4. Ekwiwalentny uklad liniowy

W podrozclziale 3.2 wy!azaliślny. że w obszarze małych odchyleń, przy ruchu uk]adrr
nieliniorr.ego w lazie 2. przyrost Zlr(t\ sygnalu 1, wyraża się transformatą (ll). któr,ą
skrótowo można zapisac łv następujący sposób:

lyr(s):Gu(r)&,
s

gdzie
K,

C.ls.;: :
s

Transmitancja Gu(s) będzie dalej nazywana
lnego.

1 + Gl(s)

l0l

(22)

(23)

transmitancj ą ekv,iw, ał e nt ne g o ukł adu linio-,
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Z równanią (23) wynika, że danemu układowi nieliniowemu, z częśęią liniową G"(s),
przyporządkowany jest tylko jeden, ściśle określony ekwiwalentny układ liniowy Gu(s),
ztym, że transmitancję Gr(s) - określoną wzofem Q3) - można oczywście zręalizować
na szereg różnych sposobów, tj. przedstawić w lormie rożnych schematów strukturalnych.

Lnąx.l = 12

Faza 2

Rys. 4. Ekwiwalentny układ liniowy w::;jffit}i:TĘ$l3,}:aduów nieliniowych klasy 1 z histerezą

Na rysunku 4 podano schemat ekwiwalentnego układu liniowego w postaci, którą
nazwiemy standardową, Układ ten powstaje z układu nieiiniowego (rys. 2) przez przyjęcie
zerowęgo progu nieczułości (r:0),,przy azym, w torze głównym (1) występuje część asta-
tyczną, natomiast w torze sprzężenia zwrotnego (2) - część statyczna G"(s) transmitancji
Gr(s).

Jężęlina wejściu układu o transmitancji Gu(s) (rys.4) podamy jednostkowe wymusze-
nie skokowe: '

}r(r):1(/), czyli w(s)= 1,
§

to na wyjściu otrzymamy odpowiedź, którą będziemy nazywać odpowiedzią skokową
yr(t) ekwiwalentnego układu liniowego.

PrzY* uwzględnieniu relacji (22) i (24) nietrudno zauważyć, że odpowiedź skokowa
1(t) ekwiwalentnego układu liniowego jest K-krotnie ,,powiększoną" funkcją czasu
lyr(t), przy czym współczynnit< śtali (dla yr) wynosi: K:Lllo (skala czasu nie ulega
oczywiście zmianie).

z rysunku 2 wynika, że faza 2 kończy się w chwiti, dla której pochodna sygnału y
zeruje się, tj. gdy y':ly;:yL:O, Wobec tego, początkowy odcinek odpowiedzi skoko-
lvej 7u(l), zawarty między punktem początkowym (l:0) i punktem 1 pierwszego maksimum
(lmu*r: T2), ptzedstawia (w skali K) ruch układu nieliniowego w fazię 2.

OztaczmY Przez ly, dyl t ptz€f€llulawąnie (odniesiony uchyb dynamtczny) pierwszego
ekstremum odpowiedzi skokowej yBG) - rys. 4. Ponieważ całkowity przyrost sygnału y
rv fazie 2 wynosi: llz,t:loły3:yg]_Ayo, wobec tego można napisać:

y r(t : Tr1 : 1ę/ y zł :Kyo(l + ź) : 1 a1 .

WYnika stąd,' że przeregulowantie lyo ayn t fówna się wprost stosunko**i amplitud ),:

^ ll lsZ!rayn 1:/u: --!l, lo

(24)

]\l\
I

1+b,s+...
l, /(l - 'J.. 1+a,s+.,.

(25)
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W ten sposób wykazaliśmy,że za pomocą odpowiedzi skokowej yu(l)
nego układu liniowego (23) można w prosty sposób wyznaczać stosunek
charakteryzujący ruch układu nieliniowego w fazlę 2.

Z uwagi na zachod,zącą równość Q5), przercgulowanie //r arn, będziemy dalej ozna-
czać wprost przez ).

5. Kryterium stabi|ności lokalnej

W Podrozdzińe 3.4 wykazaliśmy, że dla oceny stabilności lokalnej układów klasy 1
wymagane jest sprawdzenie warunku (20) oraz wyznaczenie stosunku amplitud Ź.

PoniewaŻ w Dodatkach B.1 i B.2 wykazano, że wszystkie układy nięliniowe należące
do klasy 1 spełniają warunęk (20), wobec tego - przy uwzględnieniu równości Q5) - wa-
runki stabilności (podane w podrozdz. 3.4) redukują się do następującego, prostego kry-
terium.

Kryterium stabilności lokalnej uktadów ktasy l
JeŻeti odPowiedŹ skokowa yu(t) ekwiwalentnego ukłądu liniowego (rys. 4) dla pierwszego

ekstremum wykazuje przeregulowanie A o war|ęści kry:tycznej, równej jedności

Źt,: | ,

ro układ nieliniowy jest na granicy stabilności lokatnej.
Dlą ),>7 układ jest lokalnie niestabilny, natomiast dta 0ś)"<1 _ lokąlnie stabilny,
Granicy stabilności lokatnej (żł.:1) odpowiada punkt bifurkacji 1-go rodzaju (Pr),

będący początkowym punktem krzywej cyklu graniczne}o. w punkcie p, cykl granicziy
wykazuje ękstremalne parametry:

'::o*, 
*_o: 

l+ . T":ca,rr

gdzie T" - okres cyklu granicznego.
Dodajmy, że z re|acji (15) wynika, iż w -połączonej przestrzeni (o wsĘółrzędnych:

amPlituda drgań xolr oraz odpowiedni, zmienny paramętr Y częściliniowej ,rkłudr, - ,rp.
rys. 3), w punkcie bifurkacji p1 styczna do krzywej cyklu granicznego xofrjest prostó-
padła do osi parametru Z.

6. Uwagi końcowe

Podane wYŻej krYterium stabilności moźna skrótowo nazwac:,,kryterium pierlvszego
przeregulowania" lub,,metodą 2''.

w związku z tym. zauważmy, że z kryterium tego bezpośrednio wynika efektywna
metoda badania stabilności lokalnej, oparta na zasadzię wyznaczania odpowiedzi sko-
kowej 7"(l) ekwiwalentnego układu liniowego.

ekwiwalent-
amplitud ź,
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, Do tego celu najwygodniejsza jest elektroniczna maszyna analogowa, na kórej - bez
większych trudności - można zamodelować odpowiedni ekwiwalentny układ liniowy
(rys.4) i następnie w prosty sposób badać wartość przeregulowania )" odpowiedzi skokowej
ył(r) w funkcji zmiennych parametrów układu. Na podstawie wartości ź wnioskujemy
z kalei_ o stabilności lokalnej układu nieliniowego. ,

Należy podkleślić, źe w metodzie ż modelujemy układ liniowy, to znaczy z pominig
ciem członu nieliniowego (histerezy). Dzięki temu, wyniki otrzymane na elektronicznej
maszynie analogowej odznaczalą się wysokim stopniem dokładności.

Z tych też względów wyniki uzyskane metodą A mogą być wykorzystywane do kory-
gowania (r,v obszarze małych odchyleń) charakterystyk dynamiczttych otrzymanych
metodami przybliżonymi, np. metod ą liteary zacji harmonicznej,

Na zakończenię - dla zilustrowania praktycznego zastosowania podanego kryteriurn

- rozpatrzmy dwa przykłady układów nieliniowych z, histercżą.

Przyklad 1

Zbad,ajmy prosty układ reguiac5.,jny 2-go rzędu z histerezą (rys. 5a), rozpatrywany
rv wielu publikacjach, między irrnymi w Poraclniku [8, s. 73} ataz ptzęz C. J. Thalera
i M. P. Pastela w [4],

Rozwiązując ten układ nieliniowy na ęiektronicznej maszynie analogowej (EMA}
oraz metodą funkcji opisującej (FO), otrzymujem1, krzywe cyklu granicznego E i Ą po-
c]anę na rysunku 6a w funkcji bezlvymiarowego paranretru 0:KxTtlT*.

Rys. 5, Schen-rat układu nięliniowego (a) oraz ekwiwalentny układ tinlowY (b)

I(rzywa E (przedstawiająca cykl graniczny stabilny) bierze począ.tek w prrnkcię b_i-

lurkacji P, (dla 0:1) i następnie rośnie monotonicznie ze wzrostem 0,

Natomiast ktzywa F wykazuje punkt rozgałęzienia (bifułkacji) 2-go rodzaju F, i po-
siada dwie gałęzie: górną - 1 (cykl stabilny) oraz dotną - 2 (cykl niestabilny) z asympto-
tą xo/l,: l.

Obszar stabilności globalnej .Z. układu nieliniowego (zależnte od użyte3- qretody przy-
bliżonej) jest więc wyzftaczol1y przez punkt P, względnie Pr.

Jak widać z rysunku 6a, w obszarze dużych amplitud (xnlr>2) obie metody przybli-
żone dają praktycznie ten sam wynik (EłĄ, natomiast w obszarze małyclr odchyleń
tvystępują zasadniczę (jakościowe) różnicę między charakterystykami E i F.

ąj

b]
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Mianowici e, z ptzeblegu krzywej ,E.wynika, że dla 0 > 1 układ jest niestabilny i wzbudza
się miękko. Natorłiast z krzywej.F r,vynika, żę ukŁad jest lokalnie stabilny w całym ob-
szatzę parametru 0 i nawet na prawo od punktu P, (czyli dla 0 > 3,4) wzbudza się twardo"
ze względu .lra sąsiedztwo niestabilnego cyklu (2).

J,u
i o. u T'

1:.
łta tr,:lter. A,, I

hi

R.ys.,6, Charakterystyki układr,r z rys. 5a: a) przeregulowuni" i:f (()) oraz przyb|iżone charakterystyki
' dynaniĆzne, b) skorygowana_ krzywa cyklu granicznego

':,
W ceiu r,vyjaśnienia.tych rozbieżności zastosujmy ścisłe kryterium stabilności lokalnej

{rozdz. 5), oparte na odpor,viedzi skokowej yu(l) ekwiwalentnego układu liniowego, któ-
rego schemat podaje rvsunek 5b.

Z otrzyman.ej krzywej przere§trlowaryia i lvynika (rys. 6), że ktytyczna wartość ź*.: I
\\yslępuje dla

0t,:3,04,

Jest to zatem granica stabilności lokalnej, któlej odpowiada faktyczny punkt bi,furkacji
Pr, dający początek krzywej stabiinego cyklu granicznego.

Na tej podstawie można w oł}szarze inałych odchyleń skorygować krzywą cykiu gra-
nicznego, łącząc punkt P, łukiem gładkim z górnym fragmentem krzywej F (wzg!ędnie
E), uwzględniając przy tym, że \t/ punkcie P, styczna do krzywej cyklu granicznego jest

prostopadła do osi pafamętrtl B. W ten sposób otrzymujemy poprawioną charaktery-
stykę dynamiczną (rys: 6b) ze ściśle wyzl\aczonym obszafęm stabilności ,4" i dostatecznie
dokładnym (dia celów praktycznych) przebiegiem krzywej cyklu granicznego.
' Zaznaczmy, że przy korygowanirr clrarakterystyki F odrzubamy dolną gaŁąź (2), po-

nieważ dla d > 3,04 vrypada )"> 7, czy|i układ jest lokalnie niestabilny i wzbudza się miękko.
IłVotrec tego, cykl niestabilny (2) nie może w układzie występować i gałąź (2) oraz punkt
bifurkacji 2-ga radzaja F, są jedynie rvynikiem błę6u przybliżonej metody funkcji opi-
sującej.

r _ro|i-uN lak./

]Xa
_r,/

|r"

l

,{- -
| ,,'
i

l

. t-._. 
-
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DodajmY, żę G. J. Thaler i M. P. Pastę1 [4] badali ten układ ścisłą metodąpłaszczyz-
ny fazowej i ustalili, że granica stabilności układu występuje dla, 

''

(:0,29, ,

gdzie (:-ąlao jest odniesionym współczynnikiem tłumienia układu 2-go rzędu. Po-
nieważ zachodzi relacja: (:0,5lxll, wobec tego, dla 0:3,04jest ( :0.29, a więc obie
metody dają zgodny wynik.

Jeżeli natómiast do rozpatrywanego układu zastosujemy kryterium stabilności W. A.
Jakubowicza |7l, to otfzymamy granicę stabilności dla a:l i wyznaczony w ten spo-
sób obszar stabilności jest 3-krotnie mniejszy od obszaru faktycznego. Taki wynik należy
tłumaczyć tym, że kryterium [7] oparte jest na warunku wystarczającym, który w przy-
padku rozpatrywanego układu (rys. 5) nie jest koniecznym warunkiem stabilności.

Przykład,2

Rozpatrzmy układ regulacyjny reduklora gazu (rys. 7), który był badany przezE. P.

'"il"T."#::'j3 :tr::,':;i:;,!l;,r,, Tz:o,Is, a wypadko*, **o,",ynnik wzmocnie-
nia oznaczmy przez K:KzKsKąK.Ka.

Rys. 7. Schemat układu regulacyjnego reduktora gazu

l
I

i , lJl
i//
F
I

I-ł, l___
I l+T,s 

I

7{-{rrrt,-łi-8

Rys. 8. Charakterystyka dynamiczna
układu z rys. 7

75

Na rysunku 8 podano krzywą cyklu granicznego, otrzymaną ptzez E. p. popowa
metodą linearyzacji harmonicznej. Podobnię jak w ptzykładzie 1, również i tu krzywa
cyklu granicznego posiada dwie gałęzie: górną - 1 (cykl stabilny) i dolną - 2 cykl nie-
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stabilnY), Punkt bifurkacji F2 wyznaaza przybLiżoną granicę stabilności układu nielinio-
wego, która wYnosi K:8,4. Ptzez G" o)ndczono granicę stabilnosci układu liniowego(':0), JeŻeli natomiast do tego układu zastosujemy kryterium pierwszego przeregulo_
wania, to z badań (na elektronl,cznej maszytnie analogowej) odpowiedzi skokowej yo(l)
ekwiwalentnego układu liniowego wynika,' że krytyczna wartośJ przeregulowania )u,:I
wypada dla K:'1,5. Wobęc tego, cykl niestabilny (gałąź 2) nie moze * ukłudri" *yriępo-
waĆ i skorYgowana krzYwa cyklu granicznego bierze początek w punkcie bifurkacji i-go
rodzaju P1.

warto zaznaczyć, że w przypadku rozpatrywanego układu 3-go rzędu, histereza zmniej-
sza obszar stabilności układu dokładnie o połowę.

A. Warunki początkowe fazy 3

Ze schematu (rys. 2) wynika transformata Laplace'a x(s) sygnału x(r):

D odatek

(26)

(14),

x(s): - 6,1"; yęrl *W,(0 -) - W,(0 - ) 
.

s&1"(s)

rachunku operatorowego [9, 8], przy uwzględnieniu warunków (13) i
Na podstawie reguł

otrzymujemy

gdzie F(s, ł,) - funkcja
(13) i (14),

W,(O*)*W*(0-):7tr,1"(s)+yo F(s, k), @)
zmiennej zespolonej s oraz współczynników k, występujących w warunkach

z x 3(s) :lI##' - 
^*.r,l 

+ r)] ł . (ż8)

{29)

Z równania Q6), przy uwzględnieniu równań (16) i (27) oraz z zalężności: y.:g6n51 :),yo, poprostych przekształceniach otrzymujemy transfolmatę /x3(s) przyro§tu lx3{t):

Z równań (28) i (l5l wYnika, że transformata Zxj(s)jest proporcjonalna do lo,Tym samym,równieżwszystkiewarunkipoczątkowć(dlar:0+)sygnału /xr(t)sąproporcjonalnedoyq, tozflaczy,że można napisać

/*!'{0+1:r,r, (r:0, 1,2,...'),
gdzie p; * pewne stałe zależne od t.urrr-iturrcji 6r(s), 

l

' B. Ruch układu w fazie 3

B'l' RozPatrzmY układ nieliniowy klasy i rzędu n:3 (czyli nt:2) i niech r:0 oznacza chwilęPocząt\ową fazY 3, W fazie tej ruch układu opisuje się .o*""ł"- ti ri ,,-i" rzędu. Zastosujmy pod_stawi€nie: lxL(t):7!111:u(t)- Wówczas (17-) przechodzi w równanie 2-go rzędu, opisujące aperio-dyczny przebieg funkcji u(l).
Początkowemu punktowi fazy 3 (rys. 2) odpowiada nraksimum funkcji x(r). Wobec tego, dla r:0jest o1o;:6 orazu'(0)<0. Dla tych *a.unkÓ* początkowych oraz ),ż0, z tlwagina aperiodycz rly pfze-bieg r'(l), prędkość x'r(ts:'11s nie możę prz};mować wartości dodatnich, czyli obowiązuje relacja:
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x's(v)<O. Tym samym, dia układów rzęĄu n=3 w fazie 3 spełniona jest nierówność (20):

I

lxrltl:jx3,1r*'0 dla i>0.
0 ,:

Dla układów rzędu n:2 powyższy warunek jest oczywiście również spełniony.
B.2. Przej<lźmy-obecnie do rozpatrzenia układu nielińiowego klasy 1 dowolnie wysokiego rzędu

nż4 i oznacŻrny przęz ł(/) odpowiedź skokową części statycznej G"(s);

l*órs F...łbnseC.(s):_ ,,- ^ p<nl:ll -1. l+a|s+,..+4,,,s"

ła wymuszenie jcdnostkowe i u(t l: | (t).

,, AYi
i

l2

I{ys. 9. Ruch układu nięliniowego klasy l, rzędu n24, w fazie'2 i 3

Zgo<lnie z, załażeniem 4 (rozdz.2) ocipowiedź skokowa ł(t) jest monotonicznie rosnącą (niemale,

jącą) funkcją czasu i o wartości początkowej ł(0+)>0,
Wykażemy, że układy rzędu n>-.4 spełniają warunek (20). W tym celu rozpatrzmy swobodnY ruch

układu nieliniowego w obszarze małych odchyleń O; (rys.9) i niech t=0 oznacza chwilę, odPowiada-
jącą stykowi faz 7 i2. Z warunków (4)'i rysunku 9 wynika, że dla końca fazy 1 Q:a) częŚĆ statyczna

G"(s) (przy sygnale we}ściowyn-r: /:yl:const: -lo) osiąga stan ustalony, plzy czym sygnał wyjściowy

z(ł) przyjmuje wartość 3(0): *yo, natomiast'pochodna x'(0):Kń,o.
Oznaczmy przez Ay(t), Zz(t) oral lx'(t) przyrosty sygnałóń: y(t), z(t), x'(t) - liczone od chwili

l:0 (czyli rv fazie 2 i 3.).

Przy uwzglęclnieniu, że ly(01:g, mozemy transformatę lz(s) sygnału lz(t) zapisaĆ w na:tęPu-
jącej fornlie:

C.(s) C"(s)
/z(l):(j,(:)/ l (s): - s/y(s): ży (s).

Wobec tego, na mocy twierdzenia Boreia, mozna przyfost lz(t}wyraŹtć za pomocą sPlottr dwócb

funkcji: oclpowiedzi skokowej ł(r) i pochodnes ly'(t) plzylostu ly(t)',

l z(.t ):
t

J
o

h(t*t)Ay'k)dt, t>0.

Przyrost 11(r) jest funkcją niemalejącą i ciągłą dla t>0. Wobec,tego,
(30) rłzględem l, otrzymujemy

(30)

po zróźniczkowaniu splotu

t

Z z, (t) : h(0 + ) l y,,ti) + l n, ę - t1 z y, 1t} dt >0 .
.o

X'= x'(0)+lx
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Nieujemna wartość pochodnej Az' (t) dowodzi, że w fazach 2 i 3 sygnał Az(t) jest funkcją ciągłą,
nronotonicznie rosnącą. Tym samym przyrost pochodnej /x'(t): -K/z(t) jest ciągłą, monotonicznie
malejącą fullkcją czasu (rys. 9).

Dla t: Ą (koriiec fazy 2 - por. rys. 2) jest x'(t: T):0. Wobec tego, z rysunku 9 wynika, żę w fa-
zie 3, dla, ż>0, pochodna x'(l) dla dowolnej chwili l> Tz nie możę prz;,jmowac wartości dodatnich,
\4ożna Zatem dla przyrostu /.r3(t.1 sygnału.v rv fazie 3 napisać:

t>Tz,

a to dowodzi, żę dla i>0 spełniony jęst warunek (20).

Dodajmy, że dla rozpatrywanych układów przeregulowanie ż odpowiedzi skokowej ,vr(l) (rys. 4_)

lie rnoze przyjmować wartości ujemnych. Istotnie, dla ź<0 w fazie 3 (por. rys. 9) pochodna x'(r) mu-
siałaby przyjmować rvartości dodatnie, a więc większe od x'(r: T"):0, a to byłoby sprzeczne z uprzed-
nio dowiedzionym stwierdzeniem, że w fazie 3 przyrost pochoclnej lx'(l) jest funkcją monotonicznie
malejącą.

W skrajnynr przypadku l,:0 czas trwania fazy 2 dąży do nieskończoności (Ą* c<,1 i ruch ukladu
nieliniowego nie wykracza poza.fazę 2, Wobec tego dla l,:0 przyrost lxr:g i układ nieliniowy jest
]okallrie stabilny.

Praca wpłynęła cio Redakcji w grudniu 197?r,
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Kpnreplfi ycTofiqurocTll AByx KflaccóB HeJruHeńHbIx

cncTeM aBToMaTuqecKoro peryJll|poBaHag

9acrs [. Cncrenłsr c fllcTepe3ilcoM

Pe:lroue

B pa6ote, An, orrpeAenęHnoro Klacca rłelurreżHux c}łcTeM c r],IcTepe3l{coM (pl,rc. 2), rrpe,qcran,reH
xpureprft ycrońłurocrł, roroput[ no:so,,rxer c$$errlrHo onpeAenrlb o6,racrn y rpa}l}łubl loralsHofi
ycToiryxBocT]ł. ?

3ror'rcpureprłfi ocłrosaH Ha accJleAoBanlril Tlepeperynl4poBaHl4, ź nepexoguoż (|yHxqur yu(t),r. uaz.
o(Br4BaIeHTHoź .xrłHefirłoż cIłcTeMlI Q;uc. 4).

Ecłrł grra nepBoro MaKcuMyMa nepeperyJ[łponauue ), AocTrłraeT KpLlTIłqecKoe 3HaqeHlle ź*.:1, ro
ue,rrłrreftHag cIIcTeMa HaxoAL{Tcf Ha rpa}}[qe rrołcanlłroń ycroiłurłnocrlt. lllx A> 1 crłcreva JToKaJrbHo

aeycrońurłna, a lnx 0ś,1<1 - lorałruo ycrofiuHaa.

t

lxr: t.ł'rll<0 d]a
T2



1l0 J.. Szczęsny

flPurłeHnn YrasanHLlfi xPnrepnlł qelecoo6paruo noJrI;oBaH/e 3JleKTpoHHo-aHalorolofi vauruxoń,
Ha xoropoft Moxgo JIeIKo o[peAeJnrTb flepeperynfipoBaHIłe ź rrepexirguoż óyrrxĘflł yB(l) sxrrnarrenrrroń
JIirHeFfiłofi cIłcTeMbI E TaKIM cnoco6orrł ]łccJI€,ąoBaTL JIoKaJIbEyIo ycroftwrrocrr HełnłefiHoń
cl{cTeMbt,

StabilitY Critórion for Two Classes of Nonlinear Automatic Control System

The PaPer offers a stability criterion for a certain'class ol nonlinear systems with hysteresis. This
criterion makes possible effective determination of the regions and verge of local stability.

The criterion consists in examining the overshoot ,ł oflne unit-step-iunction response yo(r) for a so
called equivalent'linear system (Fig. 4).

If the overshoot for the firqt maximum has the critical value źr..:1 than the nonlinear system is
on the verge ol local stability. For 1> l the system is locally unstabl; whereas for 0ś1< r ;t is locall}
stable,

A use of an electronic analogue computer is advisable when the presented criterion is used for the
nvestigation of the nonlinear system local stability. With such computer the overshoot ,t of the unit_
step-function response yilt1 for the equivalent linear system is determined easily.


