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JERZY SZCZESNY

Gdansk

Kryterium stabilnoSci dwéch klas nieliniowych ukladéw A
automatycznej regulacji*®

Czes¢ 1. Uklady z histereza

/
W pierwszej czesci pracy, dla okreslonej klasy ukiadéw nieliniowych z histereza, przeprowadzono

analize dynamiczna w obszarze matych odchylen i na tej podstawxe sformulowano kryterium stabi-
Inos$ci lokalnej. Kryterium to stanowi efektywna metode wyznaczania obszardw i granic stabilnosci
lokalnej. W metodzie tej badany uktad nieliniowy® zastepuje sie tzw. ekwiwalentnym ukladem linio-
wym i nastepnie z odpowiedzi skokowej ekwiwalentnego ukladu liniowego wnioskuje su: o stabilnoSci
lokalnej uktadu nieliniowego. :
Praktyczne zastosowanie podanego kryterium zilustrowano przyktadami.

.

Spis oznaczen

r — prog nieczutosci, : : Gy iox — granica stabilno$ci lokalnej ukladu
s — zmienna zespolona, nieliniowego, 5
t — czas, Py, P; — punkty rozgalezienia (bifurkacji) 1-
v — rzad astatyzmu czesci liniowej, i2-go rodzaju,
Xo, Yo — amplitudy sygnatéw x,y, e jak wyzej, lecz wyznaczone metoda
x(s), y(s) — transformaty Laplace’a sygnalow przyblizona,
ok >
ye(t) — odpowiedz skokowa ekwiwalentnego Indeksy
‘uktadu liniowego, f — koncowy (finalny),
A — przeregulowanie odpowiedzi ye(t), s — statyczny,
G(s) — transmitancja czesci liniowej, L — liniowy,
Gy(s) — transmitancja czesci statycznej, N — nieliniowy,
Gg(s) — transmitancja ekwiwalentnego ukladu E — ckwiwalentny.
liniowego,
-
1. Wstep

Rozpatrujac rzeczywiste uktady regulacyjne nalezy sie liczy¢ z oddziatywaniem w tych
ukladach wielu zjawisk szkodliwych (tarcie, luzy itd.), ktére — w mniejszym lub wiekszym
stopniu — prowadza do nieliniowego charakteru ukladu regulacyjnego. Miedzy innymi,

* Praca wykonana w ramach problemu miedzyresortowego MR-1.26, grupa tematyczna 10.
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94 : J. Szczesny

wspomniane zjawiska moga by¢ przyczyna wystepowania w ukladzie silnych nieliniowosci,
w rodzaju histerezy oraz strefy mieczuloSci (rys. 1). '

Do celow analizy i syntezy uktadéw nieliniowych dysponujemy pewng liczbg metod
$cistych i przyblizonych [1 =71, z tym, ze metody ciste na 0gdt sa dosé pracochtonne i malo-
efektywne, zwlaszcza w odniesieniu do ukladéw wyzszego rzedu.

a) b)

y A §J
oc_z{/r a,r“ 09;0 %f

- Rys. 1. Charakterystyki nieliniowos$ci: a) histereza y=f(x), b) strefa nieczulosci &= f ()
r — prég nieczulosci, K ="tga=1

W praktyce projektowania ukladéw fegulacyjnych — 7z uwagi na wymagana efektyw
nos$¢ obliczen — dos¢ szerokie zastosowanie znajduje metoda linearyzacji harmoniczne
oraz modelowanie na elektronicznej maszynie analogowej. Pod wzgledem dokladnosc
metody te w catym szeregu przypadkow daja dobre svyniki i btad wzgledem rozwigzania
Scistego jest praktycznie pomijalnie maly. :

Ale mozna rowniez wskazac i na takie uktady nieliniowe (wazne w sensie techmcznym)
w odniesieniu do ktérych wspomniane metody I inearyzacji i modelowania analogowego

nie daja dobrych rezultatéw. Sa to — miedzy innymi — nastepujace dwie klasy uktadéw:
klasa 1 — uklady zawierajace histereze y=7(x) i czes$¢ liniowa z astatyzmem tzedu
v=1, :
klasa 2 — ukiady zawierajace strefe nieczulosci €= f (i) i czes¢ liniowa z astatyzmem
rzedu 1=—2.

Uklady klasy 1 i 2 charakteryzuja sie specyficznym przebiegiem krzywych cyklu gra-
nicznego i wskutek tego, w obszarze ,,matych odchylen” btad metody linearyzacji harmo-
nicznej lub modelowania na elektronicznej maszynie analogowej bywa nieraz na tyle 'duzy,
ze cykle graniczne i obszary stabilno$ci, wyznaczone tymi metodami, nie daja dostatecznie
dokladnego obrazu wiasciwosci dynamicznych badanego uktadu. W-takich przypadkach
uzyskane wyniki powinny by¢ korygowane za pomoca innych metod, o wyzszym stopniu
doktadnosci. -

* W niniejszym opracowaniu, dla odpowiednio okreb]onej klasy 1 1 klasy 2 ukladow nie-
liniowych, sformulujemy Sciste kryterium stabilnosci lokalnej, oparte na tzw. ekwiwalent-
nym ukladzie liniowym. Kryterium to pozwoli w tfektywny sposéb wyznaczaé granice
stabilnosci wspomnianych ukfadow, jak rowniez moze by¢ pomocne przy ocenie i korygo-
waniu bledow metod przyblizonych. - =

W tej czgsei opracowania zajmiemy sie ukladami z histereza, natomiast w czesei Ii —
uktadami ze strefa nieczulosci. : :
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2 Uklady klasy 1 z histereza

Dowolny uktad nieliniowy klasy 1, a wigc zawierajacy jedng nieliniowos¢ y=f(x)
typu histereza i cze$¢ liniowa z astatyzmem 1-go rzedu, mozna przedstawié schematem
podanym na rysunku 2.

- o ey oo tr b b G
e Te SwermreaeeRe

/

Rys. 2. Schemat uktadu nieliniowego Klasy 1 z histereza oraz sygnaty xi y W boszczegélnych;a
fazach swobodnego ruchu ukladu : ;

Czgé¢ liniowa ukladu wyraza sie transmitancja G, (s):

Kil4+bis+...4b 5% K
Gs)=—> — =T LGy,
sl e s a5, 5

gdzie
g \ K,

s
— czesc astatyczna (rzad astatyzmu y=1),

Ibbps Eo 0 (5)
GS(S e e e B :
Ltb,st . M(s) S
— czg$¢ statyczna, o wspSlczynniku wzmocnienia réwnym jednosei.
Odnosnie do ézc;s'ci liniowej G,(s) przyjmujemy nastepujace zatozenia:
1) rzad  astatyzmu v=1, K,>0;
2) p<n (gdzie rzad ukladu nieliniowego n=m+1 moze by¢ dowolnie wysoki);
3) czgs¢ statyczna G(s) jest stabilna, przy czym wszystkie bieguny s; transmitancji
G(s) sa liczbami rzeczywistymi: W= 020=120 . S
4) w przypadku ukladéw rzedu n>4 dodatkowo zakladamy, ze transmitancja Gy(s)
posiada te wlasno$¢, iz odpowiedz skokowa h(t) czgsci statycznej Gy(s) jest monotonicznie
rosngcg (niemalejaca) funkcja czasu i o wartosci poczatkowej 4(0+)>0. ;
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W przypadku uktadow klasy 1 z histereza, cala strefa nieczutoséci (—r<x<r) w prze-
strzeni stanu Q (o wspétrzednych: x, x', ..., x~)) stanowi odcinek osobliwy (na osi x),
bedacy ciaglym zbiorem stanow rownowagi statycznej. :

Rys. 3. Przyktad charakterystyki dyna-
micznej
V— ogdlny symbol zmiennego parametru, Gy —
granica stabilnosci ukladu liniowego, Gy 10x — gra-
nica stabilnosci lokalnej ukladu nieliniowego

Z tego wzgledu obszarem malych odchyleri Q, jest dostatecznie male e-otoczenie od-
cinka osobliwego. W obszarze @, odchylenia moga wiec przyjmowaé wartosci: |x/r| <1+e
oraz |xPr|<e (i<1), gdzie ¢ — dostatecznie mata ($ciSlej — nieskoficzenie mata) liczba
dodatnia. Stabilno$¢ uktadu w obszarze malych odchylen nazywana jest stabilno$cia
lokalng. =

W uktadach nieliniowych specyficznym zjawiskiem dynamicznym sa cykle graniczne,
czyli stacjonarne drgania swobodne, o $cisle okreslonych parametrach (amplitudzie i cze-
stosci), ktore zaleza wylacznie od transmitancji ukladu. Cykl graniczny charakteryzuje
sie zerowym ttumieniem [6]. '

Rysunek 3 przedstawia charakterystyke dynamiczng, typowa dla uktadéw klasy 1
(por. przyktady 1 i 2). Krzywa cyklu granicznego x,/r bierze poczatek w pewnym punkcie
P, potozonym na linii x/r=1. W teorii drgan punkt P, przyjeto nazywac punktem roz-
galezienia (bifurkacji) 1-go rodzaju.

Punktowi P; odpowiada cykl graniczny o eksperymentalnych parametrach: nieskon-
czenie matej amplitudzie y,/r=0+ (czyli xo/r=1+) i nieskoriczenie dlugim okresie drgan
cyklu granicznego 7,—c3.

Jednoczesnie punkt P, wyznacza granice stabilno$ci lokalnej Gy, ukladu nielinio-
wego. Na rysunku 3 strzalkami zaznaczono kierunki zmian amplitudy drgan x,/r w po-
szczegdlnych obszarach zmiennego parametru V. 4

Z rysunku 3 wynika, Ze poczatkowy odcinek krzywej cyklu granicznego przebiega
w obszarze matych amplitud x,/r~ 1 i dlugich okreséw drgan 7,. Wskutek tego, dokladne
wyznaczenie tego odcinka (a wigc i granicy Gy ) napotyka trudnodci. Stosujac na
przyklad metode linearyzacji harmonicznej lub modelowanie na elektronicznej maszynie
analogowej, nalezy sie liczyé w takich przypadkach ze znacznym bledem przy wyznacza-
niu granicy Gy 1, (por. przyklady 1 i 2).
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Ponizej przeprowadzimy analize swobodnego ruchu uktadu klasy 1 w obszarze matych
odchylen @, i na tej podstawie sformutujemy kryterium stabilnosci lokalnej. Kryterium
to pozwoli w prosty sposéb wyznaczaé punkt bifurkacji P,, a tym samym i granice sta-
bilnosci Gy ok -

=

3. Anpaliza dynamiczna w obszarze malych odchylen

Histereza y=f(x) jest funkcja odcinkami linjowa. Wobec tego, mozna swobodny
ruch uktadu nieliniowego podzieli¢ na kolejno po sobie nastepujace fazy ruchu: 1, 2,:3, ...,
w ktorych uklad opisuje sie odpowiednimi, liniowymi réwnaniami rézniczkowymi (rys. 2).

W fazach nieparzystych (1, 3, ...) sygnat y zachowuje stale wartosci (y=const), na-
tomiast w fazach parzystych (2, 4, ...) warto$¢ sygnalu y ulega odpowiedniej zmianie.

Analizg swobodnego ruchu uktadu nieliniowego rozpoczniemy 'od fazy 1.

3.1. Faza 1

Niech 7=0 oznacza chwile, w ktérej uklad nieliniowy, wykonujac swobodny ruch
w fazie 1 (y=const=y, < 0), przechodzi przez polozenie odpowiadajace potowie strefy
nieczulosci, czyli x(0)=y, . ' .
Ze schematu (rys. 2), przy uwzglednieniu, ze y=y, =const, wynika réwnanie fazy 1:
amx(m+1)+"'+a1x”+xl:—KLyI:KLyO: (1)
przy czym oznaczono 2 '
=V Vo

Catka ogélna réwnania (1) posiada postaé:

X()= Z Ciem+KLJ’Ots , (2)
. :

gdzie 5,=0, 5,<0 (i=1, 2, S n)

Wyrazmy warunki poczatkowe x(0) za pomocy y, w sposéb nastepujacy: x(0)=
=piYo, 8dzie po= —1, natomiast pii=1,2, ..., m) — dowolne stale.

Uwzgledniajac wprowadzone oznaczenie na x(i)(O)' mozna wykaza¢, opierajac ‘sie na
metodzie wyznacznikéw (wzory Cramera), ze wszystkie stale catkowania C; w-réwnaniu
(2) sa proporcjonalne do Yo, €zyli Cy=u,y,, gdzie H; — pewne statle. ‘

Dzielac obustronnie réwnanie (2) przez r oraz podstawiajac C,= y,,, dla konca fazy 1
=T, (TH=r—3), otrzymujemy: '

1 I Vs D ST :
__r_=7[ Zo: me +K T, (3

W granicy, dla y,/r—0 (to znaczy, dla ruchu w obszarze matych odchylen Q,), wyra-
zenie w nawiasie kwadratowym réwnania (3) przyjmuje warto$¢ nieskoniczenie duza,

a to oznacza, ze T, — 0. -

7 Prace IMP z. 77
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W konsekwencji, z réwnania (2) wynika, ze w obszarze Q, warunki koricowe (finalne)
sygnatu x w fazie 1 przyjmuja wartosci:

X
Xy p=F—Yo, —=K;, (4a)

natomiast wszystkie wyzsze odniesione pochodne sygnatu x zerhjq sig:
() .
X
L0 623 ) (4b)
Yo

3.2. Faza 2

Oznaczmy przez t=0 chwile poczatkows, odpowiadajaca stykowi faz 1i2. W chwili
tej sygnal y posiada wartos¢ poczatkowa y(0)=y,= —y,. ‘
Ze schematu (rys. 2) wynika transformata Laplace’a y(s). sygnalu y(@):

W, 0-)=W,(0-) .
965 >"( Jsawe s | =

gdzie wyrazenia W, (0-) i W,,(O—) sa wielomianami warunkéw poczatkowych (lewo-
stronnych) sygnaldw x i y w chwili 1=0—. '

Na podstawie regul rachunku operatorowego [8, 9], przy uwzglednieniu warunkow
(4), otrzymujemy: :

W(0=)= W(0=)=(r= yo) My(5) + K, [M(5) = L(9)] > 6)

W fazie 2 obowiazuje relacja:

y=x-—r, ' : @)
czyli

ic(s)—.——y(s)—i—%- e » (8)

Podstawiajac (6) i (8) do(5) otrzymujemy transformate sygnalu y w fazie 2:

*

1 Yo
J’() [SH—TL(S) 1]*;~ 9)

Omaczmy przez Ay,(t) przyrost sygnalu y w fazie 2 wzgledem wartosci poczatkowej
y(0)=-
Ay, =y(D)+yo:
Stad

y(s)=zf.v2(s)—?. | ' (10)
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Podstawiaj ac réwnanie (10) do (9) otrzymujemy transformate przyrostu A ¥, (t) w fazie 2:

Ay,(s)= I&‘IE:I})E (11)
7 5 1EG(ols

Zaznaczmy, 7e transformaty (9) i (11) obowiazujg z ograniczeniem do zakresu ruchu
w fazie 2. : : :

Dla kofica fazy 2 jest x'=y'=0, a to oznacza, ze punktowi koficowemu fazy 2 (i =FE)
odpowiada ekstremum sygnatu Y z zerowg pochodna y'(T,)=0 (por. rys. 2). Niech y, ,=
=y(T,) oznacza warto$é koricowa y. Jest to jednoczesnie wartoéé Y W nastepnej fazie
3, czyli

Yap=V
Oznaczmy przez ) stosunek wartosci ys do bezwzglednej wartosci {ylf:— =
sygnalu y w fazie 1:
e @2
a0

Wyrazenie to bedziemy dalej nazywaé stosunkiem amplitud sygnalu y w fazach 3 i 1.

Z postaci transformaty (9) wynika, ze sygnat y(¢) w fazie 2 jest odpowiedzig skokowa
pewnego ukiadu liniowego na wymuszenie skokowe Yo:1(t). Wobec tego, dla sygnatu ¥
wszystkie warunki koricowe fazy 2 (¢=T.) sa proporcjonalne do y, i mozna je zapisaé
W nastepujacej formie: ‘

yg,)f=y0ki (i:071525---)5 (13)

gdzie k, — state, zalezne wylacznie od transmitancji Gy ().
Natomiast dla sygnatu.x, Przy uwzglednieniu (7), warunki koficowe fazy 2 przyjmuja
postac: -

x%’f=1-+y2’f=r+y3, i
xr=vok, (i=1,2,..). (14)

ZauWazmy, ze dla i=0 z réwnan (12) i (13) otrzymujemy:

V2,1 =Yoko=y;=24y,.
Wobec tego :

A=ko#f(yo), 15)
a to oznacza, ze w obszarze malych odchyleri Q, stosunek amplitud 1 zalezy wylacznie

od transmitancji uklady G (s) i nie jest funkcjg y,.

3.3. Faza 3

Oznaczmy przez t=0 chwile poczatkowa, odpowiadajgca stykowi faz 2 i 3. W fazie 3
sygnat y zachowuje staty wartos¢ y=const=y;=41y,. Dla t=0 sygnat x posiada wartos¢
poczgtkowa x(0)= Xpp=r+y;.

7*
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Oznaczmy przez Ax; (1) przyrost sygnatu x w fazie 3 wiglegdem wartosci poczatkowej:
L Axy (D)=%)= x(0)=%()—(r +73). (16)

Ze schematu (rys. 2) wynika, ze przyrost ten dla £>0 opisuje sie rtéwnaniem réznicz-
kowym: . : = , , :
a,,,Ax%’"“)+...+a1Ax’3'+Ax’3=—KLy3=—K,jyo, P (1)

ktérego catka ogdlna posiada postac

b= €0 Ty (18)
0

gdzie 5,=0, 5,<0 (i=1, 2, ..., n).

Mozna wykazaé (patrz Dodatek A), ze w obszarze matych odchylen warunki poczat-
kowe sygnatu 4x; (i) dla chwili =0+ sa proporcjonalne do yo 1 wyrazaja si¢ wzorem
(29), wedtug ktdrego jest: AP0 1)=ps, gdzie p; (=0, 1,...,m) — pewne stale.
Wiynika stad (por. podrozdz. 3.1), ze réwniez wszystkie stale catkowania C; sa proporcjo-
nalne do y,, czyli Ci=u;yo,/gdzie u; — state. =

Wobec tego, catka (18) przyjmuje nastepujaca postac:

m

Axs(t)=yol Y, me™ —AK t]. (19)
(0] i = Z

Rozpatrzmy przypadek y,>0 (czyli 1>0) i dodatkowo zatézmy, ze w fazie 3 dla do-
wolnej chwili 7>0 spetniona jest nierdwnosc: :

Ax3(1)<0 . (dla t>0). : (20)

Nieréwnosé (20) oznacza, Ze po rozpoczeciu fazy 3 uklad nie wkracza ponownie w obszar
fazy 2. o

Przy powyzszych zatozeniach, dla konca fazy 3 (t=1T5; Ax3 ;= —2r) réwnanie (19)
mozna (po obustronnym podzieleniu przez r) napisa¢ w postaci:

—2:%9, Rpanugie g d
L2 ;

7 réwnania tego wynika, Ze w obszarze matych odchylen @, (to znaczy dla yo/r—0)
czas trwania fazy 3 15— 0. :

Wobec tego, na mocy réwnania (19) warunki koficowe sygnatu x w fazie 3 przyjmuja
nastepujace wartosci:

: o
X3 p=—r+Y5=—=(r—Yo) f—"=—AKL, : (212)
% 0=

natomiast wszystkie wyZzsze odniesione pochodne sygnatu x zeruja sig:

x(si). f

S ey : (216
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3.4. Faza 4 oraz warunki stabilnosci lokalnej

Zauwazmy, ze jezeli spelniona jest nierdwnos¢ (20) oraz stosunek amplitud i=1,
to warunki koficowe (21) sygnalu x w fazie 3 réznia si¢ tylko znakiem w stosunku do wa-
runkéw koncowych (4) tego sygnatu w fazie 1, a to oznacza, ze faza 4 (nastepujaca po fazie
3) bedzie powtdrzeniem fazy 2 (ze znakiem przeciwnym).

Wobec tego, dla 2=1 w ukladzie nieliniowym wystgpia okresowe, swobodne drgania
stacjonarne (cykl graniczny) o nieskoficzenie matej amplitudzie y,/r=0+.

Dla A>1 w fazie 4 (i w nastepnych fazach parzystych) amplituda sygnatu y b@dme
narastaé (w stosunku A):

_—_y; =7 77
V3 S5
a wiec uklad nieliniowy bedzie lokalnie niestabilny.

Natomiast dla 0<4<1 amplituda sygnatu y w fazach parzystych bedzie malec, czyli
uklad bedzie lokalnie stabilny.

Dodajmy, ze jezeli 1=0 i spetniony jest warunek (20), to nie wystapi faza 4. Istotnie,
na mocy (19) dla t— oo jest dx;—youo=r((yo/r) o). A poniewaz y,/r jest wartoscia mata
rzedu &, to ruch uktadu nieliniowego konczy sie w fazie 3. Wobec tego, dla 1=0 uktad
jest lokalnie stabilny.

Na podstawie powyzszych rozwazan, dla ukladow nieliniowych k]asy 1 mozna w na-
stepujacy sposob sformutowaé warunki stabilnosci lokainej:

Jezeli spelniona jest nier6wnos¢ (20), a stosunek amplitud A przyjmuje warto$ci:

A>1 — uklad nieliniowy jest lokalnie niestabilny,

Jo=1 — uklad znajduje si¢ na granicy stabilnosci lokalnej,

0<A<l — uklad jest lokalnie stabilny. [/

Nalezy zaznaczy¢, ze granica stabilnosci (odpowiadajaca krytycznej wartosci A, =1)
ma charakter oscylacyjny, poniewaz dla 4, =1 w ukladzie wystepuje cykl graniczny (o ek-
stremalnej amplitudzie y,/r=0+), ktéremu odpowiada punkt bifurkacji 1-go rodzaju — P,
(rys. 3)..

=1 - itd.,

4. Ekwiwalentny uklad liniowy

W podrozdziale 3.2 wykazaliSmy, ze w obszarze malych odchylen, przy ruchu ukladu
nieliniowego w fazie 2, przyrost Ay, (f) sygnalu y wyraza sie transformata (11), ktéra
skrétowo mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

Ayz(s)=GE(s)¥, ()
gdzie :
ot (23)
Setien | |

Transmitancja G (s) bedzie dalej nazywana transmitancja ekwiwalentnego ukladu linio-,
wego.
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Z réwnania (23) wynika, ze danemu ukfadowi nieliniowemu, z czescig liniowa G, (s),
przyporzadkowany jest tylko jeden, SciSle okre$lony ekwiwalentny uklad liniowy G.(s),

- z tym, ze transmitancje G (s) — okreSlona wzorem (23) — mozna oczywiscie zrealizowaé
na szereg réznych sposobSw, tj. przedstawi¢ w formie ro'ZnyCh schematow strukturalnych.

e f :
I AL it

| S :
KL yf fals '__ \\/7¢—-‘—

e

f - ¢

max.!

t’ﬂ
G()—_f_bfii___ Faza 2
st

2

Rys. 4. Ekwiwalentny ukfad liniowy w postaci standardowej dla uktadow nieliniowych klasy 1 z histereza
1 — czes¢ astatyczna, 2 — czesé statyczna

Na rysunku 4 podano schemat ekwiwalentnego ukladu liniowego w postaci, ktéra
nazwiemy standardowq. Uklad ten powstaje z ukladu nieliniowego (rys. 2) przez przyjecie
zerowego progu nieczulosci (r=0), przy czym, w torze gtownym (1) wystepuje czesé asta-
tyczna, natomiast w torze sprzezenia zwrotnego (2) — czesé statyczna G,(s) transmitanciji
GL(9).

Jezeli na wejsciu uktadu o transmitancji Gy (s) (rys. 4) podamy Jednostkowe wymusze-
nie skokowe:

w(t)=1(r), czyli w(s):l—, (24)
s

to na wyjsciu otrzymamy odpowiedz, ktéra bedziemy nazywaé odpowiedziq skokowq
ve(t) ekwiwalentnego ukladu liniowego.

Przy, uwzglednieniu relacji (22) i (24) nietrudno zauwazyé, ze odpowiedz skokowa
ye(#) ekwiwalentnego uktadu liniowego jest K-krotnie ,powickszona” funkcja czasu
4y, (t); przy czym wspdtczynnik skali (dla y;) wynosi: K=1/y, (skala czasu nie ulega
oczywiscie zmianie). ;

Z rysunku 2 wynika, Zze faza 2 koriczy si¢ w chwili, dla ktérej pochodna sygnatu y
zeruje sig, tj. gdy y' =4y, =y;=0. Wobec tego, poczatkowy odcinek odpowiedzi skoko-
wej yg (1), zawarty miedzy punktem poczatkowym (1=0) i punktem 1 pierwszego maksimum
(fmax1 =T3), przedstawia (w skali K) ruch ukladu nieliniowego w fazie 2.

Oznaczmy przez Ayg g, 1 przeregulowanie (odniesiony uchyb dynamiczny) pierwszego
ekstremum odpowiedzi skokowej yp(f) — rys. 4. Poniewaz calkowity przyrost sygnatu y
w fazie 2 wynosi: Ay, ;=yo+ys=yo+4p,, Wobec tego mozna napisac:

Ve(t=T,)=Kdy, ;=Kypo(1+1)=1+4.

Wynika stad, ze przeregulowanie Ay, dyn 1 FOWHa sie wprost stosunkowi amplitud A:

Fo oo =
A pagmi=h=t =23 23
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W ten sposéb wykazalismy, ze za pomoca odpowiedzi skokowej yz(r) ekwiwalent-
nego ukfadu liniowego (23) mozna w prosty sposob wyznacza¢ stosunek amplitud 1,
charakteryzujacy ruch ukladu nieliniowego w fazie 2.

Z uwagi na zachodzaca réwnos¢ (25), przeregulowanie A4Yg gyn 1 bedziemy dalej ozna-
cza¢ wprost przez A. —

5. Kryterium stabilnosci lokalnej

W podrozdziale 3.4 wykazaliémy, ze dla oceny stabilnosci lokalnej uktadéw klasy 1
wymagane jest sprawdzenie warunku (20) oraz wyznaczenie stosunku amplitud A.

Poniewaz w Dodatkach B.1 i B.2 wykazano, ze wszystkie ukfady nieliniowe nalezace
do klasy 1 spelniaja warunek (20), wobec tego — przy uwzglednieniu réwnosci (25) — wa-
runki stabilnosci (podane w podrozdz. 3.4) redukujg si¢ do nastepujacego, prostego kry-
terium.

Kryterium stabilnosci lokalnej ukiadéw klasyll
Jezeli odpowiedz skokowa y(t) ekwiwalentnego ukladu liniowego (rys. 4) dla pierwszego
ekstremum wykazuje przerequlowanie ). o wadrtosci krytycznej, réwnej jednosci

io uklad nieliniowy jest na granicy stabilnosci lokalnej.
Dla 7.>1 uklad jest lokalnie niestabilny, natomiast dla 0<ji<1 — lokalnie stabilny.
Granicy stabilnosci lokalnej (4, =1) odpowiada punkt bifurkacji 1-go rodzaju (P,),
bedacy poczatkowym punktem krzywej cyklu granicznego. W punkcie P, cykl graniczny
wykazuje ekstremalne parametry:
Yo Xo

=—0F 0 T 7=,
A r

gdzie T, — okres cyklu granicznego.

Dodajmy, ze z relacji (15) wynika, iz w -pofaczonej przestrzeni (o wspotrzednych:
amplituda drgan x,/r oraz odpowiedni, zmienny parametr V czgsci liniowej ukladu — np.
rys. 3), w punkcie bifurkacji P, styczna do krzywej cyklu granicznego x,/r jest prosto-
padia do osi parametru V. :

6. Uwagi koficowe

Podane wyzej kryterium stabilno$ci mozna skrétowo nazwaé: ,.Kryterium pierwszego
przeregulowania” lub , ;metoda 17

W zwigzku z tym zauwazmy, ze z kryterium tego bezposrednio wynika efektywna
metoda badania stabilnosci lokalnej, oparta na zasadzie wyznaczania odpowiedzi sko-
kowej y.(¢) ekwiwalentnego uktadu liniowego.
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Do tego celu najwygodniejsza jest elektroniczna maszyna analogowa, na ktérej — bez
wiekszych trudno$ci — mozZzna zamodelowaé -odpowiedni ekwiwalentny uktad liniowy
(rys. 4) 1 nastepnie w prosty sposéb badaé warto$¢ przeregulowania 1 odpowiedzi skokowej
yp(?) w funkcji zmiennych parametrow uktadu. Na podstawie wartosci 2 wnioskujemy
z kolei o stabilnosci lokalnej ukladu nieliniowego.

Nalezy podkresli¢, ze w metodzie 4 modelujemy uklad liniowy, to znaczy z pominie-
ciem cztonu nieliniowego (histerezy). Dzieki temu, wyniki otrzymane na elektronicznej
maszynie analogowej odznaczaja si¢ wysokim stopniem doktadnosci. -

Z tych tez wzgledow wyniki uzyskane metoda /4 moga by¢ wykorzystywane do kory-
gowania (w obszarze malych odchylen) charakterystyk dynamicznych otrzymanych
metodami przyblizonymi, np. metoda linearyzacji harmonicznej.

Na zakonczenie — dla zilustrowania praktycznego zastosowania podanego kryterium
— rozpatrzmy dwa przyklady uktadéw nieliniowych z histereza.

Przyklad 1

Zbadajmy prosty uklad regulacyjny 2-go rzedu z histereza (rys. 5a), rozpatrywany
w wielu publikacjach, miedzy innymi w Poradniku [8, s. 73} oraz przez G. J. Thalera
i1 M. P. Pastela w [4].

Rozwigzujac ten uktad nieliniowy na elektronicznej maszynie analogowej (EMA)
oraz metoda funkcji opisujgcej (FO), otrzymujemy krzywe cyklu granicznego E i F, po-
dane na rysunku 6a w funkcji bezwymiarowego parametru 0= Ky7,/T,,.

al
b :
ﬁ_,‘{_ 0} i {’/(/a;' 1 ! =

1+1s Tys : *

bl i

! el 0 =i

Rys. 5. Schemat uktadu nieliniowego (a) oraz ekwiwalentny uktad liniowy (b} K

Krzywa E (przedstawiajgca cykl graniczny stabilny) bierze poczatek w punkcie bi- _
furkacji P (dla 0=1) i nastgpnie rosnie monotonicznie ze wzrostem 6.

Natomiast krzywa F wykazuje punkt rozgatezienia (bifurkacji) 2-go rodzaju P2 i po-
siada dwie gatezie: gérna — [ (cykl stabilny) oraz dolna — 2 (cykl niestabilny) z asympto-
13 x,/r=1.

Obszar stabilnosci globalnej A uktadu nieliniowego (zalezme od uzytej metody przy-
blizonej) jest wigc wyznaczony przez punkt P wzglednie P

Jak widaé z rysunku 6a, w obszarze duzych amplitud (x,/r>2) obie metody przybli-
zone dajg praktycznie ten sam wynik (Ex F), natomiast w obszarze malych odchylen
wystepuja zasadnicze (jakosciowe) réznice miedzy charakterystykami E i F.
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- Mianowicie, z przebiegu krzywej E wynika, ze dla 0> 1 uklad jest niestabilny i wzbudza:
sic miekko. Natomiast z krzywej F wynika, ze uklad jest lokalnie stabilny w calym ob--
szarze parametru 6 i nawet na prawo od punktu P, (czyli dla 6>3,4) wzbudza si¢ twardo.,
ze wzgledu na sasiedztwo niestabilnego cyklu (2).

al » bl

= 3les
psd ‘,S‘

0 2

Wg f“df{-’/‘ Af\/ % g 029 [6]

el e =

0
Rys. 6. Charakterystyki ukladu z rys. 5a: a) przeregulowanie A= f(0) oraz przyblizone charakterystyki
* dynamiczne, b) skorygowana krzywa cyklu granicznego

W celu wyjasnienia tych rozbieznosci zastosujmy sciste kryterium stabilno$ci lokalnej:
(rozdz. 5), oparte na odpowiedzi skokowej vz(z) ekwiwalentnego uktadu liniowego, ktd-
rego schemat podaje rysunek 5b.

Z otrzymanej krzywej przeregulowania A2 wynika (rys. 6), ze krytyczna wartos¢ A =1
wystepuje dla '

0..=3,04.

Jest to zatem granica stabilno$ci lokalnej, ktérej odpowiada faktyczny punkt bifurkaciji:
P,, dajacy poczatek krzywej stabilnego cyklu granicznego.

Na tej podstawie mozna w obszarze matych odchylen skorygowa¢ krzywa cyklu gra-
nicznego, taczac punkt P; tukiem gladkim z gérnym fragmentem krzywej F (wzglednie.
E), uwzgledniajac przy tym, ze w punkcie P, styczna do krzywej cyklu granicznego jest
prostopadla do osi parametru . W ten sposob otrzymujemy poprawiona charaktery-
styke dynamiczna (rys. 6b) ze $cisle wyznaczonym obszarem stabilnosci Ay i dostatecznie -
dokladnym (dla celéw praktycznych) przebiegiem krzywej cyklu granicznego.

Zaznaczmy, ze przy korygowaniu charakterystyki F odrzucamy dolng gataz (2), po--
niewaz dla 6> 3,04 wypada 4> 1, czyli ukfad jest lokalnie niestabilny i wzbudza si¢ migkko.
Wobec tego, cykl mestabllny (2) nie moze w ukladzie wystepowac i galaz (2) oraz punkt.
bifurkacji 2-go rodzaju P2 sa jedynie wynikiem bledu przyblizonej metody funkcji opi--
sujacej.
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Dodajmy, ze G. J. Thaler i M. P. Pastel [4] badali ten uktad scista metoda ptaszczyz-
ny fazowej i ustalili, Ze granica stabilnosci ukladu wystepuje dla ©

(=00,

gdzie {=—ajw, jest odniesionym wspétczynnikiem thumienia uktadu 2-go rzedu. Po-
niewaz zachodzi relacja: C=0,5/N/5, wobec tego, dla 0=3,04 jest { =0,29, a wiec obie
metody daja zgodny wynik, '
Jezeli natomiast do rozpatrywanego ukladu zastosujemy kryterium stabilnosci W. A.
Jakubowicza [7], to otfzymamy granice stabilnosci dla =1 i wyznaczony w ten spo-
sOb obszar stabilnosci jest 3-krotnie mniejszy od obszaru faktycznego. Taki wynik nalezy
tlumaczy¢ tym, ze kryterium [7] oparte jest na warunku wystarczajacym, ktéry w przy-
padku rozpatrywanego uktadu (rys. 5) nie jest koniecznym warunkiem stabilnodci.

Przyklad -2 : S

Rozpatrzmy uklad regulacyjny reduktora gazu (rys. 7), ktéry byt badan‘y Pizer b P
Popowa metoda przyblizona [2]. b

State czasowe wynosza: 71=0,2 s, T,=0,1 s, a wypadkowy wspdtczynnik wzmocnie-
nia oznaczmy przez K=K,K;K, K K.

4pn=0 Ky X 4 P
moee a0ty e 5 {ﬂ - G

Ky
1+1,s

Rys. 7. Schemat uktadu regulacyjnego reduktora gazu

Rys. 8. Charakterystyka dynamiczna
ukladu z rys. 7

Na rysunku 8 podano krzywq cyklu granicznego, otrzymana przez E. P. Popowa
metoda linearyzacji harmonicznej. Podobnie jak w przyktadzie 1, réwniez i tu krzywa
cyklu granicznego posiada dwie galezie: gérna — I (cykl stabilny) i dolna — 2 cykl nie-
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stabilny). Punkt bifurkacji }N’z wyznacza przyblizona granice stabilnosci uktadu nielinio-
wego, ktéra wynosi K=8,4. Przez G, oznaczono granice stabilnosci uktadu liniowego
(r=0). Jezeli natomiast do tego ukladu zastosujemy kryterium pierwszego przeregalo-
wania, to z badan (na elektronicznej maszynie analogowej) odpowiedzi skokowej ye()
ekwiwalentnego uktadu liniowego wynika, ze krytyczna wartosé przeregulowania 4, =1
wypada dla K=7,5. Wobec tego, cykl niestabilny (gataz 2) nie moze w ukltadzie wystepo-
wac i1 skorygowana krzywa cyklu granicznego bierze poczatek w punkcie bifurkacji 1-go
rodzaju P, . e

Warto zaznaczy¢, ze w przypadku rozpatrywanego ukiadu 3-go rzedu, histereza zmniej-
sza obszar stabilnosci uktadu dokfadnie o potowe.

Dodatek
A. Warunki poczatkowe fazy 3
Ze schematu (rys. 2) wynika transformata Laplace’a x(s) sygnatu x(z):
: W,(0—)— W.(0—
x(s)=—Gr(s) p(s) + el (26)

sMi(s)

Na podstawie regul rachunku operatorowego [9, 8], przy uwzglednieniu warunkow (13) i (14),
otrzymujemy

Wy(0=)— Wo(0—) = rMy(s) + yo (s, k;), = (90)

gdzio (s, k) — funkcja zmiennej zespolonej s oraz wspolezynnikow k; wystepujacych w warunkach
13) i (14). .

Z réwnania (26), przy uwzglednieniu réwnan (16) i (27) oraz z zaleznosci: ysz=const=41y,, po
prostych przeksztalceniach otrzymujemy transformate Ax, (s) przyrostu Ax;(¢):

F(S,k[)

""“”=[m

GO+ 1)] = (28)
5 ‘

Z réwnan (28) i (15) wynika, ze transformata Ax;(s) jest proporcjonalna do Yo. Tym samym,
réwniez wszystkie warunki poczatkowe (dla r=0+) sygnatu Ax;(z) $a proporcjonalne do y,, to znaczy,
Z€ mozna napisaé : .

A0 =pyo  (i1=0,1,2,..), 29)

gdzie p,; — pewne stale zaleine_od transmitancji G (s).

B. Ruch ukladu w fazie 3

B.1. Rozpatrzmy uklad nieliniowy klasy 1 rzedu n=3 (czyli m=2) i niech t=0 oznacza chwile
poczatkows fazy 3. W fazie tej ruch ukladu opisuje sie réwnaniem (17) 3-go rzedu. Zastosujmy pod-
stawienie: Ax3(1)=x5(t)=v(t). Wowczas (17) przechodzi w réwnanie 2-go rzedu, opisujace aperio-
dyczny przebieg funkcji v(t).

Poczatkowemu punktowi fazy 3 (rys. 2) odpowiada maksimum funkcji x(r). Wobec tego, dla r=0
jest v(0)=0 oraz v’(0) <0. Dla tych warunkow poczatkowych oraz 1>0, z uwagi na aperiodyczny prze-
bieg v(7), predkosé X5(f)=v(z) nie moze przyjmowaé wartosci dodatnich, czyli obowiazuie relacja:
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x5(1)<0. Tym samym, dia uktadow rzedu n=3 w fazie 3 spelniona jest nierownosc (20):

1

Axs(t)= [ xsdi<0 dla >0,
> i 9 p

Dla ukladéw rzedu n=2 powyzszy warunek jest oczywiscie rowniez spelniony.
B.2. Przejdzmy- obecnie do rozpatrzenia ukladu nieliniowego klasy 1 dowolnie wysokiego rzedu
n=4 i oznaczmy przez h(r) odpowiedz skokowa czesci statycznej G(s):
1+bis+...+b,s"

GLI==  — — 5
s > 1+a1S+...+ams

na wymuszenie jednostkowe: u(t)=1().

i 2 foza 3

= _,wﬁ_ﬁ.ﬂ— S

e
\‘u, [Z\X’ .
N 2

y=y0+dy [ O E AU A X=xl0)+4x
b, 5 d = e
80 , :

Rys. 9. Ruch ukladu nieliniowego klasy 1, rzedu n>4, w fazie 2 i 3

Zgodnie z zalozeniem 4 (rozdz. 2) odpowiedz skokowa /() jest monotonicznie ro»qacq (niemale-
jaca) funkcja czasu i o wartosci poczatkowej /(0+)=0.

Wykazemy, ze uklady rzedu n=>4 spehiaja warunek (20). W tym celu rozpatrzmy swobodny ruch
ukladu nieliniowego w obszarze matych odchylen Q. (rys.9) i niech 7=0 oznacza chwile, odpowiada-
jaca stykowi faz 1 i 2. Z warunkow (4) i rysunku 9 wynika, ze dla konca fazy 1 (t=0) czes¢ statyczna
G, (s) (przy sygnale wejsciowym: y =y, =const= — y) osiaga stan ustalony, przy czym sygnal wyjsciowy
‘(r) przyjmuje warto$¢ z(0)= —yo, natomiast pochodna x'(0)=K.yo. =

Oznaczmy przez Ay(t), 4z(t) oraz Ax'(t) przyrosty sygnatow: y(z), z(1), x (t) — liczone od chwili
t—0:lczyli wilazie - 2o1 3

Przy uwzglednieniu, ze Ay(0)=0, mozemy transformate Az(s) sygnatu Az(f) zapisa¢ w nastepu-
jacej formie: >

T (= G(y)Al(s)—~Q A ()=L)Ay €5,
Y

Wobec tego, na mocy twierdzenia Borela, mozna przyrost Az(1) wyrazi¢ za pomoca splotu dwoch
funkcji: odpowiedzi skokowej h(g) i pochodnej 4y’ (¢) przyrostu Ay(t):

Az(t)= [ h(t—1)4y'(x)de, 1>0. (30}
5 .

Przyrost 4y(z) jest funkcja nierhalejaca i ciagta dla #=0. Wobec tego, po zrézniczkowaniu splétu
(30) wzgledem 7, otrzymujemy

AZ()=hO+) 4y (1)+ [ K (t—71)dy'(t)de>0.
S :
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Nieujemna warto$¢ pochodnej Az’ (¢) dowodzi, ze w fazach 2 i 3 sygnal Az(z) jest funlécjac ciagla, °
monotonicznie rosnaca. Tym samym przyrost pochodne} Ax' ()= — K 4z(¢) jest ciagta, monotonicznie
malejaca funkcja czasu (rys. 9).

Dla =T (koniec fazy 2 — por. rys. 2) jest x'(z=T,)=0. Wobec tego, z rysunku 9 wynika, ze w fa-
zie 3, dla 2>0, pochodna x'(¢) dla dowolnej chwili #> 7, nie moze przyjmowaé¢ wartosci dodatnich.
Mozna zatem dla przyrostu Ax;(z) sygnatu x w fazie 3 napisac:

&

CAxs= [xdi<0  dla 15T,
7>

a to dowodzi, ze dla 1>0 spelniony jest warunek (20).

Dodajmy, ze dla rozpatrywanych ukladéw przeregulowanie 1 odpowiedzi skokowej yi(7) (rys. 4)
nie moze przyjmowaé wartosci ujemnych. Istotnie, dla 1 <0 w fazie 3 (por. rys. 9) pochodna x’(¢) mu-
siataby przyjmowaé wartosci dodatnie, a wiec wieksze od x’(z= T,) =0, a to byloby sprzeczne z uprzed-
nio dowiedzionym stwierdzeniem, ze w fazie 3 przyrost pochodnej 4x'(¢) jest funkcja monotonicznie
malejaca. :

W skrajnym przypadku 2=0 czas trwania fazy 2 dazy do nieskonczonosci (T>— ) i ruch ukladu
nieliniowego nie wykracza poza-faze 2. Wobec tego dla /=0 przyrost 4x;=0 i uklad nieliniowy jest
lokalnie stabilny.

Praca wplynela do Redakcji w grudniu 1977r.
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Kpurepnii ycToiHBOCTH OBYX KIACCOB HETHHEHHBIX
CHCTEM ABTOMATHYECKOI0 PeryJJMpOBaAHHS
Yacts [. Cucrems ¢ rucrepe3ncom

Pesrome

B pabote, 1iist ONPENENEHHOTO Kilacca HENMHEHHBIX CUCTEM C THUCTEPE3HcoM (puc. 2), MpEe/CTaBIcH
KPUTEPHA YCTONYUBOCTH, Koropmg TIO3BOJISET B(bd)eKTHBHO OnpenesisiTh 00JIaCTH M TPAHULBI JTOKAIBHOK
YCTOMIUBOCTH.

3TOT KpUTepHil OCHOBAH HA WCCNENOBAHMYU MEPEPEryIHPOBARNS A NEPEXOAHOMN ByHKIMH Vx(Z), T. HA3.
SKBUBAJICHTHOM IMHEHHON cucTemel (puc. 4). :

Eciu 1715 NEPBOTO MaKCMMyMa NEPEPETYNMPOBAHME /A JIOCTUTAET KPUTHYECKOE 3HAYCHUE A, =1, TO
HEAHEHHAS CHUCTEMA HAXONMTCS HA TPammie JIOKaNbHOW ycTolumBocTH. s A>1 cHcTema JTOKanbHO
HeycToMumBa, a g 0<A<1 — JoKaJbHO yCTOWYMBA. ;
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IIpumMensst yka3anHbIi XpATEPHIt LeJ1eCO06PasHO MOIB30BAHUE 3ITEKTPOHHO-AHATOIOBOM MAaIIUHOM,
Ha KOTOPOH MOXHO JIETKO ONPENENUTh [ePeperyMpoBanue A nmepexonHod GyHKIUM yx(7) S5KBUBAJIEHTHOM!
JIMHEHHOW CUCTEMBI M TakuM CHOcoB6OM  HCCIIeHOBATH JIOKAJIbHYX0 YCTOMYMBOCTE HENUHEUHO
CHCTEMBI. 3

Stability Criterion for Two Classes of Nonlinear Automatic Control Sysfem

Part 1. Systems with Hysteresis

Summary

The paper offers a stability criterion for a certain class of nonlinear systems with hysteresis. This
criterion makes possible effective determination of the regions and verge of local stability.

The criterion consists in examining the overshoot 1 of the unit-step-function response yg(z) for a so
called equivalent linear system (Fig. 4). Sl

If the overshoot for the first maximum has the critical value A,,=1 than the nonlinear system is
on the verge of local stability. For 1> 1 the system is locally unstable whereas for 0 < i< 1 it is locally
stable. ‘

A use of an electronic analogue computer is advisable when the presented criterion is used for the
nvestigation of the nonlinear system local stability. With such computer the overshoot A of the unit-
step-function response yx(¢) for the equivalent linear system is determined easily.



