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Metoda operatorowa Laplace,a ana|izy uderzeń hydraulicznych

omówiono zastosowanie metody Laplace'a do analizy procesów przejŚciowych Podczas uderzeń

hydraulicznych oraz do syntezy lrządzeń korekcyjnych w systemach hydraulicznyclt,

Wstęp

W analizie uderzeń hydraulicznych stosuje się różne metody; wśród nich występują

również oparte na transformacjach operatorowych. Między innymi na transformacji

Lap7ace'a opartajest tzw. metoda impedancji |6,7], dotrycząca arlalizy Stanów ustalonYch

systemów hydraulicznych. Metody tlpu transformacji Laplace'a próbowano tównieŻ

stosować do analizy procesów przejściowych podczas uderzeń hydraulicznYch, w PewnYch
szczególnych przypadkach, przy czym głównie w modelu bęz tarcia [4]. Wówczas, przy-

kładowo, otrzymuje się przebieg ciśnienia os.cylacyjny nietłumiony, co rvskazuje na ana]Ogię

takich przypadków z wcześniej wymienioną analizą stanów ustalonych metodą irnPeciancji"

Zamiaręm autorów jest wskazanie na możliwość i ceiowość zastosol^/ania metodY

transformacji Laplace'a do analizy uderzeń hydraulicznych w ogóle, a zwłaszcza do ko-

rekcji procesów .przejściowych pcdczas ł;dęrzeń hydraulicznycTs,, poprzez dobór cdPo-

l.,,iedniclr wządzeńkorekcyjnych, co możrra by nazwać syntezą układów zabezpieczającYch.

Takie postępor,vanie L,yłoby anaiogiczne do analizy i syntezy, rnetodą transformacji LaPia-
ce'a, układów regulacji autornatyczne_i.

1,. Line,aryzacja równań różniczkorvych opisujących uderzemie hydrauliczne

R.ówłanie róźniczkowe ruchu cieczy o gęstości p, w przewodzie hydrałiicznym o Śred-

nicy wewnętrznej D i przekroju poprzeqznym A, nachy7onym pod kątern 9 do poziomu,

ma postać
16n du 4t

pOx dt " pD
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22 Z. Domacbowski, C. Orlikowski, J. Skiba

gdzie p - ciŚnienie, r; - prędkość cieczy,u - siła tarciaprzypladĄącana jednostkę długości
przewodu i jednostkę obwodu przekroju poprzecznego przepływu, 0 - przyspieszenie
ziemskie [6, 7]. Ponieważ

du au au

at: a+u Ń, (2)

przy czym w rozpatrywanych systemach hydraulicznych

óu au
u ń<e, (3)

to równanie różniczkowe ruchu cieczy możla przedstawić następująco:

lap au 4r

, ;-: -T;+s sin?--, (4)

Równanię różniczkowe ciągłości przepływu cieczy można zapisać następująco [6, 7],
uwzględniając relację analogiczną iak (3):

au lap
Ń:-ń, a;, (5)

gdzie a jest prędkością dźwięku w cieczy.
Metodę transformacji Laplace'a stosuje się do rozwi ązywalia równań różniczkowych

liniowych; równanie (4) jest nieliniowe, wymaga więc linearyzacji.

1.1. Linearyzacja tarcia w równaniu ruchu cieczy

W rozważaniach dotyczących uderzeń hydraulicznych tarcie często pomija się, dla
ułatrvienia rozwiązania problemu [4], tub linearyzuje. Spotyka się kilka sposobów lineary-
zacji. Jeżeli prędkość przepływu cieczy zmienia się w przedziale od {-u-) ptzezO do (+u.),
prz} czym jest to przepływ turbulentny. to przyjmuje się

t:Pfuz )8 (6)

gclzie /jest współczynnikiern tarcia, otaz - patrz równanie (4) -
a) podczas gwałtownych zntian warunkór"- przepływu i gdy tozważa się przede wszyst-

kim tylko kilka pierwszych okresór.v drgań w rozwiązaniu [4]:

Ą- ..2 / f \]::1'. :( ! ^ 
r,,) u: Ku. (7)pD 2D \żD "'J

b) gdy zmiany warunkórv przepływu nie są gwałtowne (np. stopnioive zamykanie
zarvoru) i gdy bierze się pod uwagę wiele olcresów. drgań w rozwiązaniu [4]:

41 2lf \ 2

' 
-" - Dm|u:-. Kt;. (8)pD:\ZO J J
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c) można by stosować również inne sposoby, na pfzykład graficzną tineatyzaĄę

strat ciśnienia w funkcji prędkości (liczby Reynoldsa), uwzględniającą zakres zmian
prędkości przepływu w rołważanym zagadnieniu; wymienione wcześniej punkty a) i b) 

:

możnatraktować jako szczególrle przypaclki tego typu linearyzacji, Do dalszych roŻważań

przyjmiemy linearyzaĄę tarcia postaci (7).

1.2. Linearyzacla równania ruchu ze względ:l na składorvą oil ciężaru cieczY

Równanie (4) opisuje ruch cieczy w przewodzie ogólnie zakrzywionym. Wnosi to nie-

liniowość, ponieważ 0:0(x). W celu linearyzacji tego równanla, ptzekształćmy równania

{4) i (5), wprowadzając przyrosty sygnałów od wartości ustalonych, Oznaczmy

lp(* , t): p(x t)- po(x) , (9)

lu (x, t) = u (x, l) - uo(x),

gdzie ogólni. * xi or
po(x):p(x ,O):p,ł pg 

J 
sin0(x)r/-r - p ) 

,o!)a*, (10)

u6(x):0(;g, g;,

pfzy czym ps oziaczaskładową statyaznąciśnienia cieczy w przewodzie, ro(x): pfa|@)l8.

Uwzględniając w równaniach (4) i (5) podstawienia (9) oraz dokonując linearYzacji

tarcia według (7), oLrzymamy

L aup) : _dJ!!) _ K(/u\.p óx fu (l1)
aUd' duo I ó(lp')
a; : - ar-;n' at '

Ąp(x,0):lu(x,0):S. Q2)

2. Zastosowanie transformacji Laplace'a do rozwiązywania równań róŻniczkowYch

opisujących uilerzenia hydrauliczne

Dokonując nad układem rólvnań (11) transformacji Laplace,a, otriymuje się

1,'l(4!:-s(/v)-K|/v)
p dx (13)

qY!: - l_ 
+_ !, s(/p),

dx s dx pa"

23
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Z. Domachowski, C. Ortikowski, J. Skiba

gdzie'

ZP:lP(x, s):x {/p(x, t)},

lY:l IZ(x, s): x. {Zu(x , t)};

symbol ą. oz*acza transformację Laplace'a, s jest operatorem Laplace'a.
Rozwiązując układ równań (3) względ em /V(x,s), otrzymamy

(14)

:#-ls(s+r) (/v):_:';#dx- a' (15)

otaz

l-
zv(x, s):Vg(x,s)+C, .orn J'("lB 

xlC2r,no 1iŃ)*. (16)a, a

gdzie yo(x, s) jest rozwi ązaniem szczególnymrównania (15) ze względu na funkcję po jego
prawej stronie. Najczęściej rozpatruje się modele, w których u6(x)=ę6131(przewód hydrau-
liczny o stałym przekroju); wówczas

du^ d2u^

ń:i:0 oraz /6(x. s):0

W dalszYm ciągu, dla uproszczenia zapisu, będziemy rozważaćtylko taki przypadek.
Wówczas, poszukując następnie rozwiązania układu równań (13) ze względu na /F{x, s),
otrzymuje się, zgodnie z (16),

lp(x,rl:-1 po' (c,r,nn Jffi'x+c, 
cosh 4_r:rl',.1 (i7)s I a a "')

obliczenie współczynników Cr(s), Cr(s) w rc:związaniu układu równa,ń (I3) - pattz
(16) i (17) - wYmaga znajomości warrrnkórł, brzegowych w raz,patfywanynr zadaniu.
Warrrnki brzegowe mEą najczęściej postać

/Vo$):lY {0, s), lPr(s):ĄP(O, s),
(1 8)

/V,,(s): lV(l , s) , /Pu$):7P 11 , u) ,

gdzie indeksY P, k oznaczająpaczątkowy i kcńcowy (x:1) przekrój przewcdu h,vciraulicz-
nego, Do okreŚtrenia wsPółczynników Cr, C2 wystarcza znajomość dwóch rvarunkórł-
brzegowych; niech będą nimi pierwszy i trzeci spośród wymienionych w (18). W;edy

/

lV{s) - /Ę(s) cosh 
L'§1 K) 

/

C{s):ZYo$), C2(s):
. J"t.+n ,slnn 

--_ 
l

a

(i9)



Metoda operatoro}va Laplace'a alalizy uderzeń,,.

Mając okreś$ne lP(x, s), lll(x, s) transformaty Laplace'a odchyłek od stanu ustalo-
nego ciŚnienia i prędkości cieczy w przewodzie hydraulicznym można, dokonując odwlot_
nej transformacji Laplace'a, obliczyć lp(x, t), /u(x, t),

tp(x , t): ą-'{zp(, , ,)} ,

/u(x, t): r.-l{zy(x , s)} ,

(20)

atakżę następniep(x, t),u(x, t).
Przed szerszym zastosowaniem komputerów, obliczanie odwrotnych transformat

Laplace'a było trudne, z powodu ogólnie bardzo złożonych postaci funkcji lp(x, s),
lV(x, s); często praktycznie niemoźliwe. Dlatego tę metodę przedstawiano głównie w cha-
rakterze dydaktycznym, a ewentualne jej zastosowania dotyczyły prostych przypadków [4].

k

Rys. 2. Schemat polączeria równoległego
elementów hydraulicznych

Komputeryzacja obliczeń pozwala usunąć wymienioną niedogodność metody transformacji
Laplace'a. przy tymo w odróżnieniu od, na ptzykład, metody charaktetystyk - w której
rozwiązanie odbywa się na całej siatce płaszczyzny x,l - metoda transformacjiLaplace'a
pozwala obliczać rozwiązanie bezpośrednio rv wybranym przekroju lub przekrojachprze,
,r odu hydraulicznego.

Warto zwrócić uwagę na jeszcze jedną zaletę opisanej metody. Otóż, w strukturze
i},stemu hydraulicznego występują głównie dwa rodzaje połączeń, łańcuchowe - jak
schematycznle pokazano na ry§. 1 i rólviloległe - jak schematycznie pokazano na rys. 2.
Pr z5, połerczeniu łańcrrchowym eiernentórv

{2l)

:.1zie .B, oznacza odwrotną macierz łańcuchorvą elernentu i. Ozflaczato,żeptzy połączeniu
:.:.ńcuchowyn zastępcza odwrotna macierz łańcuchorva jest iloczynem odwrotnych macietzy
l"ńcuchowych poszczegóinych eiementów. Frzy połączeniu równoległym

(ż2)

idzie A1 oznacza macierz admitancyjną elementu i. Oznacza ta, że przy połączeniu równo-
.egłYm zastępcza maciętz admitancyjna jest sumą macierzy admitancyjnych poszczegól-
:.1 ch elementów. Posługuj ąc się zależnościami Q1), (22) można znaleźć zastępczą macietz,

25

Rys. 1. Schemat połączegia łańcuchowego
elementów hydraulicznych

[1i;l;iJ 
: "rt u. -,|Xżi:t,

LI'ńź:)]:,ź,^,ai:8,7,
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,na przykład odwrotną łańcuchową złożonego systemu hydraulicznego. Poozwala to, mając
dane transformaty rozwiązania w jednym przekroju, obliczac je - a następnie rozwiązanie
iv funkcji czasu - w wybranych innych przekrojach.

3. Korekcja przebiegu uderzeń hydraulicznych z użyciem metody transformacji Laplace'a

Uderzenia hydrauliczne wymagają środków zabezpieczających przed ich skutkami -
wymagają stosowania urządzeń korygujących przebieg występujących wówczas zmian
ciśnienia. i prędkości cieczy. Przykładowo, w systemach rvodociągowych dotyczy to specjal-

nychutządzeń odciążających (m, in. zaworów); w systemach zasilająoych turbiny dotyczy
to regulatora sterującego ruchem (zwłaszcza w kierunku zamykania) zaworów regulacyj,
nych przed turbiną.

Formułowane ze względów bezpieczeństwa wymagania (w postaci ograniczeń) w odnie-

sieniu do przebiegów przejściowych podczas uderzeń hydraulicznych dotyczą:

a) maksymalnej i rninimalnej wartości dodatnich ciśnień,

b) ilości okresów drgań ciśnienia,
c) czasu stabilizacji ciśnienia,
d) szybkości zmian prędkości kątowej turbin wodnych.
Często wymienione wyżej wymagania można ująć za pomocą całkowych kryteriów

optymalności, z ewentualną dodatkową kontrolą procesu przejściowego w rozwiązaniu
całkowo optymalnym. Przykładowo, jedno ze stosowanych kryteriów całkowych optymal-
ności procesów przejściowych ma postać

+@

l : I @ p - / p")2dt :minimum,
0

gdzie indeks u oznacza stan ustalony.
Rysunek 3 przedstawia typowy schemat blokowy układu regulacji automatycznej;

O oznacza obiekt regulacji (system hydrauliczny), R - regulator (utządzenie korygujące
procesy przejściowe podczas uderzeń hydraulicznych)opjest, przykładowo, ciśnieniem w wY-

(23)

Rys. 3. Uproszczony schemat blokowy układu regulacji

D

l,--
]

]

j

arrtomatycznej

t,ian,, I1-1 przekroju systemu hydraulicznego (p* - jego wartclścią zadaną), z - sygnałem

zakł.icającym (powodującyrn wystąpienie uderzenia 1rydraulicznego, ujętym, na przykład,
p.rd pJst.-cią warunków brzegowych,). Posługując się schematem blokowym z rysunku 3.

zai:lien jest synteza takie_eo regulatora J?, który przy wystąpięniu określonych zakłóceń

pLr\,iocujących uderzenie hydrauiiczne mininlalizowałby wartcść całki (23).

Oznaczmy

P*+

--o-t-
I

l

t,r(t1:lp{t1-/p" (24l
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oraz

§-órvczas całka

Eo(s):a {eo(t)}.

(23) przybiera postać [2]

(25)

(27)

(28)

lto?)7Żdt: |znęa;1|zda, (26)

gr]żle
+6 +@

, f ^ /a\^jlDl). Il e oG\ ej'o'd t: J co{t) ej't fu: E p(@) ,ó'--*
ponietvaż dla r<0, ee(r):0, ponadto

Er(a):lim Er(o ł ja) ,

o+o

Na podstawie rysunku 3 można określić transformatę uchybu ciśnienia Er(s),w zależ-
ności od struktury (macierzy transmitancji) systemu hydraulicznego, danych warunków
p,.rzątkowych i brzegowych otaz struktury (transmitancji regulatora). Następnie należy
pa.ametry regulatora dobrać w taki sposób, ażeby całka (26) osiągnęła minimum. Przy
i5m. przystępując do rozwiązania postawionego zadania, można by na wstępie założyć
.lgó}nie regulator proporcjonalno -tóżniczkująco-całkujący (PID). Optymalizacjapolegałaby
; Liwczas na określeniu optymalnych parametrów regulatota o założonej strukturze.

4. Podsumowanie 
]

Metoda transformacji Laplace'a. zastosowana do zagadnień uderzeń hydrauticznych,
:nrz* aia ottzymaórozwiązanie w postaci operatorowej bezpośrednio w wybranym przekroju
;islemu hydraulicznego. Stosując odwrotną transformację Laplace'a, otrzymuje się roz-
,;iązanie w funkcji czasu_. Ta ostatnia czynność, analitycznie trudna, jest ułatwiona dzięki
łLrinputeryzacj i obliczeń.

Zaletą metody transformacji Laplace'a jest również moźIiwość formalnie jednolitego
:.zedstawienib modelu mątematycznego systemu hydraulicznego, za pomocą transmi-
..rcji, z wykorzystaniem do tego celu teorii czwórników [1, 3, 5].

\\i dalszym ciągu, posługując się transformacj ą Laplace'a, można stosować do analizy
-:erzeń hydraulicznych i do syntezy urządzeń korygujących procesy przejściowe podczas
*;:rzeń hydraulicznych metody analogiczne do występujących w teorii regulacji automatycz-
- :'-
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Lap|ace Operator Analysis of Water Hammers

Summary

The method of characteristics as used up to now for the analysis of water hammers provides nurnęric_
al results only. Application of.the operator calculus for tbe same purpose gives an analytic soiution
ig the operator form. The pąrameters of hydraulic line which are sought can be obtained as functions
of time from the inverse opelator transform.

It is asśumed that the velocity of liquid is low compared, to thę speed. of sound (as in the Inethod
of characteristics) and that the dependence of the pressure losses on the liquid velocity is linear. The
§ame boundary conditions as in the rnethod of characteristics are assumed.

The operator analysis of ,water hammers as cliscussed ip the paper makes it possible to appl,v for
the synthesis of systems protecting against effects of water hammers methods used in the analysis and
§ynthesis of automatic corrtrol systems.

Oueparopnr,lń mero,Ą .Jlanłaca aHaJII|3a rlrApaBil[qecml{x yAapoB

Pegroue

Ilprnłerłxeltrń Ao clłx nop B aIIaII{3ć rN4panrrrłrecK}lx ygapoB MęToA xapaKTeprłcTlarc fiB,q;łeTc,
trcKJIroqI{TeILHo qiłcneul{oro tnna. Ilpnvełrełłrłe c groź qenr'lo onepaTopxoro rłcrltrcJleuu_fi IIo3Bo_lTjTeT

tronyqI{T}, aHaJIIITI]tlIecKoe pelfleHlre B onepaTopltoŻ $opve. B pe:ynrrare o6pariroił onepaTopHoń Tpalłc-
(lopvaqnr tronyalaloTc.fl pa3bIcKIłBaeMbIe BeJTI,IsEEH rtrApaBilr.lecKoft łląIłuu n $yrrł;qrłn BpeMeHE,

flpe.qnołaraercJł, qTo cxopocT}, xIt,DxocTI{ N{ana B cpaBn€Irrłrł co cropocT},Io snyr<a ({arł ts IlćToAe
xaparrepucrroc), a Taxxe łxrłeźrłax 3aBIłclIMocTb noTep}, .qaBneHI{, oT cKopocTII xriArocT}I; npejno.:la-
raloTc'I KpaeBśIe ycJIoBI4J{ TaI(oIo xe TI{tra, KaR 14 B MeToAe xapaKTepllcTnK.

O6cyx4aelmIż onepaTopnblfi cnocod ana.llrł3a rfApaBntrsecxłx yAapoB no3BonreT I]ptrNIeHliE AJi,
cI{IITe3a c&cTeM trpeAoxpaHrloiqux fiepeA cneAcTBI4rIMtr ruApaBIrlsecK[x yAapoB MeToA}I cooTDeTCTBy_

IoII]Ee aHaJ]Il3y tr cfiI{Te3y cucTeM aBToMaTl,iqecKolo peryJlrrpoBal{{rl.


