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Metoda operatorowa Laplace’a analizy uderzen hydraulicznych

Oméwiono zastosowanie metody Laplace’a do analizy procesow przejsciowych podczas uderzen
hydraulicznych oraz do syntezy urzadzen korekcyjnych w systemach hydraulicznych.

Wsﬁ@p

W analizie uderzen hydraulicznych stosuje sie rézne metody; wsréd nich wystepuja
réwniez oparte na transformacjach operatorowych. Miedzy innymi na transformacji
Laplace’a oparta jest tzw. metoda impedancji [6, 7], dotyczaca analizy stanow ustalonych
systeméw hydraulicznych. Metody typu transformacji Laplace’a probowano réwniez
stosowaé do analizy procesow przejsciowych podezas uderzen hydraulicznych, w pewnych
szczegblnych przypadkach, przy czym gléwnie w modelu bez tarcia [4]. Wowcezas, przy- -
kladowo, otrzymuje sie przebieg cisnienia oscylacyjny nietlumiony, co wskazuje na analogi¢
takich przypadkéw z wezeéniej wymieniona analiza stanéw ustalonych metoda impedancji.

Zamiarem autoréw jest wskazanie na mozliwo$¢ i celowos¢ zastosowania metody
transformacji Laplace’a do analizy uderzen hydraulicznych w ogéle, a zwlaszcza do ko-
rekcji proceséw przejéciowych podczas uderzenn hydraulicznych, poprzez doboér odpo-
wiednich urzadzen korekcyjnych, co mozna by nazwac synteza ukladéw zabezpieczajacych.
Takie postepowanie byloby analogiczne do analizy i syntezy, metoda transformacji Lapla-
ce’a, ukladow regulacji automatycznej.

1. Linearyzacja réwnan rézniczkowych opisujacych uderzenie hydrauliczne

Rownanie rézniczkowe ruchu cieczy o gestosei p, w przewodzie hydraulicznym e sred-
nicy wewnetrznej D i przekroju poprzecznym A, nachylonym pod katem 6 do poziomu,
ma postac

lap_ du+ o 4z
p ox  dt i oD

, ‘ (1)
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20 Z. Domachowski, C. Orlikowski, J. Skiba

gdzie p — cisnienie, v — predkoé¢ cieczy, v — sila tarcia przypadajaca na jednostke dtugosci
przewodu i jednostke obwodu przekroju poprzecznego przeplywu, g — przyspieszenie
ziemskie [6, 7]. Poniewaz

dv. adv ov
=—+0v 5 (2)

dr ot 0x

przy czym w rozpatrywanych systemach hydraulicznych

Sl 3)

1 op v 47
L S e R 4)
PG ot o pD (

Rownanie rézniczkowe ciaglosci przeptywu cieczy mozna zapisaé nastepujaco [6, 7],
uwzgledniajac relacje analogiczna jak (3):
v @
s Sl : (5)
Ox pa- ot :
gdzie a jest predkoscia diwieku w cieczy.
Metodg transformacji Laplace’a stosuje si¢ do rozwiazywania réwnan rézniczkowych
liniowych; réwnanie (4) jest nieliniowe, wymaga wiec linearyzacji.

1.1. Linearyzacja tarcia w réwnaniu ruchu cieczy

W rozwazaniach dotyczacych uderzen hydraulicznych tarcie czesto pomija sie, dla
ufatwienia rozwigzania problemu [4], lub linearyzuje. Spotyka sie kilka sposobéw lineary-
zacji. Jezeli predko$¢ przeptywu cieczy zmienia si¢ w przedziale od (—v,,) przez 0 do (+1,,),
przy czym jest to przeptyw turbulentny, to przyjmuje sie

pfv’

S ‘ (6)

gdzie f jest wspotczynnikiem tarcia, oraz — patrz réwnanie (4) — :
a) podczas gwaltownych zmian warunkéw przeplywu i gdy rozwaza sie przede wszyst-

kim tylko kilka pierwszych okreséw drgan w rozwiazaniu [4]:

4 g2
_T:‘LU_ == i l)m Di= KU 2 (7)
pD 2D \2D

b) gdy zmiany warunkéw przeplywu nie sa gwaltowne (np. stopniowe zamykanie
zaworu) i gdy bierze sie pod uwage wiele okreséw. drgafi w rozwiazaniu [4]:

dr. "0 Fr g
—=—(2-1,|v=—"Kv, ®)
pD 3 \2D 3 ;
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¢) mozna by stosowaé réwniez inne sposoby, na przyktad graficzng linearyzacje
strat ci$nienia w funkcji predkosci (liczby Reynoldsa), uwzgledniajaca zakres zmian
predkosci przeptywu w rozwazanym zagadnieniu; wymienione wczesniej punkty a)ib)
mozna traktowaé jako szczegolne przypadki tego typu linearyzacji. Do dalszych rozwazan
przyjmiemy linearyzacje tarcia postaci (7).

1.2. Linearyzacja rownania ruchu ze wzgled: na skladowa od ciezara cieczy

Réwnanie (4) opisuje ruch cieczy w przewodzie ogélnie zakrzywionym. Whnosi to nie-
liniowo$¢, poniewaz 0=0(x). W celu linearyzacji tego réwnania, przeksztalémy réwnania
" (4) i (5), wprowadzajac przyrosty sygnatow od wartosci ustalonych. Oznaczmy

Ap(x, )=p(x t)—po(x),

€))
Av(x, )=vx, 1) —0v5(x);
gdzie ogodlnie
. - .
po(x)=p(x,0)=p,+pg j SIHG(X)dx~-5 f To(x)dx, (10
0 0

vo(x)=0(x,0),

przy czym p, oznacza skladows statyczna ciSnienia cieczy w przewodzie, 7o(x)= pfva(x)/8.
Uwzgledniajac w réwnaniach (4) i (5) podstawienia (9) oraz dokonujac linearyzacji
tarcia wedlug (7), otrzymamy

1 6(Ap)_ _5(Av)

i

e iy
0 (4v) dogea 10 (1 p)

v i tx pa‘ ot
z warunkami poczatkowymi zerowymi,
Ap(x,0)=Adv(x, 0)=0. (12)
2. Zastosowanie transformacji Laplace’a do rozwiazywania réwnan rézniczkowych
opisujacych uderzenia hydrauliczne
Dokonujac nad uktadem rownan (11) transformacji Laplace’a, otrzymuje sie

1 d(4P) ;

e —s(4V)—K(4V)

Ll (13)

dv {v

_i-) _4‘_0_- s(4P),
dx Sedid o
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gdzie °
AP=4P(x,s)=cc {4p(x, D)},

AV=4V(x, s)=oc {dv(x, 1)}; ; o

symbol oc oznacza transformacje Laplace’a, s jest operatorem Laplace’a.
Rozwigzujac uktad réwnan (3) wzgledem 4V (x, s), otrzymamy

d*4v) 1 1 d*v,
Eol R4 )= e 15
dit azs(H— ) § dnt e
oraz -
, K K
AV (x, s)=Vy(x, s)+C, cosh \—/f(SL) x4+ C, sinh \/—S(S———)x, (16)
: : a

gdzie Vy(x, sj jest rozwiazaniem szczegélnym réwnania (15) ze wzgledu na funkeje po jego
prawej stronie. Najczesciej rozpatruje sie modele, w ktérych v,(x) = const (przewdd hydrau-
liczny o stalym przekroju); wéwezas

W dalszym ciggu, dla uproszczenia zapisu, bedziemy rozwazaé tylko taki przypadek.
Wowezas, poszukujac nastepnie rozwigzania uktadu réwnafi (13) ze wzgledu na AP(x, s),
otrzymuje si¢, zgodnie z (16),

L [s(s+K s(s+K ;
AP(x,s)=—~paZ(C1 sinh&)x-l—c2 cosh\ﬁ(—)x). a7
S a a

Obliczenie wspétczynnikéw C,(s), Cy(s) w rozwigzaniu uvkladu réwnan (13) — patrz
(16) i (17) — wymaga znajomosci warunkéw brzegowych w rozpatrywanym zadaniu.
Warunki brzegowe maja najczesciej postaé

AV (s)=4V(0,5), AP, (s)=4P(0,s), (18)

AVi($)=4dV(l,s), - AP(s)=4P(l,s),

gdzie indeksy p, k oznaczaja poczatkowy i koricowy (x=1) przekrdj przewodu hydraulicz-
nego. Do okreslenia wspélezynnikéw C;, C, wystarcza znajomo$¢ dwoéch warunkow
brzegowych; niech bedg nimi pierwszy i trzeci sposréd wymienionych w (18). Wtedy

\/s(s+K)

AVi(s)—4V,(s) cosh — s
a

Ci)=4V,(s), Cy(s)= (9

VaGrE)

sinh
a
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Majgc okreslpne AP(x, s), 4V (x, s) transformaty Laplace’a odchytek od stanu ustalo-
nego cisnienia i predkoscei cieczy w przewodzie hydraulicznym mozna, dokonujac odwrot-
nej transformacji Laplace’a, obliczy¢ 4dp(x, 1), 4dv(x, 1),

Ap(m, = HAP(x, )},
AvCx; =oc = IAV(x; s)},

(20)

a takze nastepnie p(x, 1), v(x, ).

Przed szerszym zastosowaniem komputeréw, obliczanie odwrotnych transformat
Laplace’a bylo trudne, z powodu ogélnie bardzo zlozonych postaci funkcji AP(x, s),
4V (x, s); czgsto praktycznie niemozliwe. Dlatego t¢ metode przedstawiano gtéwnie w cha-
rakterze dydaktycznym, a ewentualne jej zastosowania dotyczyly prostych przypadkéw [4].

1
1 i n
| | ] | |
| | I ] I
P k P k
Rys. 1. Schemat polaczenia larncuchowego : Rys. 2. Schemat polaczenia roéwnoleglego
elementow hydraulicznych elementéw hydraulicznych

Komputeryzacja obliczeni pozwala usungé¢ wymieniong niedogodnos¢ metody transformacji
Laplace’a. Przy tym, w odréznieniu od, na przyklad, metody charakterystyk — w ktérej
rozwigzanie odbywa si¢ na calej siatce plaszczyzny x, ¢ — metoda transformacji Laplace’a
pozwala oblicza¢ rozwigzanie bezposrednio w wybranym przekroju lub przekr()]ach prze-
wodu hydraulicznego.

Warto zwroci¢ uwage na jeszcze jedna zalete opisanej metody. Otéz, w strukturze
systemu hydraulicznego wystepuja gtéwnie dwa rodzaje polaczen, laficuchowe — jak
»hematyczme pokazano na rys. 1 i réwnolegle — jak schematycznie pokazano na Iys. 2.

Przy potaczeniu tancuchowym elementow

n—1
| Aij(<S) = H Bn—i APP(S) > i (21)
4V (s) =0 | 4V(s)
2dzie B; oznacza odwrotng macierz taficuchows elementu i. Oznacza to, Ze przy polaczeniu

fancuchowym zastepcza odwrotna macierz laficuchowa jest iloczynem odwrotnych macierzy
fancuchowych poszczegélnych elementéw. Przy polgczeniu réwnoleglym

AV, (s) 4 AP (5) -
= A P 22
[A Vi(s) igﬁ L 4P(s) | )
edzie 4, oznacza macierz admitancyjng elementu i. Oznacza to, Ze przy polaczeniu réwno-

‘eglym zastepcza macierz admitancyjna jest suma macierzy admitancyjnych poszczeg(Sl?
aych elementéw. Postugujac si¢ zaleznosciami (21), (22) mozna znaleZ¢ zastepcza macierz,
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na przyklad odwrotna }aﬁcuéhowq, ztozonego systemu hydraulicznego. Bozwala to, majac
dane transformaty rozwigzania w jednym przekroju, oblicza¢ je — a nastepnie rozwiazanie
w funkcji czasu — w wybranych innych przekrojach.

3. Korekcja przebiegu uderzen hydraulicznych z uiyciem metody transformacji Laplace’a

Uderzenia hydrauliczne wymagaja srodkow zabezpieczajacych przed ich skutkami —
wymagaja stosowania urzadzen korygujacych przebieg wystepujacych wowczas zmian
ci$nienia i predkosci cieczy. Przykladowo, w systemach wodociggowych dotyczy to specjal-
nych urzadzen odcigzajacych (m. in. zawordw); w systemach zasilajacych turbiny dotyczy
to regulatora sterujacego ruchem (zwlaszcza w kierunku zamykania) zaworéw regulacyj-
nych przed turbing.

Formulowane ze wzgledow bezpieczefistwa wymagania (w postaci ograniczefi) w odnie-
sieniu do przebiegdw przejsciowych podczas uderzen hydraulicznych dotycza:

a) maksymalnej i minimalnej wartosci dodatnich cisnien,

b) ilosci okresow drgan ci$nienia,

¢) czasu stabilizacji ci$nienia,

d) szybko$ci zmian predkosci kqfowej turbin wodnych.

Czesto wymienione wyzej wymagania mozna ujaé za pomoca catkowych kryteriéw
optymalnosci, z ewentualna dodatkowa kontrola procesu przejéciowego w rozwigzaniu
catkowo optymalnym. Przykladowo, jedno ze stosowanych kryteriow catkowych optymal-
nosci procesow przejsciowych ma postac

+ ?
I= [ (4p—A4p,)*dt=minimum, (23)
0

gdzie indeks u oznacza stan ustalony.

Rysunek 3 przedstawia typowy schemat blokowy ukladu regulacji automatycznej;
O oznacza obiekt regulacji (system hydrauliczny), R — regulator (urzadzenie korygujace
procesy przejsciowe podczas uderzen hydraulicznych)? p jest, przyktadowo, ci$nieniem w wy-

P*+ l—'— P

R

s = =

Rys. 3. Uproszczony schemat blokowy ukladu regulacji automatycznej

branym przekroju systemu hydraulicznego (p* — jego wartoscia zadang), z — sygnatem
zakiocajacym (powodujacym wystapienie uderzenia hydraulicznego, ujetym, na przyktad,
pod postzcia warunkow brzegowych). Postugujac sie schematem blokowym z rysunku 3,
zadaniem jest synteza takiego regulatora R, ktéry przy wystapieniu okres$lonych zaktocen
powodujacych uderzenie hydrauliczne minimalizowalby wartos¢ catki (23).

Oznaczmy

8P(t):AP(1)_Apu (24)

_—
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oraz
E (s)=oc{e(D}: ' (25)
Wowczas catka (23) przybiera postaé [2]
+ oo + o + o + 00
1 i 1 : Y
I— J [sp(t)]zdtr- f e, (1) [%Jv e'”E (w) dw] dt=£f !Ep(w)lzda) A (26)
0 (¢} — 0 =ic0
edzie
+ o 3 + 0 ;
[ e (t)e”dt="[ e () dt=E (o), : @7
(¢] = =0 g

poniewaz dla 1<0, g,(¢)=0; ponadto

E(w)=lim E (o +jo). : (28)
c—0

Na podstawie rysunku 3 mozna okresli¢ transformate uchybu ci$nienia E,(s), w zalez-
nosci od struktury (macierzy transmitancji) systemu hydraulicznego, danych warunkow
poczatkowych i brzegowych oraz struktury (transmitancji regulatora). Nastepnie nalezy
parametry regulatora dobraé¢ w taki sposdb, aieby catka (26) osiagnela minimum. Przy
tym. przystepujac do rozwiazania postawionego zadania, mozna by na wstepie zalozy¢
ogolnie regulator proporcjonalno-rozniczkujaco-catkujacy (PID). Optymalizacja polegataby
wowezas na okresleniu optymalnych parametréw regulatora o zatozonej strukturze.

4. Podsumowanie

Metoda transformacji Laplace’a, zastosowana do zagadnienn uderzen hydraulicznych,
pozwala ofrzymac rozwigzanie w postaci operatorowej bezposrednio w wybranym przekroju
systemu hydraulicznego. Stosujac odwrotng transformacje Laplace’a, otrzymuje si¢ roz-
viazanie w funkcji czasu. Ta ostatnia czynno$¢, analitycznie trudna, jest ulatwiona dzigki
komputeryzacji obliczen.

Zaleta metody transformacji Laplace’a jest rowniez mozliwos¢ formalnie jednolitego
orzedstawienia modelu matematycznego systemu hydraulicznego, za pomoca transmi--
12ncji, z wykorzystaniem do tego celu teorii czwornikéw [L3, 5]

W dalszym ciagu, postugujac si¢ transformacja Laplace’a, mozna stosowac¢ do analizy
uderzen hydraulicznych i do syntezy urzadzen korygujacych procesy przejsciowe podczas
uderzen hydraulicznych metody analogiczne do wystepujacych w teorii regulacji automatycz-
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Laplace Operator Analysis of Water Hammers
Summéry

The method of characteristics as used up to now for the analysis of water hammers provides numeric-
al results only. Application of.the operator calculus for the same purpose gives an analytic solution
in the operator form. The parameters of hydraulic line which are sought can be obtained as functions
of time from the inverse operator transform.

It is assumed that the velocity of liquid is low compared to the speed of sound (as in the method
of characteristics) and that the dependence of the pressure losses on the liquid velocity is linear. The
same boundary conditions as in the method of characteristics are assumed.

The operator analysis of water hammers as discussed in the paper makes it possible to apply for
the synthesis of systems protecting against effects of water hammers methods used in the analysis and
synthesis of automatic control systems.

Oneparopubii Merox Jlamiaca aHain3a FHAPABIMYECKHX YIApOB
y

Pe3rome

TIprMessieMBIA O CHMX TIOD B aHANU3E TMAPABIMIECKHX yOapOB METOJ XapaKTEPHCTHK ABJISETCH
WCKIIFOYHTEIBHO YUCICHHOTO THma. IIprveHcHue ¢ 3TOH IeNTbI0 ONEPATOPHOTO HMCYMCIIEHUS] MO3BOISET
OOJIyYNTh aHAIMTHYECKOE PEIICHNe B ONepaToOpHOM (hopme. B pesynbTaTe 00paTHOU ONEPATOPHOM TDAHC-
hopmauy IOJIYy4aroTCsl Pa3BICKMBAEMbBIC BEIUMYMHBI THIPABIMYCCKON TUHAW B (DYHKIMMA BPEMEHU, .

Ilpennmomaraercs, YTO CKOPOCTH JKUIKOCTH Maja B CPaBHECHUM CO CKOPOCTBIO 3ByKa (Kak B METOJE
XapaKTEPHUCTHK), a TakKe JMHEHHAA 3aBUCHMOCTS TOTEPh NABICHUS OT CKOPOCTH JKHANKOCTH; IPEIiomnas
TArOTCS KPAaeBble YCIOBHSA TaKOTO XK€ THIA, XaK W B METOJE XapaKTEPUCTHK.

OO0cyxIaeMblil ONEePATOPHEIA CIIOCO0 aHaju3a TAAPABIMYECKAX YIAPOB TO3BOJISIET NPAMEHATH i
CHHTE33 CHCTEM MPENOXPAHSIONTAX Hepel CICOCTBUSME THIPABIMICCKAX yHAPOB METOIBI COOTEETCTEY-
IOTHVE 3HAJW3y W CHHTE3Y CHCTEM aBTOMATHYECKOTO DEryTMpPOBAHUS.




