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JANUSZ STELLER
o cdańsk

Nieściśliw{ ol)ływ profilu umie§zczonego T palisadzie prostoliniowej orazmiędzy ściankami rórvnoległymi z u}zglęónieniem ńi"ktoĘ"łr,'ł;;i;i
zachodzących w warstwie przyściennej*

Rozwinięta przez k. Jacoba metoda obl.iczeń rozkładu prędkości wokół skończonych układówProfili w PrzePłYwie z oderwaniem została zaadaptowarlado palisad prostoliniowych. Jako szczególnyPrzYkład takiej PalisądY potraktowano palisadf .,aprr.miu.,ną ;;r;*;;;;;u w zagadnieniu opływuPłata międzY Ściankami równoległymi. omówiono sposób *yrnu"ruiiu- parametrów warstwy przy_Ściennej ze szczegÓlnYm uwzględnieniem powstawania pęcherzy 
"d"r*arrlry"h oraz kryteriów tur_bulizacji, całość metody obliczeniowej ujęto w formę schematu blokowego

1. Wprowadzenie

,Z wzarów Blasiusa-Czapłygina [20] wynika, ze w warunkach bezoderwaniowego opły-wu ProfiIu cieczą idealną, jej całkowitareakcja nie posiada składowej skierowanej wzdłużkierunku napĘwu. Brak oporu opływanego ciała * -Zwany paradoksem d,Alemberta _
stoi w jaskrawej sprzeczności z powszechnie znanymi faktami dośrviadczalnymi.

TrudnoŚci tej starano.się zaradziĆ na długo przed rozwinięciem numerycznej męchaniki
Pbnów, a zwłaszcza tej jej gałęzi, która zajmuje się opływem płata ciecząLepką. Temu celowisfużyły prace Kirchhoffa, Helmholtza, Zui<owskieg";;", i;;;; a.au"rr, ktorzy paeząwszy.od schYłku ubiegłego stu]ecia 3ajmowali śię opĘwem pĘtki orazin y"t ir7.rrtjj;;ó;,powodujących oderwanie, krawędziach (głównie klinów i łuków krzywotiniowych). postę-
powanie polegało z reguły na założeniu pe]nego schematu nrr"ołr*o 

" 
od..*urri"* i;;schemat Kirchhoffa, Riabuszyńskiego, Roshkol ln.), u ;;;;r*i"';"szukiwaniu odwzoro--wania płaszczyzny fizyczrrcj na płaszczyznę hodografu prę&osci lub potencjafu zespo*lonego, zakładano pvy tym zwykle stałą szybkość przepł}wu na granicy śladu aerody-namicznego oraz istnienie wzajemnie jednoznacznej odpowied niości między płaszczyznąfizlczną a pomocniczą. IJzyskany tą drogą współczynnik siły oporu *vt .rńń- r^r*i*^i'sPore odstęPstwa od wartoŚci empirycznej. Według G, Birkhoifa i E. H. Zarantone'lo

[3] główną PrZYczYną takiego stanu rzeczyjest tak zwalaniestabilność Helmhoitza, która
""_:,",,* nladu aerodynamicznego rozwlla się o wiele szybciej ,i' nu granicy kawerny

u,"r*.T"u.," 
wykonana w ramach Programu Rządowego PR-8 pt.: ,,Kompleksowy rozwój energetyki,,]

t3l



J. Steller

kawitacyjnej. Rzeczywiście, rezultaty otrzymane dla przepływów z superkawitacją wYkazują

o wiele lepszą zgodność z doświadczeniem.

Sytuacja uległa zdecydowanej poprawie w wyniku roaroju teorii warstwy przYŚciennej

olaz numerycznej mechaniki plynóv. ż jednej strony możliwę stało się określenie współ-

czynników naprężeńa stycznego oraz punktó,w oderwania na przeszkodzię o dowolnYm

ksataŁcie, ź dńeiE zaś - taka modyfikacja zakładanego schematu przepływu, by uzyskaĆ

u,yniki ńliżone do doświadczalnych.
przykładem szczególnie owocnego postępowania jest metoda osobliwoŚci rozwijana

od początku lat sześćdzięsiątych przezK. Jacoba [11+ 15] i oparta na teorii harmonicz-

nycl pól wektorowych, a iv]laszcza wynikach E. Marterlsena i K. v. Sengbuscha

tig]. Śvmulując obszar oderwania, jak również obecĄość warstwy przyściennej, Polem Pręd-

kości pochodzącym od pewnego rozkładu źródęł na konturze profilu* udało się uzYskaĆ

wartości współczynników siły nośnej i siły oporu zbliżone do wa ftości zmięrzonych doŚwiad-

czalnie [13, 14]. Pod koniec lat siedemdziesiątych metoda była jń na tyle ronvinięta, by

uwzględnić obecność laminarnych pęcherzy-oderwaniowl,ch, wprowadzić poprawki na

ściśliwość oraz uogólnió jąna układ kilku proflli [15]. Metodę zastosowano równieŻ do

opływu płata umieszczonęgo w tunelu |27], Płat między ściankarni równoległymi potrakto-

wano _ podobnie jak we wcześniejszej pracy łV. J. Prosnak a |2I] - jako fragmegt na,

przemiennej palisady prostoliniowej. Obliczając opływ profilu uwzględniono wpłlłv po_

zostałych elemęntów palisady w postaci nieskończonego szeregu przyczynków.
podobna metoda była też sto§owana do analizy przepływu ptzez palisady prostoliniowe

z uwzględnieniem zjawiska oderwania ptzezW. Gellera [B]. Rozkład źródłowości symu-

lującyóh oderwanie nie był tu zadawany standardowo, z dokładnością do czynnika skalu-

jącego, jak to czyni K. Jacob, \eczwyznaczany z żądania stałego ciŚnięnia na kontu,rze

p.ońlo * obszatzę oderwania. Podobnie jak ry pracach |II, 12], nie uwzględniano obecności

przyłączonej warstwy przyściennej, a ślad aerodynamiczny rozciągał się do niesĘończo-

no'i'o*rrrr" 
wyniki są nadzwy.czaj istotnę z punktu widzenią teorii maszyn wirowYch,

a \\. szczególnoScl _ hydraulicznych maszyn odwracalnych, w których zjawiska oderwania

przepływu zarówno oółopatek wirnika, jak i kierownicy nie da się uniknąĆ. DowodY trvier-

dzeń zamieszczonych w pracy [18] wskazuj ą, że przedstawiona tam teoria przenosi się bez

zmian na palisady, w których elementem powtarzanym okresowo jest nie profil pojedynczy,

lecz układ kilku proflli. Szczególnym przypadkiem takiej palisady jest palisada naprzemien-

na vystępująca przy okazji roaviązywanla zagadŃenla przepływu między ściankami rów_

noległy,mi,
W tej sytuacji dalsze prace nad zastosowaniem koncepcji K. Jacoba do okresowYch

układórv profilowych na|eży uznać za przedsięwzięcie celowe. Zadanięm prezentoWanej tu-

taj pracy jest sformułowanie podstaw teoretycznych i zasad funkcjonowania metodY obli-

czeniowej. SzczegoĘ numerycznej realizacji algorytmu jak również jego weryfikacja do-

świadczalna będą przedmiotem oddzielnych opracowań.

* Na możlEwość wprowadzenia
mctody odwzorowań kon]|oremnych

takiej symulacji w ramach rozwiniętej przez W, J. ?rosnaka
[22] wskazano m.in. w pracy [28l.
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2. Podstawy teoretyczne

Niech Lo(profil) będzie mta'tym,jednospójnym obszarem w płaszczyźnie (ą y) ogra-
niczonym nieprzecinającą się krzywą zamkniętą Go (kontat) sparametryzowaną odwzbro-
r,aniem ę-r(x(q), y(rp)) ńżniczkowalnym w sposób cągły. Patametryzaqę tę można zaw-
sze dobrać tak, by jej okres wynosił Ltc, co. oznacza w szczególności, że

x(0):;ęl2rr; otaz y (0)= y (żn).

Niech i, j , Ż oznaczają wersory skierowanę odpowiednio wzdłuż osi x, y, z. Ptzez płaską
palisadę prostoliniową (rys. l) rozumieć będziemy za [18] sumę teoriomnogościową nie-

Rys. 1. Płaska palisada prostoliniowa

skończenie wielu obszarów 0o, ł:0, t1, +2,..., utworzonych z ao przez przesunięcie
o węktor kti , gdzie t (podziałka palisady) jest na tylę dużą rzecrywistąticzbą dodatnią, by
brzegiGl,tych obszarów nie miały punktówwspólnych. Przez a* i a_ oznaczamy odpowied-
nio odcięte najbardziej na prawo i na lewo wysuniętych punktów tych obszarów, natomiast
ptzez,il - obszar |eżący na zęwpątrz palisady. Weźmiemy pod uwag.ę pola wektorowe v
określone r'a,il. i€e(k:0, t1, ...) i obdarzone następującymi własnościami:

- v jest ciągłe na G1,(k:0, +1, +2,..,),
- v jest harmoniczne w ,il,
- jeśli (x,y)ed uUGo,to v(x,y+t):v(x,y),

- istnieją grurri.. 
*

' li* |e+z",ltv(x, ł)|:g
x+ió

rozumianę w sęnsie zbieżności jednostajnej.

(1)

3-1 "1



, .j,:,;'§"t:

-6 J. Steller

Niech un i tl, oznaezają odpowiednio składową normalną i stpaą wektora v zaczepio-
nego.na €9. Ptzez źródłowość całkowitą profilu #u rommieć będziemy całkę

natomiast przez cytka|abję wokół'rr:ł::r. 
"u'uu , 

(3)
€ę

F}zy tych założęniach można udowodnić następujące twierdzenia [l8]:
Twierdzenie 1: Istniejq takie stale wektorowe v,.*:(?1.,,'a**r) i y_*:(u_*,, 0_*r),
ze dla wszystkich a'+żd+ i a'_<a* oraz dla wszystkich y zachodzi

. '*'r.tf
_ l '(a'a, 4)dĘ:v **. (4)lJ
'-',

Tr,.,ierdzenie 2ł Różnicą wartości średnich (4) określoną jest przez całkowitq cyrkulację
i źródlowość profiIu 0o wzorem

y+*_y__:Łn*!ł (5)tt
Tliierdzen ie 3: Pole v,ektorowe v da się przedstawić w,d wzorem:

y:v--grada+rct(Yż), ,. (6)

gti:ie t ,.:(u ,.*. u-r) jest średniq ąĘ)tmetyczną

v.:}(v-.fv*-), (i)

. natomiasl . IrO: _ $ u,F ds (8)

'nł, 
"

i
1rY:źntr,n a,

€g

są harmoniczłt1,1tti i okresowymi względem y funkcjami z' jądrem całkowym

(9)

(10)F(x,y;Ę,q):In 1

| ^f . 2n(x - Ę) zn(y - il1i2l ch 

-_cos 

lV't"" t )

Twierdzenie 4: Dila każdego przeclziału l-}<n<l+! XnUlą wartości graniczne
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rczwniane w sensie zbieżnoŚci jednostajnej

' lim v(x ,Ę):y__ orąz lim v(x, ł):y+..
Jl+-@ J++@

(1 1)

Tęierdzenie 5: Niech u, i u, będą dwiema funkcjami ciqgłymi na Go, zaś v. pewną stalą
łektorową. Wówczas spełnienie któregokolwiek z dwóch równń całkowych

{12)

(1r1

,iest x'arunkiem koniecznym i wystarczającym dla istnienia pola wektorowego y w ,il i na
t'1, k:0, +1, +2,..., które posiada na G6 składową normalną u, i skladowq styczną,ut
i którego wartości średńie va* spełniają równanie (7). DIa każdej kombinacji D,, Dt, y*,
która spełnia równania (12) lub (l3) istnieje dokładnie iedno tąkie pole wektorowe; dal'e się
ono przedstawić równaniami (6) do (l0).

Symbolami ii 0l\norurii.óf 0t oznaczono tutaj odpowiednio węrsory i pochodne skie-
rowanę normalnie oraz stycznie do konturu. Należy zwrócić uwagę, żę ca]ki we wzorach
(12) i (13) rozumiane są w sensie wartości głównej Cauchy'ego. Całkując po kontuize nie
obejmującym biegu,na jądra całkowego F otrzymalibyśmy szczególny przypadek równania
(6). Twierdzenię 5 ma podstawowe znaczęnię dlb prezentowanych niżej mętod obliczenio-
rłych.

3. Przepływ przez palisadę prostoliniową

W dalszym ciągu kropki nad współrzędnymi i innymi więlkościami określonymi na
konttrrzę oznaczać będą różniczkowanie względem parametru p. Jeśli wziąć pod uwagę, że

u,+ ! ! $r,n ar:2(i, v_;11 !_6ą r ar,fionJ ftdtJ
€g ,. €o

lar ^ laru,ł- -§u,F ds:2(t, v-)- ^ $a,F ds,ftonJ fiOtJ
Go '6o

to równanie

7
a,(Q)- 

ẑrc

(1 3)

2n

lr
J
0

a*aid
fu ł ic2 +,jl' óx ł i'+ 1,' ay

oyoxa
^ l-:-;--,- ^0n ,łx,+y,dx ł i'+ i' ay

można zapisaó w postaci

2r

@ , v) u,(ń dv :2L* {p) u . - + y (ę) , * ,]+ :f 'r, , y) a,(jy) dy ,, żTJ

*,:r,łłTf ,
*,:r,łłT?

(13a)

(13b)

(14)'

(15a)

(15b)

gdzie
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ozndczająodpowiednio normalną i styczną do konturu składową prędkości zredukowanej,
zaś,jądra całkowe K i L wyrażają się wzorami:

2nK(a,w):T
2n|x(rp)- x(ty)f, znLy@')-y(ń]

-cos t

a:2-arcts
0łp

2n|x(rp)-x(v\ 2nLyk)-y@)]
+y(p)sin

Żn|x(fu-xQĄ] zltly@)-y@)]

rlyk)-y@)7

n|x(tp)-x(y)f
;-(16)

i (o) sh
żftL(ę,V):T

- cos

.Zn|x(ę)-x(ńf
ch 

- 

- -cost

:-"teT*H(q,v),

zn,lykD-y@)7

(17)

(18)

Z równań (16) i (18) wynika w

o
H (łp , ty):; ln

oQ . ,Q-V
Sln- 

- ż

szczególności

2r

I rkł,v)dę:2n
0

l ru@,w)drp:o.
,o

(19)

(20)

Związki (l9) i (20) okazają się.pomocne przy pokonywaniu trudności mviązanycll
zWznaczeniem wartości jądra całkowego K oraz z osobliwością jądra tr w punkcie yl:
:E.' Całość metody obliczeniowej sprowadża się do roz,łłiązania równania całkowego
(I4) zewzględu na @t przy zalożonym rozkladzie prędkości normalnej do konturu. W szcze-
gólności w przypadku opływu cieczą idealn ą zakład,a się spełnienie warunku aJn:a. W przy-
padku cieczy rueczywistej symuluje się obecność obszaru oderwania pewnym zadanym
z gory - z dokładnością do wępółcłnnika skalującego - rozkładem źródeł o gę§tości

liniowej ql kys.2). Obecność viarstwy przyściennej symuluje się rozkladem źródeł o gę-

stości q2 liczonej ze'zvłiązkll |I3)

QI)q2ds=cl(il,ór),
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a)

Ę=Qo =V-
,:,,(Fł

Rys.2. Standardowy rozkład zródłowości symulującej obs)ar oderwania na profilu symetrycznym (a)

i asymetrycznym (b) (według [13])

gdzie órjest liniową miarą straty wydbtku. Przyjmuje się, źe w obszarze oderwania gęstośó

źródeł q2 fialąę liniowo do zera na krawędzi spĘwu. Dowodząc twierdzenia 5 wykazuje
się, że spełnienie równania (lż) i (73) oznacza zńkanle prędkości normalnej i stycznej do
konturu po jego stronie wewnętrznej. Wynika stąd, że zadaanę rozkładu prędkości nor*

malnych i stycznych do konturu'profllu po jego stronie zewnętrznej równoważne jest

obłoź;ęniu go warstwą 'ródeł i wirów-o gęstości liniowej vynoszącej odpowiednio

Q:Un ofaz !:at,

K. Jacob [13] wykaza'ł, że znaczne polepszenie dokładności obliczeń oporu profrlu
pojedynczego uzyskuje.się umieszczając za nim upusty o'intensywności równej

Et= - § qra, oraz Ez: - § qrdr. (22)

Wprowadzenie tych upustów sprawia również, że prawo zachowania masy"naruszone
jest jedynie w ograniczonym obszarze zastoju. W przypadku palisady prostoliniowej za-

pewnia się spełnienie warunku

' a-o":O+oi,

Jacob proponuje,by w przypadku profilu pojedynczego współrzędil€ (Jf"1,, !,t) i (x,r,!"z)
upustów EL i E2 określić następującymi wzorami ś

{x"r: /+ s* ,

lą
|;r., 

: -l, + (x"1 - xM) tg : ,

f x"2:1,06I ,

1Y",: O,

(23a)

(23b)

gdzie a jest kątem nalarcia, / - długością cięciwy, s* - długością łuku konturu między
punktami oderwania Ai t],zaś(xr,la) - środkiem łączącegoje odcinka (rys, 3). Pio-
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(*sr,gcł)

Rys.'3. Geometria przeplywu z oderwanięm (według [13D

pozycję tę uzasadnia przede wszystkim dobrą zgodnością uzyskanych wyników oblicze-
niowych z wynikami pomiaru\współczynnika oporu. Wydaje się, że jest to dobry punkt
wyjścia do ewentualnej optymalizacji położenia tych upustów za palisadą prostoliniową,

której graniczną postacią jest właśnie profil pojedynczy. Oczyriście wzory (23) nalęży
odczytyvvać w -układzie,współrzędnych młiązanym z cięciwą profilu, zaś przez a naleĘ
rozumieć odchylenie wektora y. od tej cięciwy.

Ostatecznie równanie (14) można przedstawió w postaci

,2n 1r@,-: l X(E , v/)@,Q{)ń//:2(iu.,*i u* )+rcnr+rcn , Q4)
.rII J

o

przy czym człony Kn1 i K,2 zapisują się wzorami

. . 2n(x-x",) 2n(y- y")
xsn 

- 

+ysln-
(25)

,2n(x-x") 2n(y-y,,)cn- -cos-tt
(i:1, ż\.

Symbole o)n, i {D,. uĄte w równaniu (25) oznaćzają odpowiednio prędkości zredu-
kowane

l':.@,t:Qtł*'+i', (26a)

@nz:Qzłi'+,;':.4(u,ó)ldo Q6b)

Celem skrócenia zapisu pominięto symbol argume4tu (p) wielkośći nie umięszczonych
pod znakiem całki.

Równanie (24) jest typowym równaniem Fredholma II-go rodzaju. Jego rcz,łłiązańe
jest kombinacją .liniową

, @t: U**(lJyłD*r(Dzt+ cco3t+ gaarła5

tomłiązań równania jednorodnego

(27)

1f E,
K,i: n_ l t(,p, v) a,(v) dv + 

=żftJ t
o/

1r
, r,- ń, J 

* rr, v) łr'l,(v) dv : 0 (28)
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z warunki€m

oraz rólvnań niejednorodnych

2r

l o3,(yt)ńy=)n!
o

2ftlr
* r,- ń ) 

* (r, y) uyQy) dy :2x,
o

zfrIr,r,- ń J 
* r, , ty) a2,Qy 

,) 

dty :2y .

0

2r1r
au,- ń ) 

* t, , w) aur(v) dv : Kn7 ,

,o/:

1r
@ 5t- - l rc@, V) a s,(V) dty : rc,2.

żIl J'o

-[Co(A i c, g):Co(O 3 c, g),

|C,{,ł ; c, g):Cr(IJ ; c, 9),
lvGą; c,0):Y(o; c,g),

(30)

(31)

(32)

z warunkami

2n 2n żfr

I^ 
a,r,@) d o : l aą,QĄ d'ę : I.o,(q) d,ł :0

oi o o
t.

Ronłliązani a równań (2S + 32) odpowiadają kolej no
'* czystemu przeptywowi cyrkulacyjnemu z prędkością v*:0,
- bezcyrkulacyjnemu przepływowi z prędkością v*:(1,0),
- bezcyrkulacyjnemu przepływowi z prędkością v.:(0, l),

- bezcyrkulacyjnemu przepływowi wywołanemu standardowym rozkładem pręd-
kościnorrnalnycha;,nsymulującychzjawiskooderwaniazwarunkięmY-:0,

- przepływowi wywołanemu rozkładem prędkości normalnych cłl2tr symulujących
obecność warstwy przyściennej ż narzucolym warunkiem Kutty-Zukowskiego oraz
T*:0,

Jest faktem powszechnie znanym, żę obszar oderwania charakteryzuje się nikłym
gradieptem uśrednionej wartości ciśnięnia. Warunek ten jest spełniony, jeśli zażądaó by
ciśnienia w punktach oderwania A j U na obu powierzchniach płata oraz w punkcie O
oderwanej liniiprądu, położonym bezpośrednio nad krawędzią spłylvu, były jednakowe.
Oznacza to spełnienie układu równań

(33)
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gdzie Cojest współczynnikiem ciśnienia liczonym ze wzoru

u!+u!
Ce:I--;t-,

w@

zaś symboletn Y Qzlaczono funkcję prą4u. Do romńązania układu równań_(33),spfo,

wadza się stosowany przez K. Jacoba sposób obliczania współczYnników c i g. Konieczna
jest.tu oczywiście umiejętność wyznaczania funkcji prądu oraz prędkości cieczY w dowol-

nym punkcie (x,y) pola przepływu F

Z twiętdzenia 3 wynika, że wielkości te wytażają się następującymi wzorami:

2n

aY
0X:=-:uax

oy

sh-[2n (x, x",)/t]

ch|Zn (x - x",)/l] - cos |2n (y - y ) l t)
(35a)

y : - u *,, x * u * r 
y _ 

*,{,,c rl r" 
{z b^Tł9 _ 

"""T 
(l :1 rłfI o, *

2n

*_! i ,.{,ńN"tetffi]ffiaw+
zlt J

0

-2 E, tg [n(y-y.,)/t]+ L,}*"ts;ffiG:ijń, (34)

_1i a,(q)siaVn(y-ą(q))|t]dę *-aJ -
:2x

, 1 f .,(ę)sh[2rr(x-{(ń)lt7dę*a Jeu +

r0

*śŁ
i?t 2t

2r
aY 1 | o,(p)sh|2n(x-Ę(łp))tt]d,p

J l "-, - -L

0x " "Y ' 2t J ch [zr(x- ć(q))|t]-cos|2r(y-aQfl)tf

zft

1 r al,(p)sin l2"(y-ry(d)lt]aę
-L- l "", - J' żt ) ch|2rc (x - ć (0) l tJ- 

""s 
|2n (y - a @)) |t]

o

_śĄ sin|2r(y-y")lt) (35b)
' ,?, 2t ch [2r(x-x",)ir]-cos |2rc(y-y"1)|t]

gdzie symbolami Ę, q oznaczono współrzędne konturu profilu.
We wzotze (34) uayto symbólu Arctg (tg(-)/th(-) zamiast. arctg(tg(-)ith(-))

dla zaznaczenia, że mamy tu do czynienia z funkcj ą ciągłą zarówn<j ze wzg|ęda na argu-



(tn(ń,tq(

(tn(x'),

Rys. 4. Szkic definiujący funkcję g=Arctg (tgIńlth (y)) w przypadku obliczeń nad (a) i pod (b) profilem

l..

Rys. 5. §chemat blokowy obliczeń pr7epływu
z oderwaniem

, o rŁ, i q.g ą anie row noń ( 26 + 28)

ót4= at7 ? Ón1 = ón2=0 ; != O ;

aoL}, a'ńego ws@kzgnnka c , bg apetnia,
ng ą? wąrunek Kullg - Zukowskiego

rozk|awdkąści z wzaru (27)

z pprzednim

rołnoń Gł)i (32)

:e ukladu rórtnan

(33) z ntćwiadomgmi C. ! t lo



t4 J. §teller

ment umie§zczony pód znakiem tg, jak i pod znakiem th. Przykładorvy spo§ób definio-
wania funkcji .9:Arctg (tg (./')^h (x')) w przypadku obliczeń nad (a) i pod (bipowierzchnią
profilu, przy założeńu |/|<nl2 przedstawiono na rysunku 4. Jeśli nlz<iy'|<3al2,= ta
wynikającą z rysunku 4 wartość funkcji należy z;nienić o n,

całość obliczeń da się ująć w schemat blokolvy przedstawiony na rysunku 5. w ko-
lejnYch krokach iteracyjnYch oblicza się rozkład prędkości na profilu, a na jego podsta-
v,ie - parametry war§twy przyściennej. K. Jacob ustala położenie punktów A i U w od-
ległoŚci ę0,01/ od krawędzi spływu, a następnie przesuwa w kolejnych krokach punkt
oderu,ania ,4 w kierunkuikrawędzi n'atarcia. postępuje tak dopóty, dopóki w|znaczony
z teorii warstwY PrzyŚciennej punkt oderwania nie okaże się położony bliżej krawędzi
spłlrru niż punkt przyjęty do obliczeń. w przypadku opłylvu symetrycznego punkty ,4
i Ł- są Prze§uwane jednoczeŚnie. Takię postępowanie,gwarantuje zbieżnośó procesu itera_
cl_ine-so- jakkolwięk ustalanie z górypołożeiiia punktu O nosi znamiona sztuczności. W opra_
corianl,ch ptzęz a|Ltora niniejszej pracy programach obliczeniowych przyjmuję się, po
Prostu. PunktY oderwania wynikające z ostatnich obliczęń warstwy przyściennej, u p.oJ*.
iteracrjnY kończy się, jeśli dwa kolejne kroki wskazują na te same iub bezpośrednio z sobą
ęsiadujące Punkty obliczeniowe. Dotychczas zdobyte doślviad.czenie wskazuje, ze proces
obl:czeniowY jest szYbkozbieżny, chociaż w przypadku tak zł,anego rozerwania krótkiego
Pgcherza oderwaniowego (patrz rozdział 5) należy liczyć się z możliwością powaznych
Mstępstw od tej tendencji.

Kilka słów komęntarza warlo poświęcić sposobowi rorwiązywania układu równań
{-i3), oióż dokonuje siętego tra.ktując c i g jako uwikłane funkcje rzędnej yo punktu o
]EŻące_eo nad krawędzią spływu profilu (rys, 3). Tch rozwikłanie rvymaga * pi"r*rryrr-,
Prnbliżeniu (bez uwzględnienia rozkładu prędkości symtllujących warstl,vę przyścienną)
rozrriązania kwadratowego równania algebraicznego. Dalsze przybliżenia *oznu u"yrkuć
slosujac nP. metodę N'ewtona. W ten sposób zagadnienie sprowadza się do rozwi ązania
n:c|:niorrego rówllania algebraicznego

F(yo)= V((xo, yo); c(yo) , sOł)-V(A; c(yr),9(.lro)):6.

4. Przepływ rniędzy ściankami równoległymi

Przedsiau ione przez E. M artensena i K. v. Sengbuscha Il8] dowody twięrdzeń
cYtorranl-ch rv rozdziale 2 wskazują, żę twierdzęnia te zachowują swą moc, jeśii założyć,
h 3o iest sumą teoriomnogościową skończonej liczby rozłącznych podobszaiów #or,8or,
",,Ąot sPełniającYch założenia uprzednio nakładane na !8g. Oczywiście, całki po,kon-
irrrze po_iedl'ncz'm €o należy wówczas zastąpić sumą całek po konturaclr Gor, Gor, . .., €oI,
wobec czego rólrnania (12) i (l3) przyjmują postać

1
,. ._]- _

ft źf
€o;

*,ź,§
€oł

. 1óu,,Fds:2(ii, v*)+-i.-, ndt,
ur, Fds (36)
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oraz

Dti***,ź, 
§u,iFd,s:2(i, 

,-)- * *,ź, §n,ro, 
(37>

'łoJ ęoi /

(i:t ,ż,...,I),
gdzieu,i,u,,,i,,i,są odpowiednio składowymi pola prędkości oraz wersorami normalnymi

i stycznymi do konturu €o,.W szczególności twierdzenia,rozdziaŁu 2 można stosorłaĆ

do naprzemiennej palisady z rysunku 6. Palisadę tę ueyskuje się poprzez naprzemienne

odbicia symetryczne profilu 0{ wtaz z jego uprżednimi obrazami względem prostych

!:O i !:H. Z zasady symetrii Schwarza wynika, że potencjał zespolony opisujący prze-

pĘw przez' taką palisadę stanowi przeilużenie holomorficzne potencjafu opisującego

przepływ wokół profilu fi{ umiesz,czonego międży liniami równoległyrni y:0 i y:H

1§

ly

Rys. 6. Palisada naprzemielrna (we<tług [2t])

Oznaczmy wskaźnikami *, -'więlkości
i 0§. Wówczas odpowiednik równania Qa)
kowych

i

odnoszące się odpowiednio do profitru

zapisuje się w postaci układu równań

gł
cał-

1f
@; -: l lx--(,p,ńui @)+K-*(ę,v).ł(v)Jdv:

2rE J
o

:21+ u*,łrcłr* +*łr-+rc|2" +t}r-, (38a)

*rcf,r*, (38b)
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gdzie jądra całkowe oraz człony rn d-efiniowane są równaniąmi (16), (17) i (25) z tym,
źe pienrszy wskaźnik odnosi się do wielkoścj parametryzowanej przez ę, zaś drugi do
wielkości parametryzowanej przez zmienną całkowania 17 lub do współrzędnych upustu.
Jeśli profll tak sparametryzować by punkt (r-@), y-(q\) był obrazem punktu (r*(ę),
y*(ę)) rv symetrii względem..osi x, to okaże się, żę oba równania (38) są równołvażne
rórł,naniu

2frIr_
a,- } l r kp, v)w,(v) dv :2iu *x*rt,l*rtn2,

zTl J
0

*,,: * I 
r rr, ly) cl,,(ly) dy ł 

?o 
" =L,,,

zfi1r
,!--- | o,(ę)ln

+Tt J
0

dV,1-
": a;:'*-*ń,=Ę,,, {-" I

(39)

,gdzie

K(p,w): _ I o
lI d=-1l1

y ( p) sh |n (x (rp) - x (v)) l H] - * @) sin [n (y ( p) - o y (ń) l H]
ch|n (x (q) - x (0) l Ą- cos [ru (y (p) - o y (ń) l n] , (40)

(41)
* sh [n (x - x")lH] + y sin |n (y - oy 

") 
l Hf

ch [li (x - x")/tl] - cos |n (y - oy,) l Hl
i:1, 2,

i r,_ ,._r fi s. i(p)shtn(x(p)-x(ń)tHJ+y(p)sin U(y(łp)-oy(ńl)U] /^Ą\

H o=?1.L ch [n(x(p)- x(0)ln]-cos [n (y(,p)-oy(ń)luT

W równaniach (39+42) opuszczono świaclomie wskaźniki ł, -, gdyż wszystkie
występujące w tych równaniach wielkości odnoszą się do tego samego profilu. Dla usta-
łenia uwagi przyjmiemy, że profilem lvrn jest 0{. Ze względu na znikanie składowej
łn, tozlviązanię równania (39) jest kombinacją tylko czterech rozvliązań niezależnych.
Posfugu.jąc się oznaczeniami z poprzedniego rozdziall mamy

@t:1)@x0)1t+ ca3r* ga4rłro5, G3)

pozostały tok postępowania jest taki sam jak w przypadku palisady nieskończonej. Funkcja
pfąd} ł:raz prędkość przepfuwu w dowolnym punkcie (x, y) wyrażają się następującymi
wzoramn:

Y:u*

2x

* 
"=ł,, [+ I,,@) 

*"*:##&# o, *

_2F_
+ I -'Arcts

i=l ZTE

tg|0,5n(y - oy")lH7
th[0,5n(x- x",)lHJ

al,( p) sin L" (y - orl (dY Ą a,ł

}, 
ę4)

ch [n (x - { ( rp)) | Hl - cos |n (y - aa @)) l U]
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-I
0

co,(p) sh [n (, - ć (d) l H] d a
ch [ł (x - { ( @) l Hf - cos |n (y - or1 QĄ) ffi

Eł
l,

sh [m(x- €(d)la}a

+'
i-1

(45a)

(46)

(47a)

(47b)

(48)

aY1 co,(p) sh ln (x - Ę (p)) l H] d ę0y: 0x 4H ch frr (x- { ( d) l H}- cos [r (y - or] (d) l H)

a,(ę) sin ln (y - rq (d) l U] d,ł
+

ch [ru (x- { ( d) l HJ- cos [n (y- oą (d) l Ą

_io sin|n(y-oy")lHf ] f,EL\l ! Li - \. (4)b)
ili 'ch [n (x - x";)//l] - cos |n(y - oy")|HfJ

5. Wynaczanie parametrów warstwy przyściennej.

Realizacja obliczeń wedfug schematu blokowego zaprezentowanego na rysunku 5
wYmaga Wznaczanła parametrów warstwy przyściennej. Konieczne informacje można
uzYskaĆ stosując niezbyt czasochłonne metody przybliżone oparte na związkach całko_
wych ,[30]. Spośród metod, których zakręs obejmuje zalówno warstwę laminarną jak
i turbulentną, szczegó|nąpopularność zdoĘły metody Łojciańskiego [17], Trucken-
brodta |2,29+3I], Epplera |6],Walza|32]orazRotty t23]. K. Jacobstosujewswoich
Pracach metodę Rotty opartą na nviązkach całkowych Kdrmana i Leibensona, W. Geller
posługuje się metodą'Y{alza, natomiast autor tej pracy zdecydował się użyć metody Truc_
kenbrodta. Pierwotna jej wersja, opublikowana już w roku i952 |29], była późruej przęd-
miotem wielu udoskonaleń 12, 30, 3l].

Podstawą metody jest równanie różniczkowe Leibensdna, które ruądzi liniową miarą
straty energii ó3. łv przypadku przeptywu nieściśliwego zapisuje się ono w postaci

{" rtJ
o"=Ę1,1

a-

l

J

dól..ó3dU 8

- 
-|J 3-.ds U ds pU"'

gdzie u - prędkość' styczna do profilu w przepływie potencjalnyffi, J - współrzędna
krzYwoliniowa mierzona wzdfuż konturu profilu, e - energia rozptasz;ana w obszatze
warstwy przyściennej.

Dalsze tozważańa wymagają wprowadzenia parametrółv kształtu Hrr, H, i ,t/ okre-
ślonych wzorami

Hp:6j62,
H32:63ló2,

dH dHy_-: 

- 

.H (Hp_I)Hrr'

a Prace IMP z. 8?
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oraz |jczb Reynoldsa Re':Uólfy, Rer:g5r1, i Re3:Uór|v; gdzie 6, i ó2 są odpołvie_

dnio liniowymi miararni straty wydatku i pędu.

Dość kontrowersyjne kryteria dotyczące takich zjawisk jak turbulizacja, odrlnvairie
czy utworzenie pęcherza oderw,aniowego nie są z reguły przypisąne do konkretnej metody
obliczeniowej . Zagad,nienia te będą przedn:iotem dalszych rozl+,ażań.

Wyznaczenie punktu odęrwania laminarnego nie nastręcza trudności. Oderwanie to
nasrępuje w micjscu, gdzic znii<a lokalny vspółczynnik tarcia.. Fodobile lryterium stosuje

się nrykle w przypadku \^,arst\\y lurbuientnej, chociaż tym razem stanowi ono już rylko
prz,vbliżenie rzeczywistego §tanu ,rzęazy [6, 25].

żurbulizarja

qdgrwnnig
Laminąrne

dg Itgog,g3

Rys. 7. Typowy laniiłarny pęcherz oderwaniowy (wedlug tl4'

Oderwana ,warstwa turbuientna nie pouraca z reguły do powierzchni płata, t\Ąorząc

ślad aerodynarticzny symulowany w omawianej rr.etodzie standiirdowym rózkładem
prędkości norrnalnych do konturu płata. Odmiennię przedstawia się sytuacja w przy-
padku warstwy laminarnej, która po odęrv,aniu nroże "ł pewnych łyarunkach poł.;rócić
do powierzchni opĄrwanego ciała tworząc tak zwany laminarny pęcherz'oderwaniolły
(rys. 7), Kryteria dotyczące powstawąiria i długości pęcherza odęrwaniowego mają zazwy-
czaj clrarakter empiryczny. Wedlrrg Crabtree'go |4] z powstaniem pęcherza oderu,,a-

niowego naleĘ się liczyć, gdy liczba Reynoldsa Re, spełnia w punkcie oderwania natni-

narnego viarunek

lłe, -<2_600+2800.

JeśIi nie równość (a9) nie jest spełniona, to w punkcie fym mamy do czyIlienia z
zaĄą naturalną warstwy przyściennej.

Korzystając z wyników doświadczalnych M. Gastera [7], K, Jacob [14]
półempiryczny wzór na długość pęchęrza oderwaniowego ,t w postaci

), : a,12 (U * | LI r,r) Re 2 

"5 
ó 16 l (- P)''u,

(49)

turbuli-

uzyskał

(50)

gdzie LS jest indeksem odnoszącym się do punktu oderwania laminarnego, wielkość
r:ęa|rrlv1llUln7 nosi nazwę parametru Gasteia, ,uS ęZUllrljest średnim gradientem
prędkości w obszarz'e pęcherza oderwaniowego.

Inną formułę, opartą na badaniu płatów hydrodynamicznych zaproponolvali T. T.
Huang i D. E. Hannan [9]. Wedfug tych ostatnich autorów
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(51)

Formuła ta była z powodzenieĘ stosowata przy lvyznaczaniu opĘwu płatów hydrody-
namiczni,ch i to zadecydowało o jej wyborze do opisywanego tutaj algorytrnu.

Pęcherze oderwaniowe klasyfikowane bywają ałykle jako ,,długie'' lub ,,krótk ia'', za-
leŻnie od tąo, czy ql'wierają czy też nie wywierają isto'unego rłpłyn u na średni rozkład
ciŚnienia na powierzchni płata [10]. Rozmiar pęcherza krótkiego jest nrrytle rzędu l00
gruboŚci war§twy przyŚciennej i nie rośnie dopóty, dopóki nie zostanie osiągrrięty kry_
llcznl kąt natarcia, przy którym pęcherz 5vałtownie się ,,rozrywa", w tenJltacie czcgo
Formuje się obszar sitnego oderwania sięgający często poza krawędź spływu tl]. Dfug
Pęcherz oderwaniowy jest niewielki tylko przy małyoh kątach natarcia. W miarę rrarastai
nia kąta'natarcia rośnie stopniowo rozmiar pęcherza i jego wpływ na rozkład, ciśnięnia-

Rys. 8. Wpływ pęcherzaoderwaniowego
na przebieg wspołczynnika siły nośnej

' profilu (wędług [1])

Odnvieiciedleniem tych zjawisk jest zmiana współczynnika siĘ nośnej, która różnie prze-
biega zależnie od tego, czy mamy do czynienia z pęcherzem krótkim, długim, 

"ry 
t"z,

z brakięm oderwania laminarnego (rys, 8). Według kryterium Owena-Klanfera [l9],
kr§tkiego Pęcherza oderwaniowego należy oczekiwać leśli Re26>550, natomiast dfu:giego przy Rerrr<450.'

Metoda 
"uProPoro*ana 

przęz K. Jacoba nie pozwala na uwzględnienie wpływu dłu.
giego Pęcherza oderwaniowego na średni rozkład ciśnienia. Rozerwanie krótkiego pęche-.
:za oderwaniowego utożsamia się z powstaniem obszaru oderwania ,ięgrją";gJ;o;

| 350ó,,"

i Ęń;" , gdy 
, Re,", ) 300 ,

t:1
l 300 350,j",.

lo.r*";;ń, 
gdy Re",<300,

1o 15 205 lo 45 20O5,1a15

N ACA.6%" o4B
bez pęcher7ą

NAcA 63-oo9
pęcherz krółki

\li
NAcA 64A0Ó6

wcherz dluqi
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.ktawędż spływu. Przyjmuje się w tym celu kryterium Gastera [7] głoszące, że przy 125<.

<Rer6<350 rozerwanie pęcherza oderwaniowego zachodzi z chwilą, gdy parametr P
staje się mniejsry od swej wartości krytycznej

Ę. : - 0,001 2 (Re 2"5 - 125) - 0,09 . (52)

(55)

Z renłltatiw Gastera wynika również (por. T. T. Huang, F. B. Peterson [10]), że
furbulizacja oderwanej warstwy przyściennej zachodzi w odległości 130+180ó2a, od
punktu odenrania w przypadku długiego pęcherza oderwaniowego otaz w obszarze
przylgnięcia, w przypadku pęcherua krótkiego. Fluktuacje ciśnienia są w tym obszarze
nadmlyczaj silne i pązewyższają 3 do 4 razy fluktuacje towarzyszące turbulizacji natural-
nej (bez pęcherza oderwaniowego) [9].

Sposób wyznaczaiia punklu turbulizacji, naturalnej budzi wctąż wielę kontrowersji.
Wiadomo, że turbulizacji naturalnej nie należy oczekiwać wcześniej niż osiągnięty zosta-
nie punkt równowagi obojętnej wynikający z teorii ToIlmięnna-Schlichtinga (por.
np. L24]). Dość proste kryterium półempiryczne znaleźć można w rnonografii A. Walza
[32]. Głosi oflo, że z równowagą obojętną mamy do.czynienia w punkcie, gdzie

Ln Re 
" = 

2,Ę + 24,2 (H 3 2 - 1,57 2) . (53)

Analizując różre wyniki ,doświadczalne i teoretyczne R. Eppler |6| zauważył, że

logarytm naturalny zkrytycznej liczby Reynoldsa Re2". jest z reguły zawafty w przedziale

{34,2H32 - 47,87, 34,2H32 - 46,78). Kierując się tym spostrzeżeniem zaproponował
własne,kryterium turbulizacji w postaci:

R€ 2",.: 18,4H 3 2 - 2!,7 4 . (54)

K. Jacob [13] stosuje w swej pracy kryterium półempkyczne Michela w wersji podanej
ptzęz A. M. O. Smitha [26]. Głosi on, że utraty stabilności war§twy przryściennej na-
l eŹy oczekiwaó z ch,wilą, gdy liczba Reynoldsa Re2 ptzekroczy wartość

Re r",: 1,17 4(' * ?4, 
) 
n,",",

pw czym Rer:5Y/r, !O5, zaś § jest liczoną wzdtuż konturu odtegłością od punktu
spiętrzenia.

Wspólnym źródłem niewysokiej dokładności kryteriów półempirycznych w rodzaju
(54) lub (55) jest bardzo grubo szacowana zalężność od profilu prędkości,,jak też całko-
wite ignorowanie widma fluktuacji turbulentnych w przepĘwie swobodnym. Pod tym
względem o wiele bardziej obiecująca jest metoda oparta na pracach A. M. O. Smitha
i współpracowników [16]. Badając tozwiązania równania Orra-Sommerfeldao autorzy
ci wyznaczają współczynniki przestrzennego wzmocnienia zabwzeń w funkcji liczby
Reynoldsa Re, oraz częstości zab,wzającej al. O turbulizacji decyduje przekroczenie war-
tości krytycznej ptzez tak arany kumularyjny współczynnik wzmocnienia przestrzennego

liczony ze wzoru
slL

/(,)=.-p{- J. sr/Ł
(r,-)ff)(*),(i)}, (56)
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gdzie ą s' oznawająwspołrzędne krzyvoliniowe punktów na konturze ciała opływanego,
s,, - wsPÓłrzędną krzywoliniową punktu stabilności obojętnej, Z - charakterystyczny

rozmiar op}ywanego 
"iułu, (*) * nuru-etr wzmocnienia, odpowiadający fali Tolt-

mienna-schlichtinga o częstości ór, u- - prędkość w przepływie niezaburzonym, u -
prędkoŚĆ stYcz!ą do konturu w punkcie s', Jeśli widmo zabwzeń nie jest znane, to bierze
się.pod uwagę tylko częstośó najbardziej wzmacnianą. Przy ostrożnych szacowaniach

przyjmuje się wartość krytyczną A",xe|o dla tuneli o niskim poziomie wibracji i,turbu-
lencji swobodnej, oraz A",xó7 dla tuneli o sporych wibracjach i turbulencji swobodnej
[10]. Korzystanię z wzoru (54) wymaga - ściśle biorąc - analizy stabilności profilu
prędkości w każdym punkcie obliczeniowym. Tak właśnie postępuje się w_pracy [16],
Zadanie. ogromnie się upraszcza, jeśli rzeczywisty profil prędkości zastąpi się profilem,
dla którego już uprzednio wyznaczono wartości wspołczynnika wzmocnienia. W prak_
tyce wykorzystuje się w tynr celu rodzinę samopodobnych profili Hartree'go (por. np
[10]). Istnieje §zereg pruycąn, dla których metody tej nie mgżna traktować jako nieza-
wodnej (założenie o czysto przestrzennym narastania zabutzeń, trudność prawidłowej
oceny krytycznej wańości kumulacyjnego współczynnika wzmocnienia, w końcu zastę-
powanie realistycznego profilu prędkości profilem Hartree'go), niemniej jej przewaga
nad typowymi kryteriami półempirycznymi w rodzaju (54) czy też (55) jest coraz bardziej
doceniana.

6. Uwagi końcowe,

Pozytywne wyniki uzyskiwane dotąd przez K. Jacoba [l1+15], V/. Gellera [8]
i D. steinbacha |27l skłaniają do optymizmu również w przypadku metody będącej
dalszym rozwinięciem wcześniejszych koncepcji. Z drugiej strony należy mieć na uwadze,
że:

- do metody tej stosują się ograniczeaia wynikaj ące z przybliżrenia Prandtla (gru-
bość warstwy przyściennej ńusi byó znacznie mniejsza od podziałki palisady lub odległo-
ści profilu od ścianki),

- istotnym brakiem metody jest nieuwzględnianid zniany rozkładu ciśnienia spo_
rvodowanej dfugim p€Qherzem oderwaniowym,

- właŚciwa ocena poprawności uzyskiwanych wyników będzie możliWa dopiero po,
weryfi kacji doświadczalnej.

PEca \ypłynęla do Redakcji w kwietniu t983 r.
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Hecxurraełloe odTenaĘIłe trpoóIrJIff trońeuenuoro B npfiMpJlnnefiHofi
peuleTKe a TaKrI(e Me)I(Ay trapaJIłeJIbIIbIMłI cTeIII§aMtr c JĄeToM

ĘęKoTopblx flBJIęHItfi npoucxo/ĘflIf.ix, B tIoIpaHIlqIIoM cJloe

Pegrolte
.)

Parprłrrifi K. -fixo6oru tll - 15] MeTo,4 pacrleTa pactrpeAe.fien{l cropocrefi Borpyr KoHeqHbIx cEcTeM
npo$arret n TeqeHIłIł c oTpr'rBoM npacnoco6łen K trprMoJfiffieźHLIM"peEIeTKaM. Ąrrł srofi ĘejIIł HeuocpeA-
cTBeE§o IłcIloJIb3oBaIIa Teopfifi rapMouuqecrlD( nexropxrrx noreft (crrł.: 3. Maptencen u K. O. 3errr-
6ym [18]). B xasecrBe oco6oro clyqafl paccMoTpena EaIIepeMeIIEaĄpeIIIeTKa, BblcTy[apqax e npo6rreue
odrexaml KpbTJIa MexAy naparJleJl},HblMt{ cTeHKaMtr (pgc. 6). flpegcraarretł prA troJTyoMlupaqecrtrx
xpIlT€pIłeB, cJl)nKaiqlrx onpe,qeJleHlllo AJIIIIłEBD( Ił KopoTKDt cpBrBlrblx nyerrpeft, a TaKxe ToIIKIł HaT}panb-
uoń ryp6yłnsaqm. Becr pacłerrrrrft vero4 IIpeAcTaBneE a rnge 6nowroii cxeMbl (prc. 5). flpegycuarpt-
BaeTcg, lITo Il!{cIeHI{arI peaju3alłłfi oTAeJI6€6Ix pacIreTELIx 6rroron, KaK E gxcrtebuMeETaJlbl{a, npoBep(&
a JlIopuTMa, 6y;ryr npe,lveToM oTAeJIbIIbIx oTqeToB.

Ircompressible Flow Round an §rfoil in a Straiglrtłine Cascałle and Betw'een Parallel Walls,
with Sorne Phenomena in the Boundarylayer Taken into Consideration

Summary

The method as developed by K. Jacob U1 - 15] of calculating velocity distributions for separated
flow raund finite systems of airfoils has been adapted for straightJine blade cascądes. To this end use
was made directly of the theory of harmonic vectof ńelds (see: E, Martensen and K. v" Sengbusch
ti 8]). An aiternating blade cascade as appearing in the problem of flow rpund an airfoil betweerfpdrallel
ualls (fig. 6) was considered as a particular case. A number of semiempirical ,;ri(etria used to define the
long and short sepaiation bubbles and the point ofnatural transition is presented. A flow chart (fig. 5)
of the calculalion method is shown. The particulars of the respective numerical calculation units as well
as the experimental verification ofthe algorithm shall be discussed separately.
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