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JURAND RYTERSKI

Gdansk®

O pewnych zagadnieniach brzegowych teorii sprezystosci rozwigzalnych
przez kwadratury

Na podstawie pojgcia dystrybucji wektorowei wyprowadzano podsiawowe wzory calkowe dla przy-
padku rownai ustalonych drgan sprezystych. Dobierajac w. odpowiedni sposdb wektor rozwigzania pod-
stawowego otrzymano siad w szczegdlnosei wzory na dive. Postugujac sie wyprowadzonymi wzorami
wyznaczono rozwigzania dwoch zagadnien brzegowych dia polpraesi rzeni sprezysiej.

W. D. Kupradze i T. W. Burczuladze rozwazali w swoich pracach pewne
zagadnienie termosprezystosci rozwigzalne przez kwadratury {1, 2]. W pracy [3]
dotyczacej rownar i przeksztalcen catkowych w zastosowaniu do teorii sprezystosci
zaproponowano rozszerzenie ukladu rownan dla przemieszczen przez wprowadzenie
nowej niewiadome;j funkcji skalarnej 0 = divu lub wektorowej V= rotu. Metoda ta
~w przypadku ustalonego zagadnienia dynamicznego prowadzi do ukladu rownan
Helmholtza. Zastosowznie aparatu teorii dystrybucji pozwolilo w sposéb stosunko-
wo prosty otrzymad bezposrednio z rownan przemleszczemowych wyrazenie dylata-
¢ji przez wartosci brzegowe przemieszczen i naprezen w postaci calek typu potenclaw
low.

Praca niniejsza stanowi dalszg ilustracje tej metody i rozszerzenie wymkow pracy
[4] na przypadek przestrzenny

_ Podstawowy uklad réwnan jest postaci

Lu = (A+ p)grad0 + g Au+w?u = 0, (1)

gdzie u = (uy, u, us) jest niewiadomym wektorem przemieszczenia, a 0 = divu. Row-
noéé (1) rozumieé¢ bgdziemy w sensie uggolnionym, tzn.

\

‘ (Lu, 0)=0 VoeZ;,

gdzie 9, jest przestrzenia wektorow probnych.
Poniewaz

grad0 = du+rotV,

gdzie V = rotu, wigc zaleznos$¢ (1) mozemy zapisa¢ w naste;pu_)‘yyej rownowazngj po-
staci

(A+p)rot V+(A+2p) du+w?u = 0. (2)
* Instytut Matematyki Politechniki Gdariskic.

[135]
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Dla wektora ueCz(ﬁ) oraz u =0 dla x = (x,, x;, x;)e, gdzie Q jest obszarem
ograniczonym gladka powierzchnia S, za§ & = R*—Q, otrzymamy
Lu = (A+p)gradf + pAu+w?u = {(A+p)gradf + pdu + w?u} =

ou 0 ,
- {#55+ (A +u)0n}5s-—;¢5-i—i—(ués}—-(i +up)grad[(un)dg], (3)
gdzie klamra oznacza, Zze pochodne ktére tam wystepujq rozumiane sa w sensie

klasycznym, 5. oznacza rézniczkowanie w kierunku normalnej zewngtrznej.
n

W celu otrzyniania wzoru (3) nalezy miedzy innymi skorzysta¢ z réwnosci

; du 0
du = {AU} = g;és-%(ués}

Wystepujace we wzorze (3) dystrybucje 5‘;{“53)5 grad[(un)d¢] okresidne sg nastepu-

e do dq
(5;&”68}’ (P) == (ués,‘é"';') = —qu;dS,
3

(grad[(un)8sl, @) = —((un)ég, dive) = — | (un)diveds.
¢ s

jaco:

Wzor (3) jest odpowiednikiem drugiego wzoru Greena zapisanym W jgzyku teorii
dystrybucji. Istotne, jesli @ € 25, to na mocy réwnosci

(Lu, @) = {u, L) x'LuLtpdx

otrzymamy

ﬁuw —o{Lu})dx = ﬂ:(p%% +(4 +,u)ndiV<p)u - {yi—: + A+ y)Gn}cp}dS.
2 8

Uwzgledniajgc roWnosé

j {gradB}edx = j'{e}mpdS— J {8)divodx
S 2

2
mozemy ten ostatni wzor zapisa¢ w nastgpujacej formie.
J[((A+p)grad dive +pde +o?p)u— (pdu+w’u)eldx = .
N2 = 7
' ‘ 4
dp : ou ;
= p— + (A +wndive ju—p—¢ |dS—(A+p) |@divedx
on n
{ 2

s
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(Klamry moga by¢ opuszczone z uwagi na zalozenie dotyczace wektora u).
Wprowadzajac wektory

é
To:= 2115% + Andive + u{n x rot ),

d ,
Ne:= 5‘-’-’» -ndive +n x rote,
"~ On
mozemy réwnosci (4) nadac ostatecznie postaé

J[((A+ wgrad dive + ude + w?p )u—(ndu+w’u)pldx =
2

J 7 -
= (T¢~1«N¢)u~u5—$<p]ds—(i+u) édivedx = (5

2

e

. ‘
(Tfp)u-—y(Nu+ b—g)lp]dS—- (A+p) |6dive =

S 2
S[[(’Tqrz)u @(TuldS + (i+p) []OncpdS fﬁdxvq)dx]
bowiem
3[u(N«p)dS - _E(p(Nu)dS.
Podobnie wychodzyc z ré@nania (2) otr-zymamy

J [((4+ ot rote + (2 + 2u) g +w? @)u — ((4 +2u)du+wn)o]dx =
2

. ;
=j[(T(p +i.N(p)u——(l+2;t);-th:ldS+(/1+,u) rotorotudx = 6)

2
= [[(To)u—@(Ti)]dS + (1 +p) [fo(n x rotu)ds+ froterotudx].
» S 2

Posta¢ dystrybucyjna wzoru (6) jest nastgpujyca:
= (A+p)rot V+ (A +2u) du-- wiu =

v : : - a . :
= A+ p)rot V+ (A + 2u) Au + w?u} — {(.«. +u)(n x V)+ ().+2,u)$}os__
: an

. : . 0
—(4+p)rotf{n x u)o} — (4 + Zy)(;;(uds).

1 cikr

Niech u = gradf, gdzie j 4m
u) r

I
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2
r=lxl = Jxi+xi+xd k2= 1_6:2#, peD, isuppp < Ug, Ug = {x€E;:Ix| <R},
przy czym R jest tak wielkie, aby obszar Q lezal calkowicie wewnatrz kuli Upg,
S, ={xeE;:lx|l = e}, przy czym ¢ > 0 jest tak male, aby sfera S, nalezala do obsza-
ru Q. Wowczas

‘ ‘ = ikr
(Au, @) = (u, Ap) = — (f,divAe) = ——ZEJE;—[Adivq) +Kk3diveldx =

ikr g
f e—r—-[AdiV(P +x%divepldx =

I
I
|
5

e<|x|<R

lim [ ' J‘ [(A +2p) du + w*u] pdx +
£ =~0+ 2
e<|xl< R

+ (J+ D[((A + u)(n x rot ) + (l+2u)%%—)u—- (A+2u)<pg%]d3] =

S 5

=0+
Sc

. 0 : 0
= lim J[- ( +2u)5—?—u+ (A+2y)¢§]ds = dive(0),
a zatem
Au = —gradé(x). )
Jesli ¢ spetnia rownanie A = 0 wobszarze Qi Xq€ ©, to na mocy wzorow (6), (7)
otrzymamy : :

dive(x,) = J[ ((/1'+M)(n x rote) + (l+2u)%%)u—(/1+2u)tpz—:]ds

lub

2 . : 3 : a
dive(x,) = ﬂ:(’]’q) +AN(p)u—-(l+2#)(p—a—;L:—]dS - gdy xo€ (8)
S g
oraz

0= ”:(T(P +iNo)u—(4+ 2u)<pg%]dS gdy x,e Q. 9
S

_ Wyprowadzone wzory pozostaja stuszne réwniez dla obszaréw nieograniczonych

ieSli ui @ spetniaja odpowiednie warunki wypromieniowania. : '
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Rozwazmy dla przykiadu nastv;pujqce zagadmeme brzegowe
W polprzestrzeni x3 < 0 szukamy rozwiazania regularnego réwnan teorii spre-
zystosci (1) (lub co na jedno wychodzi (2)) spelniajacego na brzegu x3 = 0 jeden

z warunkow:
" Dane sg wspo{rz«;dne styczne wektora przemieszczenia i wspo{rzqdna nor-

mdlna wektora naprgzenia
¢y = g,(X1,%5)
@5 = g5(xy,X5) (By):
(To )3 = g3(xy,X3)
2° Dana jest wspotrzgdna normalna wektora przemieszczenia i wspotrz¢dnc sty-

czne wektora naprezenia
@3 = hy(xy,X5)
(To ), = hy(xy,X3) (B,)-
(Te ), = h3(xy,x3)
Aby otrzyma¢é rozwigzania tych zagadnien znajdujemy najpierw dive(x).
W tym celu kladziemy w réwnaniu (8)

l eckr
g
=gl = i dr( )g"‘d"

gdzie r = |x—x% = /o, — x4 (x,—x9)* + (x3—x3)*, a w rownaniu (9)

u=grad f*= Sh g c‘kr. dr*
4 amGr2mar\ )BT

gdzie r* = |x—x*| = /(x; —x3)? + (x, —x3)* + (x5 +x3)2

Otrzymamy wowczas

1 d femn\[ x —x®  x,—x%  x%
rad [* L e e 9] ;
grad f o 41:(,1+2y)dr0( )L‘ ro e ro- lr":’ro_

gdzie i,, i,, iy 0znaczaja wersory osi ukladu, oraz

1 d (el 0 x - 8
il el o B E R T e Y
grad f 41t(2-+2u)dr0( ) " th s

x3=0 Io To ro |
[dz (e‘*“o 1 d e""o) %5
= e e e i e § e — X
2
x3=0 drg\ ro rodro \ ro rg
xe=x] xS a1 d e
bel & +1, —i— -
ro r0 ro rodro
[dz (e“"’) 1 d (e"’"ﬂ)]x?
— —_— — e e | s — X
> :
st drg\ ro rodro\ ro Eg

0 &
= xl_xl & xz—xl Z XJ S 1 d C""o
x| i +iy i3> | +iy——| —
r r >r R\t
0 0 (0 0%'0 0

—

i odpowiednio

0 :
dn(A+ Zu)a—x— grad f
3

4m(A+ Zu)——grad ;




140 J. Ryterski

gdzie ry = /(x; —x9)? + (x, — x9)% +x22,
Odejmujac otrzymane w ten sposob réownania stronami i uwzgledniajac warunki
brzegowe oraz réwnosé

(N ‘P)a

e i‘lzi_l_a_‘_P_g = 0g, 0g,
0x;  0x,

X2=0

9% d (e*o\x3
0 - e —
dive(x?) = 2 J‘J\ {( 6x2 = )d"o(ro )r0+

& (e 1 d [ein 5L o0 oy
1o F o - e ds 1 1 2 2 8 dx. dx..
e 'u)[dr%( *o ) To dro( s )]F‘O (91 ¥y +9; o 1

W przypadku zagadnienia 2° postepujemy analogczme z t3 jednak réznica, ze
dodajemy réwnania stronami. Mamy

9o, | oh ¢, | oh
B T
=0 OXi|y-0 0X e o e

4 zatem otrzymamy
L G hijaaid e
\ 0x, "o dro\ 7o

[
e 1 d (e \\x3© 4 [et)]1 '
el [(dz( ) :;a;('ro—))—"*a;;( o )] }‘*

Majac av o (x) tatwo juz otrzymaé rozwiazama interesujacych nas zagadnied. W tym
ex’k;r

r@@:LG

otrzymamy

(No),

: . 1
celu kladziemy we wzorze (5) w miejsce wektora u wektory u, = i
: U

gdzie k§ = w*/u 1 korzystamy z zasady symetrii. Rozwigzanie zagadnienia 1° ma

postac .
o ezk;r
=4 42)
;hw Hf 1 (x, x%)div o (x)dx,

g1,2(x1, Xz )dx dx, —
x3=0

x3<0
a etk1r etklr*
gdzie G,(x,x% = ‘3_3;[?——7}_]’
elklr ‘ a eikgr
0
2 X1, X5) —— ; ,X5) —
?3(x") J:f[ - 93( 15X2) 5x1( r )xs:ogl(xl X;)
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a eihr
Ox,\ r

0 [eikir  gikirt
gdzie G,(x,xY) = —| —- -
g 2( ) (:]’\_3[ r + r* ]

qz(x,,xz)deldtz— ———-—J]fGAx, °)le(p(x)dx,

A3=0
a3<0

- W analogiczny spos6b znajdujemy rozwigzanie zagadnienia 2°. Okreslone wyzej
funkcje ¢;(x°)(i = 1,2, 3) stanowiy pewne rozwiazanie zagadnienia 1° przy zaiozeniu,
ze wystepujyce tam calki niewlasciwe (dwu- i pigciokrotne) istniejg.

Uwagi koncowe

Przede wszystkim zauwazmy, ze wzory (5) i (6) stanowia rozne formy zapisu
wzoru Greena

S[((A+m)graddive +udo + ?¢)u— ((A+ p)graddivu+ pdu +o’u)pldx =
2

=£[(T<P)u—<ﬂ(Tu)]dS,

ktory w teorii sprezystosci nazywa si¢ wzorem Bettiego. Jesli we wzorze tym
w miejsce wektora u podstawiaé¢ bedziemy kolejno wektory I'" = (y—x,w)(v =
=1,2,3) bedace kolumnami macierzy rozwigzan podstawowych Kupradzego
I'(y—x, w) (patrz [5] str. 34), to otrzymamy wzory na przemieszczenia

20,(x) = [[I"(y=x.0) To () ~ 0(3) TM(y—xw)]dS, (=123), (10)

przy xe Q (w przypadku zagadnien statyki nazywa si¢ je wzorami Somigliany).
: ’ ikr

1 w
K}‘ d' at P St = —mm— d : d 1 — =
adqc nd omias u An (A.+2ﬂ) gra gazZiC r ly x' +2#

mdmy wzor (8) wyrazajacy dive(x) w obsmrze Q przez wartosci brzegowe prze-
mieszczen i naprezen w postaci calek typu potencjalow. Wreszcie jesli w mxejsce
wektora u podstawiaé bedziemy kolejno wektory

l etlxgr
2nu r

otrzy-

i, (=1323)

M —

gdzie K = w?/u, to otrzymamy wzory na przemieszczenia, ktre jak wynika z na-
szych rozwazan sa postaci

20,(x) = [[u, To(y) —@ () Tu,1dS, + (2 + ) [ o (y)graddivu,dy (v=1,2,3), (1)
S 2
przy xe, bowiem jak latwo sprawdzi¢
[ (y)graddivu,dy = [ne(y)divu,dS,— [dive(y)divu,dy,
2 S 2

gdzie ¢(x) oznacza rozwigzanie regularne rownan przemieszczeniowych.
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Wzory Kupradzego (10) i wzory (8). (11) sa rownowazne. Istotnie jesh zachodzg
réwnosci (10). to dive(x) wyraza si¢ wzorem (8) co jest oczywistym wnioskiem wyni-
kajacym z teorii dystrybucji. Mozna rowniez sprawdzic, ze

arl b ot P
: %, Tox, T Ox, @Azt Ixl

gdzua I’ =IYxw)=1,273) sa wektorami—kolumnami macierzy Kupradze-
go I'(x,w). Stad wniosek, ze wzory (8) na dylatacje mozna otrzymaé z réwnosci

a9 o9,

dive(x) = % + %?3 + —a——-— w wymku wyrazenia wystepujacych tu pochodnych x
£ CXg v

(v=12 3) przez rozniczkowanie wzorow (10). Porownumc prawe strony wzoréw

(10) i (11) stwierdzamy, ze ich réznica wynosi

1 .0 eikir — @ikr : 0 eikir —gikr
;C_% J‘[(T‘P)grada; -—"—r——'—- —'(P (Tgrad ay ——--r—-—)] dS, ==
S

v v

A S les

— rad— :

(A+u) |og s L
‘.ﬂ

Oznaczajac przez x, kulg o srodku x i promieniu ¢, a przez S, jej powierzchni¢

zorientowang do wnetrza, mamy przy uwzg!gdnieniu wzoru (8) cigg rownesci

nk r ikgr

(A+p) m(y)grad—; ——dy- hm (A+4) ¢(Y)grad—y— - dy =

v
2 Q-—x;

= || ygraa2 L Terad-— o) |as
e (Ty)gra 5 — ()| Tgra 5 >+

v v

s
: 1 6 elk[i a eik|r

l S y Jore -— agq—— ——
+,_-/1me ; (1’q>)g4da i zp(y)(Tgradayv = )}zsy
5

1 ( d ek o eikr ‘ 4n(A+2p) 8 .
= — To)ers =5 ad— e =
KI.[L( qo);,rdday - tp(y)(Tgraday_ : )]dSy+ = 3 dive
: .

v v 1 xv

a‘ eik|r_eikr
- ):|dSy,

A zatem wartosci prawych stron wzoréw (10) i (11) sa identyczne.

- 1 " - - 0 eikir _ gikr .
s (Tep)gra e —¢(y)

v
S

Praca wplynela do Redakey w magu 1984 (po korekcie).
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O HeKOTOPbIX KpaeBbIX NpoGieMax TEOPHH YEPYIoCTH, peliacMEIiX KBaJpaTypamu
Pe3rome

Ha ocHOBe MOHSTHS BEKTOPHOTO DACTpENENCHHS BHIBOAATCH (YHAAMCHTAILHBIE MHTETDAJILHBIC
(hopMyJIBI JUIA ClIydas ypaBHEHWH yCTAHOBHMBIIMXCS YIPYruX xosebanuii. [Toadupas COOTBETCTBYIOUINM
CTI0COBOM BEKTOP OCHOBHOTO PELICHHS, MOJYYal0TCA OTCIO/A B 0COOCHHOCTH thopmysts! Ha dive. TToss-
3ysiCh BLIBECHHBIME (OPMYyJaMH ONpEAENSMIOTCS PEIUCHHUA [BYX KPacBBIX npobjieM Ui ynpyroro
MOJIyIPOCTPAHCTBA.

Some Boundary Problems of the Elasticity Theory Selvable by Quadratures
Summary

Basic integral relations have been derived for equations of steady-state elastic vibrations based on the
notion of vector distribution. In particular, formulae for div ¢ have bee obtained owing to appropriate
choice of the basic solution vector. The formulae derived have been used to solve two boundary problems
for an elastic half-space. ;



