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JURAF{D Ił.YT§R§Kl

Grlxńsk'

O pewmych zagadni*niaeh furaegowycte tęor§§ §§iręźy§t$śłi rozwiąaainyclr
przez kłv;łdrntury

Na podstawie pojęeia dystrybucji wektorowoj wyprow:*rlzlnno podstawowe wzory eałkowe §la PruY,
partku równaf, ustaloriyclr drgprń spręzystych, Dobiera.,|ąe w.odpowie<lni spr:sób. wekter rozwiąza*la P,od-

stav/{}wego ottzyróano s!ąd rł secaegóiności w3oly ne divw. Ptlsłu&ująe się wyproiładzonymi wzorami

wyznacżsnc rozu,liązat:iir dwóch zagarlnień hrzegowyeb dia półpra*slrzeni sprężystej.

W. D. Kupradze i 'F. S/. Burczrrładzę rou"ważali rą., swelich pracrr§h pewne

zagadnienie termosprężystości rozvyiązalne przez kwadratury Ll, 2]" tV prały [3]
dotyczącej rówg:,ań i przekształceń całkł:wyr:h w eastosswaniu do teorii §PrężY§toŚci

zeproponowano roz§zgrzenie ukł clu równań dtra przemiesżczeń przez $pro§liadzenie

nowejniewiadomejfunkcjiskaiarnejł3:divrlubwektorowejy:rot''.Metodeta
w przypadk.J usiaionego zagadnienia dynamicznego prowadzi do układu równań
F{eimholua. Zastelsowanie aparatu teorii dystrybucji pozwoliio w §po§ÓŁ} stosunko-

wo presty otrzynrail bezpośrednio z równań przemię§zcueniowych wyraŻenie dYlata-

cji prtezwartości brzegowe preemieszczeir i naprężeń w postaci całek typu Potencja-
łow.

Praca niniejsza stanowi dalszą ilustrację tej metody i rozgzerzenie *ynikow pracy

[4] na przypadek przestrzenny.

. Podstawowy układ równań jest postaci

I;ł : tlL*p)grad0 -y pfiu*tu2u = a, (l)

gdzie u: (up uz, usJjest niewiadomym wektorem przemieszczeniil, a 0 : divi,ł. Row_

ność (l) rozumieć będziemy w sensie uqgolnionyrn, tzn.

i 1Ia, ę) : a yłp e g3,
gdzie 9rjest przestrzenią wektorow probnych.

Ponieważ
grad0 : AułrotV

V: rotu, więc zależnośc (1) możemy zapisać w następującej równoważnej pc.,

(ź ap)rot Y+(},+Ly)Au+eo2u : 0.

* lnstyf ut łv{ate4atyki Po|itechniki Gdańskicj,

gdzie
staci

tt35l

{ż)



l36 J. Ryłerski

Dla wektora yęC7{QI araz u:0 dla x : (xt, x2, Ę)€g, gdzie CI jest obszarem

ograniczonynr gladką powierzchirią S, zaś ś}' * R3-0, otrzymarny

Lu : {1*p)grad0 +p^u+uzu: {(,{+p)gr aóa +pAu+uzuł -

{r*-u+a,lon}łn-ufit,*"l-ti 
+p)grad[(um)ó"} (3)

gdzie ktam r^ §znźlcze. że pł:choclne które tam wy§tępują rozumiane są w sensię
a

klasycznyrn, fi aznacza różniezkowanie w kierunku normalnej zewnętrznej.

w §§lu otę.ynTaRia wzoru {3} należy rniędzy, innynri skorzystaĆ z rownoŚci

|Ą: uu|- ffur-frt*u,l.

Występ$iące xrye ,ryzorze (3) dystryUucje,fr{ra"}i grad[iłlrr)ó"]określdne §ą na§tępu-

jąeo:

ia \ / dło\ f 0ą _

(ffiiróu}, 
q 
}: -- (,rrr,;;l : -J w j-d§,

b

(grad[(ułr)ó5], Q} * -.{{ł:łl)óo, divrp} : -j {urr}divrpd§", :

wzór i3) jest odp*wtednikiem drugiego suotrJ Grcena xapisanym w języku t*clrii

dystrybudi. lstotne, jeśti we93, ts n& mocy równości

{^,:|: {u, Ł9} : tufudx
otrzyrn&my

$"r* - 
ę {Luh dx: j[(, # + {ź + p) rrdi, -), - ir\;+ 

(,1 + łr-} e] łs.
n§

U wzg!ędniając równcrść

rrf
|{grada} ędx : ||o|nłods - |{a}divEdxł,*l,

rnożenty ten ostatni wzór zapisaĆ w na§tępującej formie:

J[((i'+l)sradttivo +pAE+u'E\u-{p*u*,ał?u)a}dx : ł
t2

= JL(rff 
+ tż+p)ndi ,*),-,ui;*]rr-tr+d|odiv,łax

(4)
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{Klnrnr}. ,nogą być opu§z.czofie z uwagi ne za,loż§nie dotyczącę w€ktora il).
Wprowadzająe wektory

Tę:: ru#+ Andivę+fl(n x rotrp},

N(p : - 
afr 

- nalv ,o+ ,! x rot 9,

możemy rórvności (4) nadać ostatecznie postać

J[((; + r)srad div p +, ttńę + w2 q ) u -- (tl ń u + u2 u\ vfdx :
l2

: 
I[,* 

*pNęlu*pufir}or-t;+llJea;u ęłx: (5)

§ę

: 
f[t*l"-r(", -*)-frr- 1i*oltediv' :
§i2

: !.L1f|:ę} u -tp ( ?ł[ /§ + 1 i + ł)[ J0ngd§ - J6div 9 dx],§5r2
bowiem

{"tnq)r/S 
: JE(Nr)/S.

Podobnie wychodąc z równatnia (2) otrzymarny

j [({Ź+ł)no[ rot{p + (ź + 2BAę aał2 ę')u _ ((}. +1p)Au+a2u)vfdx :

: |['* +iNq)u-1l+2u)!v]rrn 1;,+ł) |rotq.otud": (6)JLs(}
: I.LGĄ u - ę (Tu)f łt S + ( i + pl LI ę ft ,rot ł) d§ + J rot 9 rot rr dx].,§ .§ r,
Postać dystrybucyjna wzoru (6) jest następująca:

Au: - (ź+l)rot V+{i+ZĄaI-.;-ul2u:

= |1i.lp)ro tV+ (ż+21l)Au+uzu|- {,r.*rlt,l x Ę* (l+2p 
8ń -

[,r.+/,)(ł, 
x yJ+ @+zplńIós-

- (,ł +l}rotftł x rł,lar] * (,l + Zulltułł.

Nicch x: gruttl. gdxieJ': ._t ^ :l1.
4r(i-a!p1 , ,
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r : lxl : Ó?+*TTĘ, ti2 : #, Qegli suppe c IJ ą, U ą: {xeE.:lxl < R},

przy czym R jest tak wielkie, aby obszar Q leżał całkowicie wewnątrz kuli U.'

5. = 1*lrr:lxl : ei, prz1., ezym e > 0 jest tak małe. abl,sfera §. należała do obsza-

ru O. \ł'ówczas

{Au,ę} : 1u, Aq) : - {f,div AE) : - *tJ:rlai * + x2div Eftlx :

: -rl_ li- | '' ;roru ę+tczdivę)dx:4tl2-ga J r
c<|§| <R

: 
"'inI J LQ,+2tt\Au+u2u]ędx+

c<lrl <ll

- (I- |) [k + ń@x rotg) + (1+2ń#),- o *rr,-#]^] =

§. ,§

: 
"!n J[ 

- o +zu\!{u a $ +zńv!]r, : div9(0),

§ł

a zatem

Au - -.gradó(x), ęl
Jeśli p spełnia równanie Aę : aw obszarze b i ,o e O, to na mocy wzorów (6), (7)

otrzymamy

dive(xo) : 
J[(,r- 

p\(nxrotrp) * a+2Ąa#)u-0.+2tĄq#)*
s

div9(x6): i[,* +iNę)u_1^*rnrufr]^ gdy xoeo (8}

oraz

" - l[,* +7NE)u-t^*rrlrufi)o, gdy x6eo'. (9)
" - 

J L\lr?-TellYtu-\,L

_ Wyprowadzone wzory pozostaią słuszne również dla obszarów nieograniczonYch

ieśli u i o spęłniają odpowiednie warunkr wypromieniowania.

lub
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Rozważ-mydlaprzykładunastępującezagadnieniebrżegowe:-
W połprzist.r.ni i. ś 0 szukam y rozvłiązania regularnego równań teorii sprę_

żystości (f) guu co na jedno wychodzi (2)) spełniającego na brzegu xr :0 jeden

z warutrków:

l " Dane są współrzędne styczne rvektora przemieszczenia i wspołrzędna nor_

malna wektora naprężenia
Qt: 0t{xyxz)
Q2: !2(xyx2) (Br).

(Tę )l: gr(xr,xJ

2. Dana jest współrzędna norm8lna wektora przemieszczcnia i współrzędne sty-

czne wektora naPrężenia 
p3 : łl(xl,x2)

(TE ), : h2(xr,x2| (8/.
{Tę )z: łlr(xr,xz)

Aby otrzymać rozwiązania tych zagadnięń znajdujemy najpierw divłP(x).

W tym celu kładziemy w równaniu (8)

y: grad!:dTń#,(*)"*,,

gdzier: |x-xo| = ,aw równaniu(9)

a : gradf' : #ń#(#)-radr*,
gdzie r* : |x-xo*| :

Otrzymamy wówczas

. l _ l d/*\[i,xr-x!+i,*r-*9.Fi.4l,g'uo/'lo=u 
4ttł,+utl,tdr. \ [-/L"--Ę- aĘ-Ę- ''-"ĘJ

gdzie i,, i2, Ę oznaczają we§ory osi uklaóu, oraz

g,"o/l 
.,=u: Ę* z,)* (f) t','# *,T:-',*]

i odpowiednio

4n(7 +,r**,oo / 
l,,=u: 

- [# (#) - ** (#) ]*,
- (,,# + i,+-,.*) -,.**(#),

4n{}" + zt )};eraorl 
*_. 

: 
[#(*) - :h

- (,,# *,,:+-,.*) -,,"r*(;),



gdzie ro: /ą:ł]Ę(Ł:r!P +xg?.
Odejmując otrzymane w ten sposób.równania stronami i uwzg!ędniając warunki

brzegowe oraz równość

_9g_aq.zax, ax,
(ruE).l __ _(!r**Ł):

l*,-o \ dJrr Oxz /
otrz'mam' 

+ cD

divp(xo} :, 
iJ {t* + lft_ o,)*(#)* "
-0C 

:

+ tl, + z nffiti) +#, (')H!(,, # ",,,Ę:)} 
a*, a*, "

W Przypadku zaga<lnienia 2' posŁępujerny analogicznia z tąjednak tóżtlicą, że
dodajemy równania stronami, Mamy

(N9), 
Ix3=0 3fi i",=, 

:#, {Nq|zi*,=o : 
;frl,,=, 

: 
#,

a zatetn otrzyrrramy
, +O

div*(xo) :, 
II{[(,, 

-,*)# u (o, - ^#)"#!]*(#) 
_

- tA + zp)h 1L(#(#) - * *(,#))* - *{*)]* \ 
a* oł*,

Mając crvrp(x) łatwo już otrzymać rrrzwiązania interesująeyctr nas zagaddień.lV tyrn

celu kładziemy we wzotze(S} w nniejsce wektora a wektory 
": hri, (v : 1,2,3},

gdzk rc|: u,f ll i korzystamy z zasady synretrii. Rozwiązanie z.agadnienia 1o ma
postać

0l(xt,xz)-*(+)i-, 
.

ę tz$t} : - *II *(T) l,,=, 
n,,,,o 1, x2ldx,dx,_

-'# 
IffG,(x, 

xo)div <1lix)dx,

. r3<0

ń [- ęiłl, ęiłlr* lgdzie Gr(x,*o): ĘL7 -;.]'
., o-

Es(xo) :*II[,'+l",_.
:

g ttxyxzl -
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- * (+) 
| .. _u,,,'*,, 

*,) 
)d 

*,a *, - # ffi ,, (x, xo1 div g (xl4x,
.r3<0

.. fi [-9ił1, giłI* l
gdzie Gr(x,.."l: ĘL , -FJ

W analogiczny sposob znajdujem y rozvłiązanie zagadnienia 2". Określone wyżej
funkcje 9i(x0)(i : |,2,3) stanowią pewne rozwiązanie zagadnienia l" przy założeniu,
że występujące tam całki niewlaściwe (dwu- i pięciokrotne) istnieją.

,uwagi końcowe

Przede w§zy§tkim zauvl*żtny, że wzory (5) i (ó) stanowią różne formy zapisu
wzoru creena

j 
[ ((,ł + l)crad div 9 + tl Aę + a2 E) u -((r + r) grad div u * p Au * u2 u) o)dx :a

:lL$du-q(Tu))tlS,
s

który w teorii sprężystości nazywa się wzorem Bettiego. Jeśli we wzorze tym
w miejsce wektora u podstawiać będziemy kolejno wektory f' : f"(!-x,ro}(v :: t,2,3) będące kolumnami macierzy rozvłiązań podstawowych Kupradzego
f {y-x,u) (patrz [5] str. 34), to otrzymamy wzory na przemieszczenia

2q"(x): J[r"$*-r,allTq(y| -EO)Tf'(y-.t,cl)]rJ§, (r, : t,2,3), (tO)
s

przy xeQ (w przypadku zagadnień statyki n1rywa się je wzorami Somigliany).

Kładąc natomiast , : ffigrad {, gdzie r: |y-xl, *' : # oft,zy-

mamy wzór (8) wyrażaj;ący divrp(x) w obszarze Q przćz wartości brzegowe prze-
mieszczeń i naprężeń w postaci całek typu potencjałów. Wreszcię jeśIi w rniejsce
wektora ł podstawiac będziem_v 

i"';;:. 
wektory

u" : *7 i, (v : 1,2,3),

gdzie r! : ol2/lt, to otrzymamy wzory na przemieszczsnia, które jak wynika z na-
szych rozwaŻan są postaci

2E"(x): I.1u,W0)*E\)Til"ftl§y+ ri +p)lę$)eraddivu"dy (v : 1,2,3), (ll)
.§ śt

przy xeO, bowiem jak latwo sprawdzić

f,o Lv)srad O iv u,d y : Jnrp (y) div u ;l S, - ! div ę (y) div u 
"d 

y,

',§-a
gdzie q (x) oznacza rozwiązanie regularne równań przemieszczeniowych.
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\ł'zorl,Kupradzego {l0) i s,zor1, (8). (11,§ą rólł,no$,ażne. Istotnie jeŚli z.achodą
rórł,ności (t0}. to diyp(.x)wl,raża się tł,zorem (8) co jest oczyrł,istym wnioskiem rryni-
kającym z teorii dystrybucji, Można rou,nież sprau,dzic, żr

0|' _ar: *ar" : l __^ra,*,,'

Ę* Ę* Ę : 
TfrQ+łlĄgraolil ,

gdzie l": I"(x,łrl)(v: 1,2,3) §ą u,ektorami-kolumnami magierzy Kupradze_

io l-(x,al). Stąd wniosek, że wzory (8) na dylatację można otrzymać z równości
0a

divrp(x) :*-W"tw wyniku wyrażenia występującyc.h tu pochodnrch ff
(v : 1,2,3| ptzezróżniczkowanie wzorów (l0)" Porównując prawe strony o'roró*i

(t0) i (l l) stwierdzamy, że ich różnica wynosi

$ [t 
r*l r, "o*.ry - r (rs^a {.T)] ^, 

-
.§

-u*,l!*"".fi(f)ł
n

Oznaczając przez K2 kulę o środku x i promieniu e, a przez §" jej powierzchnię
zorientowaną do wnętrza, m&my przy uwzględnieniu wzoru (8) ciąg równoŚci

1l,+u)|*orc*ofi.Tor: 
"'/n 

Q.+p) J eun,ua *"Tor:
l, O-r.

lfi- 0 ei|v / ,a e,tn\lr*_,-: 
ĘJ |Qv)vadr- - e0)(rgradĘ r ) )or,*

s

* 
"Tn*.Jl.. 

r,łlgraa#.+ - c0)(rc.ao#"T)]^, :
.J,

l fl- ,) ęlłrr / ,0 .'*,.\l,," _4n7+Zlr) 0 
^,...^ 

_: 
ĘJ |(W)urad u"- - E0) \Ę:"oŁ , ) )or,* -Ę-ądivtł -

s

t fl- fi ęiklt_ęikr / a gitlr_glłr\T: 
;.lJ |{'nłle,"dr"- -ę( y) (rs*a; , ))^,

A zatem wartości prawych stron wzorów (10) i (l1) są identyczne.

Pr{e *Plrn(lil rlo RcrlllcJl w {IuJu l9t 4 lpo Lorckcic).
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§ome Boundary Problems of the Elasticity Theory §olvable by Quadratures

Summary
1

Basic integral relations have been derived for equations of steady-state elastic vibrations based on the

notion of vector distńbution. In particular, formulae fdr div ,p have bee obtained owing to aPProPriate

choice of the basic solution vector. The formulae derived have been used to solve two boundary Problems
for an elastic half.space.


