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KRYSTYNA RUTKOWSKA, JURAND RYTERSKI

Gdansk®

O pewnych zagadnieniach termosprezystosci
rozwigzalnych przez kwadratury

Praca dotyczy zastosowania metod teorii potencjatu do wyznaczenia rozwigzania zagadnien brzego-
wych termosprezystosci dla przypadku polprzestrzeni. Stosujyc aparat teorii dystrybucji wyprowadzono
wzory podstawowe bedace odpowiednikami wzorow Greena. Dzigki wprowadzeniu odpowiednich wekto-
row rozwigzan podstawowych otrzymano stad wzory catkowe na diwergencj¢ przemicszczenia i tempera-

" ture. Bazujac na wyprowadzonych wzorach podano rozwiazania dwoch zagadnien brzegowych dla pot-
przestrzent.

'Twierdzenia o istnieniu oraz metody wyznaczania przyblizonych rozwigzan dla
pewnych zagadnienn brzegowych termosprezystosci, przy zatozeniu okresowej za-
leznosci od czasu, znane sa dla szerokiej klasy obszarow [1, 2]. '

Zagadnienie efektywnego wyznaczenia rozwigzan rozpatrywane bylo przez
W. Nowackiego w pracy [5]. Kupradze i Burczutadze w pracach [3, 4] zajmo-
wali si¢c problemem znalezienia rozwigzan w kwadraturach dla pewnej klasy obsza-
row nieograniczonych, ktdrych brzegiem jest uklad plaszczyzn (zagadnienie prze-
strzenne) lub uklad prostych (zagadnienie plaskie). Rozwazali oni tam zagadnienia
z nasigpujacymi warunkami brzegowymi. Na brzegu zadane sg:

1) przemieszczenia i temperatura,

2) naprezenia ciepine i strumien ciepla,

3) przemieszczenia i strumien ciepla,

4) naprezenia cieplne i temperatura,

5) styczne skladowe przemieszczenia, normalna skladowa naprezenia i liniowa
kombinacja temperatury z entropig, -

6) normalna skladowa przemieszczenia, styczne skliadowe naprezenia i liniowa
kombinacja strumienia cigpla ze strumieniem entropil.

W pracy [3] pokazano jak mozna znalez¢ rozwigzania zagadnien 5, 6 bazujac na
teorii potencjatu. Autorzy pracy [3] w celu wyznaczenia rozwigzan zagadnien 5, 6
rozpatruja najpierw pomocnicze zagadnienie brzegowe dla niewiadomych funkcji
skalarnych div u, u,, do ktorego dochodzg przez rozniczkowanie rownan termospre-
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zystosci przy zalozeniu, ze réwnania te spelnione sa réwniez na brzegu obszaru.
Rozwiazanie problemu znajduja w dalszym ciagu z odpowiednich zagadnien brze-
gowych dla réwnan Helmholza. Te same zagadnienia 5, 6 rozwigzujemy w niniejszej
pracy stosujac metodg opisana w pracach [6, 7],ktéra nie wymaga tak krepujacych
zalozen dotyczacych regularno$ci, wystarcza nam bowiem dwukrotna rézniczko-
walno$¢ wektora rozwiazania, spelnienie rownan termosprgzystosm i warunkow
brzegowych. Postgpowanie, o ktérym mowa wyzej, zastosowane zostalo réwniez
w pracy [8] dla wyznaczenia rozwiazat w kwadraturach pewnych zagadnien teorii
sprezystosci.

1. Wzory Greena

Rozwazmy uklad rownar termosprezystosci postaci:
pdu+ (A+p)grad6 + cozy —ygradu, =0, '

10)] : (1
Aug+ %u4+ iR =0,

gdzie x = (x4, x5, X3) — punkt przestrzeni euklidesowej E3, U = (u,uy), u = (uy, Uy, us)
— niewiadomy wektor przemieszczenia, u, — temperatura (przy za}ozemu, ze T+u,
jest temperatura absolutng, a stan u, = 0 odnosi si¢ do stanu, w ktoxym naprezenia
1 przemieszczenia sa rowne zeru); 8 = divuy 4, u sa stalymi Lamégo, w? Jest iloczy-
nem gestosci ¢ i kwadratu czestosci drgan, y = a(34+2u), przy czym o jest wspol-
czynnikiem rozszerzalno$ci liniowej termlcznej, K — przewodnosmq, n =yT/ec,
¢ — ciepto whasciwe, i — jednostka urojona.

Zauwazmy, ze stosujac operacje dywergencji do pierwszego z roéwnan (1), na
bazie tego ukladu otrzymamy uklad

(A +21) 46 + (0 + ioyn) 8 +-‘7xﬂu4 o
- 2
Au4+-—u4+ia)119 =40

W niniejszym punkcie rownania (1) i (2) rozumieé bedziemy w sensie uogdlnionym,
tzn. jesli przez L, A oznaczymy operatory

Au+ (4 0+w?u—
b= udu+( +u)gre.1d +w*u—ygradu, ’ : )

iw .
Auy+ —H +iwnb

. ya
(A+204) 40 + @2 +ipm)6 + u, |
AV = - . (4
, 1)
Au4+?u4+iwn0
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to
LU=0<=(LU®) =0 VoeD,

gdzie (F,®): = Z (fi, ) dla dystrybucji F = (f},/5./3./2) i wektora probnego @ =

= (01,92 ?3 </)4) = (@, 94); ©;€D,, i = 1,2,3,4, D, jest przestrzenia funkcji probnych :
za$ AV=0<>(AV,¥) =0,V ¥eD,, gdzie podobnie juk wyze]

z

(G, ¥): = (g1, ¥1)+ (92"#2)-
Zalozmy, 7e u;e Cz(ﬁ)n Cz(—él), QckE;Q = E3\§ oraz u; = 0 dla xe Q,; Q jest
obszarem ograniczonym gladky powierzchnig S.
Wowcezas dla wektora U: = (4, u,) olrzymamy

' [ E +(/ +u)nd1vu—'u4nJ¢)s+u (u55)+(l+#)grdd[(un)bs]
Lu={w}-{ L

Ou,
'5”— +iwn(un)dg + (“1 ds)

©)

Zakladajac, ze 6, u,e C2(Q)nC%(Q,) oraz 0 i u, sa rowne zeru dla xeQ,, otrzy-
mamy odpowiednio

(/1+2u)[ Oy~ (05s)]

Ju =
0'4 —0g+ (“4‘>s)

AV= {4V} — (6)

Wzory (5), (6) sa dystrybucyjnymi odpownedmkaml wzoréw Greena dla rownan
termosprezystosci.

Istotnie, jezeli @€ D,, Y € D,, to na mocy réwnosci
(LU, 9) = (U,I*®) i (4V¥)=(KA4*),
gdzie ' :

. ude + (A+p)graddive + w2 —iwngrade,

3

iw .
Atp4+;¢4+vdlvrp

(A+2u)ay, +(w2+iw'w)¢1+iwm//2

iyow
A‘ﬁz‘*‘ ‘/’z+‘—‘¢1

A*Y =

otrzymamy
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cw :
J{[ﬂAu + (A+p)grad 0+ w2u—ygradu,] o + [Au4 - ‘—K—u4 + iwﬂﬂ]%— (5)
2 ¢

—[pde + (A+p)graddive + w?p —iongrade,Ju—

. a :
- [A‘P4+ %‘P4+ 'YdiV(P:Iu‘t} dx = J{ l:ﬂa_:‘ - ('1’*'#)"9—?“4":}‘/’ +
e

0 0 0
+ —E‘—'ﬂ+iwn(un) Q4 —2+(l+u)nd1v<p u——&u4 das,
on ‘6 on

H [(;L +21) 40 + (@ + iwyn) 6 + ”’Twu4]-p, + [Au4+ i—::)—u4+iw'l9]'l’z— (6)
2

—[A+2u)ay , + (w2+iw7ﬂ)‘/’1 +iony,]10— [A'l’z'*’i%)"!’z +iy_}:l,“p1:|u4}dx =

H[U.Hu) bt sy ] [(uz Pig4 22, ]}ds.
S

Zauwazmy, ze jesli Q jest obszarem ograniczonym, to wzory (5') i‘(6') pozostaja
stuszne dla ¢;€ C?(Q), i = 1,2,3,4 oraz y,e C*(Q), i = 1,2.

2. Wzory calkowe dla wektora V

grad f

1

| iw \e#r i \e*r
- el e
/i 4n(l+2u)(lf—l§)[< 1;‘ K) r ( = x) r :l’

- : ptl e
dn(A+2u)(A2-43)| ' r P |

Rozwazmy wektor W, = ( grad 5(x)), gdzie

) spetniajgcy réwnanie W, = ( 0

g1
= w? iwny w3
Cr=xl=/x+x3+x3 /12+)r__+ Sl 233 :
1 X3 +X3 Tih aa e Gl

Niech ¢eD,, supp ® < Kp, Kp = {xeE;:|x| < R}, S, = {x€E,:|x| = ¢}. Poniewaz
L@ jest wektorem o skladowych L;®, L,®, gdzie L,, L, 53 operatorami rézniczko-
wymi wystgpujacymi w wierszach macierzy (3) wiec

(*W,, ®) = (W,, L®) = (gradf,,L,®) + (g, L,9) = —(f,divL,®) +(g,, L,®)=
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= J‘f, [(A+2u)4dive +w?dive —yde,Jdx + jgl [A<p4+%<p4+iwndiv1p]dx =
Ky : Kk
= — lim J S [(A+2u)Adive + w?dive —y4¢,]dx +

e 0+
£<|x]<R

- iw .
+ lim J gl[A<p4+—~<p4+iwr1dW(p]dx =
e—0+ K :

e<|x|<R :

=li{)r1+ J {[uAj',+(ﬂ.+#)graddivfl+w2f1-—iwngradgl_lfp+
e<|x|<R ;

) ;
+ [Agl +—K—gl - leVfl}(p“} dx +

. de . 09, . .
+€EI;1+<J+J){[ﬂaq—+(A+y)nd1v<p—y<p4n:|gradfl—[—E{l+um1((pn):|g,—

S Se
dgrad o 0
_l}, gon /i +(,l+;_:)nd|vgradf1](p—-5g;l¢4}ds = —dive(0).

A zatem, jezeli U spetnia rownanie LU= 0 w obszarze , to na mocy wzoru (59
otrzymamy:

- - 0
divu(x®) = — J{[Tu +ANu —*,ltt‘tn]g,raldf1 + [—aﬁ-{- iwn(un):lg1 -

n
S

o
e g s

on

d
) — J{[Tu+iNu—}'u4rz}gradfl +[—;n—4+iwn(un)]g1 =

S

o
u—u4—a—g’—:-}ds dla x°e @, o

dgrad o -
G flu-u4—g—*}ds dla x°¢Q,
on on

: QU -
gdzie Tu: = 2/15;+And1vu+u(n X rotu),

du -
Nu: = — —ndivu+(n X rotu).
dn '
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e S . d -
Biorac wektor W, = (gr; f2>’ gdzie
: 2

j. - : lwl’] ei}-,r ei/'.,r
2 4nA+2u)(A-APL r  r |

1 2 gL 5 eM,r
4ﬂ(i+2y)(l%—lg){[(A +2u)Ay w2] [(A+2p)is—w 23 - }

W podobny sposob otrzymamy

a 1§
u,(x% = — J{[Tu +ANu 4yu;nj|gradf2 +[—£—f—+ iwn(un)]gz —

S

42 = —

2 9
R e g”dfz s e ®)
\ 6n) ;
. Ou, .
g Tu+ ANu—yuyn |gradf, + —b—'—1-+twn(un) ga—
s ;
d ; =
—(A+20) gradf’ %’f}ds dla x°¢0

Rozwazajac ukiad réwnan (2), wzory Greena (6) i przyjmujac W; = (f), gdzie
; : 3

1 ‘ iw ei/’.,r iw eii,r'
_ B e
‘f3' 4n(l+2}l)(lf—-l§)[( : x) r ( 4 x) r ]’ ;

L e B
B= "mEromiz—-a) r r [

otrzymamy

0(x°) = —H(Hzp) e ~(+2u )aa_fi—u4a }dS dla x°eQ,

S
. ®
erzu) —f 7g3—(/+2/1)9 9% -‘f:}ds dla x°¢ Q. '

S

Podobnie przyjmujac W, = (g“ ) gdzie
4

f - lw’] ei/.|r el'Azr
YT AnG+2mi-3)L )

{[(A +2u) 2 —w —:ww] - [(A+2p)i5—w —zw'w]ew}

1
4m(4 +2u)(A7 — AD)

44 =
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otrzymamy

: 0
uy(x%) = -J{(i +2;¢)a f4 — (l+2u)9£—- u, ag’:

}dS dla x°eQ,
S -
f4 6 e 04D
(/1+2#) f4 D —2g,— (A+~u)6~— Uy— a dS dlax"¢Q
S

Uwaga: Wyprowadzone wzory pozostaja stuszne rowniez dla obszaréw nieograni-
czonych, jesli rozwigzania spelniaja odpowiednie warunki wypromieniowania.
W interesujacych nas zagadnieniach powmrzchma S jest plaszczyzng x; = 0, powstaje
zatem problem zbieznosci calek. :
Przyjmujgc dodatnie czgsci urojone parametrow A, A, mozemy zagwarantowac

zbleznosc calek jesh tylko warto.»m brzegowe funkcji u, 0 i i ich pochodnych sg ogra-
niczone.

3. Rdei’qzanie pewniych zagadniel’l dia pélprzestrzeni
W obszarze x5 < 0 szukamy regularnego rozwiagzania ukiadu (1) speinlajacego na

brLegu jeden z nast@pu_]qcych warunkow
1 uy =h(x, xz)s " =h2(x1’ Xo) ()3 = hy(xy, Xx,), uy = hy(xy, X5),
Ou,
I[ u3 = l (xl, XZ) (Tu)l — Iz(xl, xZ) (Tu)z = ls(xl, xZ) 5,1 14(x1, x2)
gdzie hi(x,, X;), i = (%, x,) i = 1,2,3,4 zadane funkcje na x; = 0. Aby otrzymac
rozwigzania tych zagadnien znajdujemy najpierw divu(x) i uy(x).
Rozwigzanie zagadnie;\ia I
W tym celu kladziemy w rownaniu (7,)
L =4, g,=9,0)
gdzie r = \J(x; — x9)? + (x, —x3)* + (x3 ~x3)?, a w réwnaniu (7,)
fi =A0%, g1 =g.(")

gdzie r* = /(x, —x}) )2+ (x; —x9)% +(x3+x3)°.
Dla skrocenia pisma zatézmy f,(r*) = f}, ¢,(r*) = g}.
Otrzymamy woéwczas

: (] 0 0
g _‘_l_fi Xio X X 0 X3,
gradf,| 5 I i——ij |,
Xy =0 rr=r0 ro )'0 ro
d Yot X x?
gradﬁ =£ ’11+ s L+—13 )
x3=0 dr r=rg o T'o ro

ro=rlg-0=r*-o
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i odpowiednio

ogradfy| _ _x§(d 1) L,
0 | o To\dr:  rodry) ° rod 0
dgrad f} x3 éif_x__lf[_x_ s 1 1df; .
dxs 1.0 o dré  rydr, fo rodro
9, _ _x3dgs
6x3 x3=0 ro d’“o’
gdzie ‘
- S XAy Xy—Xz. X3
o= ro 1 o iy - 3
= 0
rg = = x‘ix +x xz'z +£§13

o To Fo

Réwnania otrzymane z réwnan (7,) i (7,) po podstawieniu wyzej podanych wyra-
zen odejmujemy stronami. Po uwzglednieniu warunkow brzegowych otrz; inujemy

+ o
- oh, @&h df,
0y _ f el e 1
divu(x?) =2 ..” ll:h:, » (ax,+ax2) vh ]dro

< x,—x¥ X, —x\/d*, - 1df; dgl (10)
1 + il Yy Ldx
(4 ’2#)[<h‘ re -hz o )(drg rodry dru 4 rO d 2

Kladac w rownaniu (8,) f> = f2(r), 92 = 9,(r), zas w (8;) f =£2(r*), g2 = g, (*) 1 po-
stepujac analogicznie jak w celu otrzymania dywergencji, mamy
+ oo

0
=2 [[ {{naGag)-m -
Xy X2

- @

.
d’f Idfz Xi—X{ X;—X3\ 44, Xg (11)
1k l 2 4 e
e <12 "odfo . Fo ke o 'd"am To e ‘

Aby obhczyc u,, u, rzutujemy réwnanie (1) na esie x,, x, i dochodzimy do grani-
cznych zagadnient Dirichleta dla rownania Helmholza:
w?
Aui+"'—ui = F.'(xl, xz, X3), u,l
i .

= hi(xy, x) (=12

x3=0
A i) Ou, :
gdzie Fi(x,, x3, X3) = L —(divu) +Z f“‘ (i = 1,2) sa znanymi juz funkcjami.
o 0x; JOx;

Rzutujac zaé rownanie (1) na 0§ x5, dochodzimy do zagadnienia Neumanna dla

rownania Helmholza
+ A
X, =0 a)‘l ‘>~2

2

- 0“3
AU3 +7u3 = F3(x1, X,, xl)a

= divu

xy=0

ox,
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gdzie F, — dana funkcja

Adtpu 0 y0u4
Fi(xy, X5, X3) = ——— —(div —,
?("n X3, X3) " (Jx3( )+ e

Rozwiazanie zagaduienia 11

Rozwigzanie zagadnienia I1 otrzvmujemy podobnie, z tg réznica, ze réwnania
(71 i (7,) dodajemy stronami

: e 7 51 X -—XO ( 6[ X— X df
: 6 - 2——}— 1 1 e 2 A
divu(x°) - 2” { “1,& @xl) = +\13+ 3x2) = } ot

f : : - 2’ - -
+(!4+ifw111)y;—(i+2#)1,1[< )(——f»’-—-l-‘ifi>+‘df1]}d o (12)

dro rodro radr(}
o dl X7 Bl \x df
= f{ ke i s
b : J{“/ 1[( axl) o +( . 6);2 ro dro
= } "7-]% ' “
(14+mw )q,—(/H-') )M, a-,_,_lffj_z_ +,,fi_j; dx,dx,. (13)
drs  Fodry]  vhdrg

Na zakonczenie warto podkieslic, ze wszystkie odpowiednio zmienione uwagi
zawarte pod koniec pracy [8] pozostajy w mocy. Fakt, iz dylatacja wyraza sie
w sposob stosunkowo prosty w postaci calek typu potencjatow, zwazywszy na dosc
skomplikowang postac¢ macierzy I'(x, o, y) rozwigzan podstawowych rownan termo-
sprezystosci (patrz [1] str. 39), jest do$¢ nieoczekiwany.

Wystarczy wspomnie¢, ze autorzy pracy [3] nie zwrocili na niego uwagi przy
rozwiazywaniu zagadnien 5, 6.

Praca wplyngla do Redakgji w muju 1984 {po korekuic)

Literatura

[1]1 W. D. Kupradze iin., Triechmiernyje zadaczi mativmaticzeskoj tieorii uprugosti. Thilisi 1986,

[2] W. D. Kupradze, W. W. Burczutadze, Granicznyje zadaczi tiermouprugosti. Diffizriencjalnyje
Urawnienja, tom V, No I, Minsk 1969. :

[31 W. D. Kupradze, T. W. Burczuladze, Nickotoryje zaduczi tiermouprugosii rieszajemyje w kwadratu-
rach I. Difficriencjalnyje Urawnienja, tom V, No 10, Minsk 1969.

[4] W.D. Kupradze, T. W. Burczuladze, Niekotoryje zadaczi tiermouprugosti rze\’ajemyje w kwadratu-
rach 1. Diffieriencjalnyje Urawnienja, tom V, No 11, Minsk 1969.

[5]1 W. Nowacki, Dynamiczne zagudnienia termosprezystosci, Warszawa 1966.

[6] J. Ryterski, Rownania i [JI-L‘/\A-luh enia calkowe w zastosowaniu do zagadnien teorii sprezystosci,
Prace IMP, 2. 59, 1972.




154 : K. Rutkowska, J. Ryterski

[7] J. Ryterski, Solutions of certain plune problems of stationary vibrations of elastic body. Prace IMP,
7. 86, 1983. :

{8] J. Ryterski, O pewnych zagadnieniach brzegowych tevrii sprezystosei rozwigzalnych przez kwadratury.
Prace IMP, 89, 1986. -

O HEKOTOPLIX npoﬁ.rlemax TEPMOYNDYTOCTH NpEliacMbLIX KBALDATYPAMMH
Pesome

Pabota kacaercs NpUMCHEHHS METOAOB TEOPHH MOTEHIMANA JUIS ONPEACNCHUA PELICHHA KPACBBIX
npoGieM TCPMOYHPYTOCTH JUIS Cily4ds NONYnpocTpaHcTsa. TIPHMEHAS aNNApaT TECPHH Pacnpee/ieHus
BLIBOAATCH (QyHAaMEHTanbhble HOPMYIbl ABASIOLKECH IKBUBAICHTHLIMH GopMynam puna. Baaro-
JlApHs BBCACHHIO COOTBETCTBEHHLIX BEKTOPOB OCHOBHBLIX PEILEHMH MOJyYEHbI OTCIONA MHTErpaibHLIE
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Some Thermoelasticity Problems Solvable by Quadratures
Summary :

The paper concerns application of methods of the potential theory to solution of boundary problems
of thermoelasticity for a half-space. Basic relations, corresponding to the Green's formulae, have been.
derived based on the distribution theory methods. Use of appropriate vectors of basic solutions has led to
integral formulac describing the displacement divergence and the temperature. Solutions of two boundary
problems for a half-space, based on the formulae derived, have been given.



