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PRAcE tN§T YT,Ul,U MAszYN PRZEPŁYWOWYCH
'l§?.yla9

KRYSTYNA RUTKOWSKA, JURAND RYTERSKI

G(luńskł

O rewnych zagadnieniach termospręż,vstości' ro-zn,iązaTnycb przez kn,adratury

Praca dotyczy zastosowąnia metod teorii potencjalu do wyznaczenia rozwiązania zagadnień brzego,

wych terrnospięzystości dla przypadku pólpłrzestrzcni. Stosując aparat teorii dystrYbucji wYProwadzono

,nrory po.|rto*Ówe będącc odpowiednikami"wzorów Grcena. Dzięki wprowadzeniu odpowicdnich wekto-

rów rozrviązań podstawowycń otrzymano stąd wzory calkowc na diwergencję przemioszczenia i tempera-

turę. Bazując nu *ypro*odronych wzorach podano rozwiązaaia dwóch zagadnicń brzegowych dla pół_

przlstrzcni.

'Twierdzenia o istnieniu oraz metody wyzneczania przybliżonych rozwiązań dla

pewnych zagadnień brzegowych termosprężystości, przy_zalożeniu okresowej za,

leżności od czasu" zn&,ne są dla szcrokiej klasy obszarow [1, 2],

Zagadnienie efektywnego wyznaczenia rozwiązań rozpatrywane_ było przez

W. NJwackiego w piacy [si. rup.udze i Burczuładze w pracach [3,4] zajrno_

wali się problemem snateiiJnia rozutiązań w kwadraturach dla pewnej klasy obsza_

row rrieógraniczonyeh, których brzegiem jest układ plaszczyzn (zagadnienie przo_

strzenne)lub układ prc§tycń (zagadńenie płaskie). Rozważali orri tanr zagadnienia

z nasrępującyni w&runkami brzegowyrni. Na brzegu zadane są:

l) przemieszczenia i temperatura,
2} rraprężenia cieplne i strumień ciepła,

3) przemieszczenia i strumień ciepła,

4) rraprężenia cieplne i temperatura,
5! styczne składowe przęmieszczenia, norrnalna składowa naprężenia i liniowa

kornbinacja temperatury z entropią,
ó) normalna składowa przemieszczcnia, styczne składowe naprężenia i liniowa

kombinacja strumienie ciępła ze strumieniern entropii,

W pracy [3] pokazanojak rnożnaznależć rozwiązania zagadnień 5;6 bazując na

teorii |otencjału. Autorzy pracy [3] w celu wyznaczenia rozwiązań zagadnień 5, 6

rozpatrują rurjpierw pomoinicze zagadrrienie brzegowe dla niewiadomych funkcji

skalarnych div rt, uo,do którego dochodzą przez różniczkowanie równań termosPrę-

* lnstytut Matematyki Ptllitcchniki Gdariskicj,
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ŻYstoŚci PrzY założeniu, że równania te spełnione są również na btzegu obszaru.
Rozwiązanie problemu znajdują w dalszym ciągu z odpowiednich zagadnieńbtze-
gowych dla równań Helmholza. Te same zagadnieńa 5,6 rcmńązujemy w niniejszej
pracy stosując metodę opisaną w pracach [6, 7],która nie wymaga tak krępujących
załoŻeń dotyczących regularności, wystarcza nam bowiem dwukrotna różńczko-
walnoŚĆ wektora rozwiązania, spełnienie równań termosprężystości i warunków
brzegowYch. Po§tępowanią o którym mowa wyżcj,zastosowane zostało również
w Pracy [8] dla wyziaczenia rozwiązań w kwadraturach pewnych zagadnień teorii
sprężystości.

:

1. Wzory Greena

Rozważmy układ równań termosprężystości postaci:

1.t,luł (l a p)gradi.trrlozu_ygradun :,g,
ia ^ (1)

Au4* *un*iaą| 
: g,

g<lzie x , (xr, xz,xs)- punkt przestrzeni euklidesowej E3,IJ : {u,u+), u : (ul,u2,u3)

- niewiedomy wektor przemieszczeftia, un- temperatura (przy zaŁożeniu, żn T+io
jest temperaturą absolutną, a stan un : 0 odnosi się do stanu, w któiym naprężęnia
i ptzemieszczcnia są równc z.eru); a: divu;, 1,, ll są stałymi Lamćgo, al2 jesi iioczy-
nem gęstości p i kwadratu częstości drgań, y : a(!.+Lp), przy czym djest wspoł_
czynnikiem rozszerze|ności liniowej termicznej, rc - praewodnoścląrq:yTlpc,
c - cicpło właściwc, i - jednostka urojona.

zauważmy, żc stosując operację dywergencji do pierwszego z równań (1), na
bazie tcgo układu otrzymemy układ

(1 + 2p) A0 + (ol2 + iayli1 +Yun - a,

ia ę)
Aur*-uołia4? : Q. 

,

W niniejszym punkcie równania (1) i (2) rozumieć będziemy w sensie uogólnionym,
tzn. jeśli ptzez L, A oznaczymy operatory

LtJ : ( łn + Q, a p)grad| 1- u2u - y gruaro\

\ lua*Yua+i.ąo )'
(3)

( \i +zu1 l0 + (a2 + i@yĄł +Tr" \
": \ Auo+Yua*ico4. )'

(4ł
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io

LtJ :0+(LU,O) :0 Y QeD4,
4

gdzie (F,@):: f (t,qr) dla dystrybucji F :Vr,rz,fl,ro) i wektora próbnego O:
i= l

: (9rQz,Ql,Qą): (ę,E4); Qi€Dp i: l,?,3,4, D, jest przestrzenią funkeji próbnych, ,

zaś AV- 0+(lVY.):O,YYeDr, gdzie podobnie jak wyżej

(O,Y): : (0 t,{ t) + (gz,ł ).
Załóżmy, że u,eC'(Ó., C2(Ór0,f,2 c E3, O, : Er\Ó oruz ui: 0 dla xeOli O jest

obszarem ograniczonym gładką powierzchnią S.

Wówczas dla wektora U: : |u,lro) otrzymamy

( l rY:' -(,i. 1 p)n div u - ^l u +fl |a " 
*, Ł r uóJ + (,1 + p) grad [(ur) a"] \

1LJ : {wt _( L-a,, \-- ' r'"9' 
;,"'-* '" 

' Ur 
; 

"' 
. I

\ '# +ico4(un)d5+fitu, dr.) /
- 

(5)

Zakładając, że 0, unecz@1aczlÓr; o.az 0 i ua są równe zeru dla x€or, otrzy-
mamy odpowiednio

1u*za|#o,**,rohly: uy} -( ,;ir:,:-ft,,-,r", ' 
) 

(6)

Wzory (5), (6) są dystrybucyjnymi odpowiednikami wzorów Greenb dla równań
termoiprężystości.

tstotŃe, jeżeli @e Dn, $ eD2, to na mocy równości

{LL],q: (l],I:iD) i {AV*I: (VA*tl,
gdzie

IjQ : ( rU+ (,ł +p)graddiv<p + 
"q-i,łg,oo,pĄ,

\ AQ+*'f,*o*rair* /

A*y : f U *2p)A0 t ł ( u2 * iwąy 1fu ,+i"lry,2r\^-':( Ałzł'it,*Ę*, )'
otrzymamy



148 K. Rutkowska, J. Ryterski

i{*^, 
+ (7 + p) l,ład 0 + u2 u - y grad u o] * *|o, 

" 
* ?, * + i, n af, o - (5')

{}

- Lt A,t, + ( ).+ p)graddivrp +r'E - iialągradEofu-

-|or-+9ro*1,di"9],.}^ : 
J{ |r#- 

(},+ p)n.-t,*f* *
§

- L* + iuł (uĄftr - -|r*+ (1 + p) n di" r], -'#, -l or,

j{ 
[,' 

+2tl)d0 + {a2 + iayą)o nĘ,^),l,*|ou-*Luo+ ianl]r,- (6)

a

- t(; + 2p)/ł, * (.' * iuy41l1t ,+ i@ął 2f0 -|o,ł ,*'}ł "*Ę,ł ,fr*|o* :

: 
J{ [,, 

+ zul§t, - *r .)-|t^ * rłff , * 
uff ,-f} or.

§

Zauważmy,że jeśli O jest obszarem ograńiczonym, to wzory (S') i (O)) pozostają

słuszne dla E,eC'(Ó), i: 1,2,3,4 otaz 0,eC2(Ó), i: 1,2.

2. Wzory calkowe dla wektora V

Rozważmy wektor *,:("':,') ,n"rniojący równan ie l!wr: (*'o'l"'), cOri"

It : - o*ffi:Ą[ (,, - :)+ - (^l -?)T],

,,: oąffią=6|^rT-^?T7
r: l-tl :,/ł+Ę+ą, 71+).}:'+- ,*-#+, Ąr1:#ń

Niech óeDa,supp @ c Kł, K^: {xe E.:|x| < R}, S": {x€E.;|x| : e}. Ponieważ
LtD jest wektorem o skłaclowycb Lta, L2Q, gdńe Ly L, ą opratoranni różniczko-
wjmi występującymi w wierszach macicrzy (3) więc

(L* W!, Q) = (Wi, LaD) : (grńf1, LłD) + (g t, LzłD) : - (/, divŁrrD) ł (g r, L rO1 :



O perłn.vch zagadnieniach termosprężystości...

r r I iu l: 
Jr; 

rtr. +2p)Adivę +.uzdivE -ylęo)dx n 
Jrr|d,ł"+ f,vo+iułdivv )dx 

:

,<lrl<R

*"ljn i n,|or -ng, o* runaiv,ł)dx :
,,<|^]|<R

r(: lim | ł, UdIr+ (ź + l)graddivl. * uzft- iarygradg Ję *
D-O+ J (

c<|.r|<ł

*|o r, n'i r,+ lOivl, 
] 

e"} r" n

* 
. l r_ ( 

j - 
f) Ilr'* + ( i + tl ) nd,,,ł - l,ł o,fgt adf , -l* + i1,1 tt (ł Ąfg, -

"Sc

_|r'r#+ (.ł + il) ndi u gruo/, 
].l -* - -}ds : - div p (0).

A zatem, jeżeiiU spełnia równanie LI]:0 w obszarze o, to na mocy wzoru (5')

otrzymamy

div ł (xo) : - I{ [ 
* a i. N u - r, onfuudr, *r# * i, ł (u n)fg, -

§

-(i+żlĄaE#"_r,*}o, dla xoe o,

, 0 : I{[, + )"Nu-ru.,]r,u ar;+|ff+ iunvĄfg,-
s

-(^+lp)ag#,_""*lo, dla xo4o,

gdzie Tu:: rrU#+ indivu+ p(n x rotł),

Nu: : ff_ ndivu*(n x rotu).

llx

r: _ lim l r,tt; +2tl)AdlvE+oŻdivE-ylqofdx*
ć-O+ J

(7I
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. : 
I{[* 

- ).N u - yunnls*ar. *l* * i.n UĄfg,-
§

-(A+ztłagff"_,-*lo, dla xof o.

Rozważając układ równóń (żl), wzory Cr."nu (6) i przyjm ując Ws: (fr), *Or*

rl : - ńc*E=Ą[(,, - *)+ - t, - #)T}
0g: -GGT#,Ę=Ą[T-T}

otrzymamy

0(xo1 : - I{,, 
+zulau!/,**r,-,tl+złea}-",*}o, dla xoeQ,

s

0: 
i{,, 

+zoaf/,**n,-().+2ń0*-,,*\r, dla xo$ó. 
(9)

§.
Podobnie przyjmńjąc W-: 

ff^), 
cari,

I+:--Ę6-#@=Ą[T-T}

,{" 
: - G6# _ 6{ oł * 2p) 7| _ u2 _,.rrJT _ 71l + ztł.ż _,, _,.rrr?I,
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otrzymamy

uo(xo) : -Ji'' +zrlaS-+T:r-- (),+2lĄaaf,-,-*\o' dla xoe o,

.§

o: j{,, +zuf-}!-+uffr--(A+żp)*-"-*I* dla xOf D

Uwaga: Wyprowadzone wzory pozosĘą słuszne również dla obszarów nieograni-
czonych, jeśli rozwiązania spełniają odpowiednie warunki wypromieniowania.
W interesujących nas zagadnieiriach powierzchnia S jest płaszczym1 Ą: 0, powstaje

zatem problem zbieżnoŚci całek,
p-r_zJjinując dódatnie części urojone parametrów 7r, )., możemy zagŃarantować

zbieżnoić całek,:jeśli tylko wartości brzegowe funkcji u,0 i ich pochodnych są ogra-
niczonó. :

3. Rozwiązanie pewnych zagarlnień dla połprzestrzeni

W obsąarze x3 ś 0 szukamy regularnego rozwiązania układu (1) spełniającego na
brzegu jeden z następujących warunków

l L!, - łr(xr, xz), uz - hz(xt, xz); (Tu)l: hs(xr, xz), u!: ho(xr, x2),

' 
= /r(xr, *r\,u#: la(xr, x2),[I u. : Ir(x,, x2); (Tu)t - !r(xr, -r),!Tu}2

gdzie &,(xr, x2),li: (xr, xr), i:1,2,3,4 zadane funkcje D& x. : 0. Aby otrzymać
rozwiązania tych zagadnień znajdujemy najpierw divu(x) i ło(x).

RozwiąTąnie zagadniciia t

W tym celu kładziemy w równaniu (7r)

ft:J'lt,), 0t: O1(r),

gclzier:J ,a w równaniu (72)

Ir:Irt*), 0t:at(r*)
gdzie r* : .r/(xr - x?)' + (xr- xor)z + (x3 + x3)2.

Dla skrocenia pisma załóżmy J'Jr*) : J|, g r(r*) : g|.

Otrzymamy wówczas

gradf,l,. 
=o 

: #|,:,!#,, -Tł -;,.),
g.uorTl* 

=. 
: #|,=."(#i, a Ł-4;, * *,.),

ro: fl.r=o: r*|r.=o
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i odpowiednio

ryi,, ":-*(#-ł#)"***,"
Ę#l,, -,: *(# - ł#),, * **, "

*l,,=,:-**,
gdzie :,

xr -x? . , xz-xż, x!.
'o 

: 
l t1*-lr-ł-rr,

,r:#,,*fi,+Ci..
Równania otrzymane z równań (7l) i (?2) po podstawieniu wyżej podanych wyra-

żeri odejmuj"-y .ironumi. i'o uwzględnieniu warunków brzegowych otrz;.;;ujem1'

divł(xo}:,jI{[r.
-@

_,, *r,,[(ł,ł'.'i * r,\§)(#{.*_{' -*r-)*}o*,r,,. 
(i0)

Kładąc w równaniu (8,}ń :.fz{r\,8z*{Jz{r),zaś w (82}/2 -fzb*),g, -gr(r*} i po-

stępując analogicznie jak w celu otrzymania dyn,ergeneji, mamy

t

_{^ -,,,r(#_:#,)(r,#n-,lf) t^-J*\a*,a*,. 
(l l)

,Ąby obliczyć wr, u, rzutujemy równanie (l) na osie x1, x2 i dochodzimy do grani_

cznyeh zagadnień Dirichleta dla równania F{elmholza:

(,2
Au;+:-u;: F,(x,, ,xz, xr), ilil,,=o : ll;(x1, xz) (i: 1,ż),

gdzie F,("x,, x2, _1;l) : _Łj!3(oiuu} -:* {i : !,2) są znanymi już funkcjami.
p dxi' F oXi

Rzuttrjąc zaś równanie (1) na oś .t3, dochodzimy do zagadnienia Neumanna dla

równania lle!mholza

-^{*,"?)_,o,f*_

uo(xo} :, fi {[-. -,(* -'*.)-,,ł**-

Au,+{,,: Fr(,x,, §z, xl), *l,._. 
: O'uul,.*o -(t-'*),
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[3] W, D. Kupradze, "f. W. Burćzultdze, N jrłcltlrvje zudaczi tigrq$uprugasti riłszajeny,je yv kwudrątu-

l,łcł l. Difficricncjalny"ie Urawnienja, torn V, No l0, Mińsk 1969,

|4] W D.Kupradze,'i'.W, l]u-rczuladzc,Niekotoryjazudaczitiernlouprugoslirieszajemyjewkłvudratu-
rut,h ll. Dii|ieriencjalnfie Urawnicnja, tom V, No il, Miirsk l969.

t5_1 W. Ntlwacki, Dyltluttliczne zttgudtlieniu termosprgżl,sto.(ci, Warszawa 196ó.

|ó] J. ltytcl'ski, Ił(lttłttułtiu i przt:ks:tult,tttia cu!kłlve v,za§osowuniu do zugutlnień teorii sprężystości,
l)rłcc lMP. z,59. |9'l2.

l53

gdzie F., - dana funkcja

1'!Ł.Ł(aiuu) 
+Ld+.F.(.xr, x2, .x:3) : -*r, t)x3. llóxl

Rorrłiązanie zagadrlitnia ll

Rozwiązanie zagadnieniit II otrzvmujenly podobnie, z tą różnicą, ze równanie
(7J i (7J dodaje,nny §tronami

d vu{xo} :, iI {[(,, 
-,*)'#'* (,, - ^!ł;)#]*"

-O

+"(/4+ illląl,}g,-(ź+*,,,[(*)' 
{#ł--ł;tr)-*#"]} 

dx,dx', (12)

f@

ito{r-o) : -1i|. {[r,, , ;{].L)l-_-? u (,u*ljl, )l::!lj4 o
ł{ tt t"" 

' " dxlJ F6 ' 
\'u ,' " ax,,) ro ld,o 

,

+(i+*;r,.łlllr}ł: -(; +2#i/,[r$)' (#: - ]*)*i *'1lur,u,,, (i3)
'|_\rol \łJr, rrdr,,f rrdrols

Na zakończenie werto rrodki,eśiić, że wszystkie odp*wiełlni* zmienione ulvłgi
zitwiirte po<l kciiiee prac3, [8] pozostają w fi"ro{}, Falit, iŻ dyiatacji* wyraza się
rv sPłsół: §to§unkswo pro§ty w pasł,aci *rłek t.v*pu potencjałów, zwaźywszy ila clci§c
skornplikłwłrrtą p*s;ać macieray .f"i,x, eu, y} rozwiązań pedstarvowycir rówriań terrno_
spręzystcśei (pxtr:: [1] str" 39i, jest dość ni*eiczekiwarry.

Wystarczy ivspomniec. że autorz;ł praey [3l i:ię zwróeili i:* niego uwagi przy
rłlzwiązywariiu zagadli*ri 5, 6. 

ą

!}rlQ \\pl}il{le do Rti,rlcji w n;,;u !98+ |po łrrltkeie;
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[7] J. lłytcrski, Scr/ullbll.s t{certain plune probletns d'siationały uibrutions o!'elastic bol.y, Prace tMP,
z. §ó, l9E3.

[8] J. ltytcrski,Opewnycltzagatlnieniuchbrzegowythteuriisprężystośdrozwiązalnychprzezkv,udrulury.
|)ruec lMl),89, l98ó,

O uexoropulx npo6Jlemax TcpMoynpyrocTl! nperuaeuux I(BaAparypaMH

Pe rptrłe

Pa6ora KacaETc{ $prrMenenrl, MeToAoB Teopłlu noTeH{il.uu Ara onpeAeneuufl peuenlłrl rpaeB&lx
npo6neM TcpMoyrrpyrocTil Anf cflyqa, nonynpocrpaHcTBa. llpfiMenm annapaT Teopull pacnpcAerexnfl
BbtBo,ątTcr. QyxAaueHraarnue rloprrłyłbl ,lBrrlKlulHec,3rBHBaneHTHblMu oopMynarrł !-płna. 6laro-
Aapnx BseAcłrnto cooTBeTcTBe}lnbrx BerTopoB ocnoBnblx,peutenufi noIyqenu oTcpAa [HTerpaJrbnblę
rlnpuylu H& A}rBepren{xrc nep§Merqenxr rr TeMnepaTypbt. Onrrparcu ua BHBeAcHHb.x Qopvylax
Ilpe,lcTaBlnrcrTc, peuexurl AByx rpaeBux npo6leu AJrfl nonynpocTpamcTla.

Some "fhcrnloelasricity Problems Solvable by Quarlraturcs

§urnmury

. The Paper coDcem§ application of metbo,ds of the potendal tbeor1, to soludon of bouocar.v problems
of tbermoelasticit1' for a balf-spa*. Basil relations. corresponding ro &e Green's formulac, have been,
derived based on the clistribution !heory metho<js. Use of appropriate vcctor§ of basic solutions has led to
intcgral fornrulac dcscribing thc displaccment divergence and the tcmperature. Solutions of two boundary
problcms lbr u half-spaot, based on thc firrnrulae dcrived, have bccn givcn.


