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JAROMIR NOSKIEVIC

Vysoka Skolq Batiska v Ostravé (Hochschule fiir Bergbau, Ostrava)

Vergleich verschiedener mathematischer Modelle der durch
/Kavitation verursachten Werkstoffzerstorung

Die Dynamik der Werkstoffserosion und insbesondere der Kavitationszerstorung kann mit den drei
wem Verfasser abgeleiteten mathematischen Modellen beschrieben werden. Im vorliegendem Beitrag
wesden zwei von diesen Modellen verglichen und es wird ihre Anwendbarkeit zur Auswertung der Kavi-
weesspriifung gezeigt. Die Kavitationsbestéindigkeit des Werkstoffs wird mit Hilfe von zwei Beiwerten
wegedriickt. Diese konnen aus dem Zeitverlauf des Massenverlustes bestimmt werden.

1. Einleitung

Den Massen- oder Volumenverlust des Werkstoffs infolge des Kavitationsangriffs
‘amn man durch zwei typische Verldufe darstellen (Abb. 1). Von der Zeit ¢, an, die
wurch den Punkt P gekennzeichnet ist, kann der Massenverlust pro Zeiteinheit

W gleich einem konstanten Beiwert v, angenommen werden. Der zweite fiir die
- Lasntationsbestdndigkeit charakteristische Beiwert ist die Zeitkonstante t,. Den
“msionsverlauf (Abb. 1) kann man auch mit Hilfe der Kurve der Volumenverschleiss-

) P

m tgu=y,
tgec= : P/
e s e t

Abb. 1. Verlauf des Massenverlustes

‘rmmdigkeit v = dm/dt darstellen. Es ist vorteilhaft die dimensionslose Grosse
. smzuwenden (Abb. 2). Das Maximum (v/v,)n., entspricht dem Wendepunkt I
wwai. 1. Die Verldufe in Abb. 2 erinnern an die aus der Regelungstechnik bekannten
Wpegangskurven. Die Entwicklung der Werkstoffzerstérung kann als Ubergang
: zwei Gleichgewichtzustinden, d.h. Kavitationsangriff ohne Kavitationsfol-
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v V=Tt = %; V:gtﬂ {; e
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Abb. 2. Zeitlicher Verlauf der Abtragsgeschwin- Abb. 3. Zeitlicher Verlauf des dimensionsl
. digkeit Massenabtrags

gen und Kavitationszerstorung mit konstanter Abtragsgeschwmdlgkelt angese
werden. Der Ubergangsprozess wird durch mathematische Modelle beschrie
Dafiir werden die Verschleissverliufe m = m(t) mit Hilfe des dimensionslosen P
meters v = m/v;t umgeformt (Abb. 3). Es ist vorteilhaft die Zeitkoordinate ¢ in
umzuwandeln. Die ermittelten Diagramme helfen bei der Auswertung der Ergebni
von Kavitationspriifungen [1, 2, 3, 4].

2. Angewandte mathematische Modelle

In seinen bisherigen Mitteilungen hat der Verfasser drei mathematische Mod
zur Beschreibung der Kavitationszerstorung entwickelt. Zuerst wurde das mathe
tische Modell mit zwei Parametern a, § aus der Differentialgleichung [2]

dv dp
e +2a +,3 v I

hergeleitet. Das erste Glied der Gleichung (1) stellt die Leistung fiir die Erweite
der kavitationsbeanspruchten Zone im Werkstoff dar, das zweite Glied — entspri
der plastischen Verformungen in der Form eines viskosen Fliessens und das dri
Glied — der Werkstoffszerstorung. Die Grosse I ist die Intensitit der Erosion
wirkungen. Unter den Voraussetzungen « = konst, 8 = konst, I = konst,
nach Einfilhren dimensionsloser Grossen

a) 6=%, b) = B, c)v=%
kann die Losung der Differentialgleichung (1) folgénderweise geschrieben we

fir =0

= l_smr’ |
. T
fir 6 =1
V= 1———+<g+l\’e",
2 T \T /‘
fiir [6] > 1
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WOTIR

So=6+,/87—1;

—1<o<1,(6#0)
2
cosSwT + 1 wt:l} (3d)

Pl 29 1 *5’_
i=1-cilee 5 i T
o)::\/lw-ﬁz.

Dieses mathematische Modell (mit konstanten o, 8, I) wird bei erfiillten Veor-
wssetzungen zur Auswertung experimenteller Daten v = f (1) (bei welchen o, B
umt I nicht konstant sind) in kleinen Zeitintervallen 4t benutzt [5]. Der Verlauf des
Wmensionslosen Abtrags v == f (9, logr) ist fiir einige Parameter ¢ in der Abb. 4
lrgestellt.

in das zweite mathematische Modell kommt man durch Vernachlass1gen des
wwen Gliedes in Gleichung (1). Solche Vereinfachung ist fiir das Ende der Uber-
Mmgsperiode, also in der Nihe des Punktes P (Abb. 1) zuldssig. Die Dynamik der
Wekstoffzerstérung wird dann durch die Differentialgleichung

W

dv .
Aol = Ig. )

', — einem neuen Mass der Erosionsintensitit und a, — einem konstanten
Wewert, beschrieben. Setzt man auch [; = konst., so folgt die mlttle;'e dxmemlonslose
senveriustgeschwindigkeit aus der Gleichung (4)

o e 6

0[
by e Gleichung wurde

) : :
b 6
= (6)
ML & AllS GlelChung (5) fOIgt daSS fur grOSSCre Lo wertﬂ (t/it0| B und

" — 0) die entsprechende Kurve sich einer Geraden nihert. Die Gleichung der
mmptote, die in Abb. 1 schon eingezeichnet ist, lautet

a0=

t
m,=v,(t—t;) oder w,=1 _TO N

3. Vergleich angewendeter mathematischer Modelle

&5 ist ersichtlich, dass auch die Losungen der Gleichung (1) fiir = — oo zu einem
istanten Wert konvergieren, da die erste und zweite Ableitung in Gleichung (1)
Ml wird. Folglich kann die Intensitédt der Erosionsauswirkungen als

S a
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berechnet werden. Nach Differenzierung der dimensionslosen Grosse v (2) er
man die Gleichung .
dv dv. dv ¢

b= ——v
dt v,

’

" Tdtn “dr

die auch als

v ’
—=v+vV
US

geschrieben werden kann. :
Fiir 7 —» oo ist (v/v,),. , = 1 und deswegen muss

v+v =1 (

gelten. Die Punkte, deren Koordinaten die Gleichung (11) erfiillen, liegen auf
strichpunktierten Kurve (Abb. 4). Diese Kurve ist ab Punkt 4 fiir ¢ > 7, mit

e

Lo

/

LA ] j'/ /
/,,%% _
/'9, e : /

3 ,"/ : < /

L

\

/
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7/ ‘5,’ /
QZ /{ %100 L —
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Abb. 4. Graphische Darstellung mathematischer Modelle der Kavitationszerstorung

Kurve des Zweiparameter-Modells mit dem Beiwert ¢ = 1, praktisch kon
Dieses gilt auch fiir die gestrichelte Kurve v, des Einparameter-Modells (5)
fiir die punktiert gezeichnete Grenzkurve v, (7). Punkt 4 ist durch die Koordi
v, =09, r, =20 gegeben. Setzt man v, = 0,9 in Gleichung (7) ein, so folgt
Bezichung

ty=10t,. \

Wird weiter t, aus Gleichung (12) in Gleichung (2b) mit dem Wert 7, =
eingesetzt, so erhdlt man '

14 = ﬁtA = loﬁto = 20-
Daraus' folgt
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i . 2
B=—=2a, (14)

0

Diese Beziehung bildet den Zusammenhang zwischen den Parametern der beider
mathematischer Modelle. Da im Punkte 4 6 = 1 ist, gilt auch « = 8.
Die Grundgleichung des Einparameter-Modells kann man ijetzt in Form von

Vo = 1—%(1——6:_"2) e (15)

- Surstellen. Ebenso wird die Gleichung (7) zu

L B S )

(16)

umesformt. Das negative Vorzeichen gilt tur die positive Zeitkonstante ¢,.-
Die Intensitdt der Erosionsauswirkungen (8) kann man mit Hilfe der Grosse ¢, '
Jmmsdriicken. Aus beiden Gleichungeﬁ, (8) und (14) folgt

=42 (17)
to

Far die Erosionsintensitdt nach dem Einparameter-Modell (4) gilt
o = ago, = 2. | (18)

o -

ulelchungen (17) und (18) fithren zu der Beziehung nach der die Intensitdt I, in I

I~ | (19)

4us den vorgefiihrten Uberlegungen geht deutlich hervor, dass zur Abschitzung
W Kavitationsbestéindigkeit des Werkstoffs im entwickelten Zustand der Kavitations-
Wearung zwei Grossen notwendig sind; und zwar sind es entweder der Massen- bzw.
kmumenverschleiss pro Zeiteinheit v; und die Zeitkonstante ¢, (Abb. 1), oder die
Mumbination v, und der Beiwert B, welcher aus den mathematlschen Modellen
mesieitet worden ist. Bisher wird die Aufmerksamkeit hauptsidchlich nur dem Wert
b g=widmet.
. ¥ir die Periode der unstabilisierten Massenverlustgeschwindigkeit muss das
wiparameter-Modell angewandt werden. Die Verbreitung oder Verminderung
e *urch die Kavitation beanspruchten Zone im Werkstoff ist deutlich und wird
lech die zweite Ableitung der Differentialgleichung (1) ausgedriickt. -
In der Inkubationszeit, wenn die Massen- oder Volumenverluste sehr klein sind
¢ auch die Intensitdt der Werkstoffszerstorung durch Kavitation sehr rasch steigt,
¢ s sich als niitzlich erwiesen, das erweiterte Modell [6] abzuleiten. Dieses wurde
mier Voraussetzung einer linearen Abhédngigkeit der Intensitdt der Erosionsaus-
ungen von t berechnet



~ Die Versuche [7] an 4 unterschiedlichen Materialien (Tafel 1) hat man mit
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= I(0) + kt. ~ (19

Wenn die Zeit ¢ innerhalb der Inkubationszeit liegt, kann der Wert I (0) vernachk
lissigt werden, so dass sich Gleichung (19a) vereinfacht und die Auswertung d
\Kavitationsprﬁfungen erleichtert wird. .

4. Beispiele fiir einige Auswertungen

In den meisten Veroffenthchungen fehlen wichtige Werte zur Auswertung @
Kavitationsbestindigkeit des Werkstoffs. Haupsichlich sind es die mechanische
Eigenschaften, wie z.B. die Zugfestigkeit R,,, die obere Streckgrenze bzw. die Festig
keit bei 0,2% Dehnung R, ,, der Elastizititsmodul E und eventuell weitere: Ha
tewert nach Vickers H,, Bruchdehnung A,, Verformungsarbeit W bis zum Bru
bezogen auf die Volumeneinheit des Priifstabes usw.

Berger [7] bat aus den 18 Kavitationsversuchen mit verschiedenen Werkstof
die folgende Naherungsbezichung fiir die Abtragsgeschwindigkeit v, ermittelt

dm EO 567RO 618
Us:(‘{;f) Rl 071W0125H1 971"

Die mittleren Abweichungen der gemessenen von den berechneten Werten
Abtragsgeschwindigkeit liegen bei 8%.

Die Auswertung der Messergebnisse [ 7] konnte nicht mlt Hilfe der Glelch g
(14) und (17) durchgefiithrt werden, weil die Zeit ¢, nicht angegeben wurde Nur be
Werkstoffen sind alle notwendige Grossen (v,, to, E, R, R H,) vorhands
diese sind aber fiir die Ermittlung aller Exponentwerten in einer dcr Abhingig!
(20) dhnlichen Proportionalitdtsbezichung nichit ausreichend.

Die Formel (20) kann man vereinfachen und zwar auf Grund der ndherungswe
giiltigen Beziehungen

WoR, HoR, und R,,xR,.
Daraus folgt die Abhingigkeit :

EO 562

U5 € 3, RZ 549

- der Regression ausgewertet und folgende Beziehungen ermittelt:

EO ,7614

. 5 _
. Us oC . L ty=o o BV RO o [ 218 R-6329
RZ316 0=7% - =

Der“Korrelatlonsbelwert betragt 0,994.
Ahnlich werden die Beziehungen mit R,,, R, , und H, (fiir 6 Werkstoffe) ermits

2
1,254, p —1.059 , —2.304. A 04128, p3.164 =1.305%
v, oc R1Z3%- R, H230%% g = o ROA128. R3164. [1=1.305

I oc R2€-§83 - R; 7.387 ,H2.3»057.
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Tafel 1
Auswertung der Bergerschen Messergebnisse [7] nach den Regressiontormeln (22)
Werkstoff | GGG-40 St 50 X5CiNiIRS | ciMbs || SHFRIIRES | AINIESTD
_ F44 F20
_';’] 0,4910 1,155 1,646 3,870 0,7220 0,04621
ﬁ_'ai, 4,074 1,731 1,215 0,5168 2,770 43,28
= i 41,97 30,78 12,22 7,821 39,01 40,50
mg-h™ '] »
! = 696,4 9225 22,46 2,089 2994 75862
mg-h™"]
E
MPa] 159466 208143 182575 211680 — —
= : :
MPa] 4339 526,5 650,2 982,5 440 200
® 0,2
MPa] 307,6 328,3 228,7 821,5 280 ‘ 100
H.
%Pa] 83,81 177,86 492,54 170,4 i —
? \
Der Korrelationsbeiwert liegt im Bereich von 0945 bis 0.996. Es muss bemerkt
wenden, dass die Beziehungen (20) bis (23) nur fiir eine bestimmte Kavitationsinten-
NiSE gelten [7].

Solche Auswertungen der Kavitationsversuche konnen fiir verschiedene Kavita-
“msintensitdten durchgefiihrt werden und zur allgemeinen Behandlung der Kavita-
Jmsbestandigkeit der Werkstoffe verwendet werden. :

e

5. Zusammenfassung

Die mathematischen Modelle der Kavitationszerstorung wurden verglichen. Die
“wwertung der Abtragsverldufe mit Hilfe der aus den mathematischen Modelle
wmmriclten Beziehungen wurde durchgefithrt. Wihrend der Kavitationsversuche
wichlt es sich neben der Abtragsgeschwindigkeit v, auch die Zeitkonstante ¢,
Mimschitzen. Zur Ermittlung des Zusammenhangs zwischen der Kavitationsbestéin-
“umes der Werkstoffe und deren mechanischen Eigenschaften miissen diese bekannt
Mit Hilfe der Naherungsgleichungen kann die Kav1tat10nsbestand1gke1t des
wstoffs abgeschitzt werden.
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Poréwnanie modeli matematycznych erozji kawitacyjnej
Streszczenie

Dokonano poréwnania opracowanych wczesniej przez autora modeli matematycznych kawitacyjne;
niszczenia materialow. Zgodnie z modelem dwuparametrowym dynamike erozji kawitacyjnej opisue
rownanie rozniczkowe (1). Jego rozwiazaniem sa rownania (3) z bezwymiarowymi parametrami (.'b.
Prostszy model matematyczny erozji kawitacyjnej opisano réwnaniem rézniczkowym (4). Jego rozwiazas
przedstawia wyrazenie (5). Poréwnanie modeli matematycznych prowadzi do réwnan (12), (13), (14
Na tej podstawie okreéla si¢ natezenia erozji kawitacyjnej I i I, (réwnania 17+ 19). Wyznaczenie v
tosci I i I, oraz parametrow a i f, wystgpujacych w modelu dwuparametrowym, wymaga oszacowams
wielkosci ¢, i v,. Szacowanie to odbywa si¢ na podstawie krzywych strat masy (rys. 1). Wyniki testé
proponuje si¢ wiaza¢ metoda regresji z wlasno$ciami mechanicznymi materialéw obejmujacymi mod
sprezystosci E, granice plastycznosci lub naprezenie przy wzglednym wydhuzeniu réwnym 0,2%, R,¢
graniczna energi¢ odksztalcenia plastycznego W, wytrzymato$é na rozciaganie R,,, twardo$¢ w stopniad
Vickersa R,. Przedstawiono przyklad takiej analizy oraz uzyskane zaleznosci (21), (22) i (23).

Comparison of Mathematical Models of Cavitation Erosion

Summary

The mathematical models of cavitation erosion, developed previously by the author, have bes
compared in this contribution. According to the two-parameter model the dynamics of cavitation erosi
can be described by the differential equation (4). Its solution is given by equations (3) with dimensi
less parameters (2). A simpler mathematical model is described by the differential equation (4), its soluts
being given by the expression (5). The comparison of the mathematical models yields equations (12= 8
and allows to determine the erosion intensities I and I, (equations (17 19)). The calculation of ;
values of I and I, as well as those of o and f parameters in the two-parameter model requires estimas
of the ¢, and v, quantities. This estimation is based on the mass loss curves (Fig. 1). Usmg the reg
sion technique the test results obtained can be linked to the mechanical properties of the ‘materials tes
including the modulus of elasticity E, yield point or tension at 0.2% elongation R, », ultimate resilias
It tensile strength R,,, hardness after Vickers R,. The relationships (21), (22) and (23) derived from s
a.. analysis are shown at the end of the paper.
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Cpasnense MaTEeMaTHUECKHX MoJeJiell KABHTANHOHHOH 3PO3HH

Peszome

TIpoBe/ICHO CPABHEHNE paHee Pa3spabOTaHHBIX aBTOPOM MAaTCMATHICCKAX MoJieJiell KaBUTALHOHHOT O
mospexienns MaTepuasioB. CorJiacHo ¢ ABYXNIAPAMETPOBOK MOAEIBIO THHAMHKY KaBUTAILMOHHOM 3pO3uH
mmcniBaeT audoepennmansioe ypapHenue (1). Ero peiienncM sBISIOTCA YPaBHCHHAS (3) ¢ 6e3pa3mep-
smouE iapameTpaMi (2). Boree npocTas MaTeMaTHYeCKas MOJIENbL KaBHTAIMOHHOW 3DO3HH ONHCHIBACTCS
mbdepeRIMAaTBHBIM ypaBHEeHEM (4). Ero peiieHuEM #BJIAETCS BBIDAXCHHC (5). CpaBHeHME MaTEeMaTH-
secxmx Mojeneil BendT k ypasrenusm (12), (13), (14). Ha s1o#l OCHOBE ONPEAEACTCA HHTCHCHBHOCTB
sesmranponHoH dposuu [ u I, (ypasuenns (17)+(19)). [lns onpenencuus sHavenuit [ u I, a TaKxe
WDEMETPOB o ¥ f§, BHICTYNAIONMX B IByXNApaMETPOBOH MOZICIH, HeoOXxouMa OLEHKA BEJIHYHH {o H U,
STz OLEHKA NPOM3BOJMTCA HA OCHOBE KDUBBIX NOTEPh MacChl (puc. 1). PesyabTaTsl NPOBEPOK MpeIa-
“4TCS CBS3BIBATH METOJOM DEFPECCHM ¢ MEXaHHYECKHMHE CBOHCTBAMH MAaTEPHAJOB OXBATHIBAIOUIAMHU
wozyns ynpyroct E, Tpefienl IVIACTHYHOCTH HJM H4NPAXCHWE NPH OTHOCHTEIBHOM yIUTHHEHHH
12% R, OPEOCIbHYIO: SHEPTHIO miactaveckoit nedopMarnuu W, mpoYHOCTH HA PACTATHBAHHC R,
mépHocTh B rpagycax Bukepca R,. IlpencTaslieHb! npuMep TaKOTO aHAIH3A U 1OJTy4EHHbBIC 3aBUCHMOCTH
21), (22), (23).



