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PRACE INSTYTUTU MASZYN PRZEPŁYWOWYCH
Z6zyl §-9l

JAROMIR NO§KIEVIĆ

Vysoka Śkolą Bóńskó v ostravć (Hchschule liir Bergbau, Ostrava)

Vergleich yerschidener mathematischer Modelle der durch- Kavitation verursachten Werkstoffzer§tórung

}le Dynamik der Werkstoffserosion und insbesondere der Kavitationszerstórung kann mit den drei

; \'erfasser abgeleiteten mathematischen Modellen beschrieben werden. lm vorliegendem Beitrag
*ł::el zwei von diesen Modellen verglichen und es wird ihre Anwendbarkeit zur Auswertung der Kavi-
rul,:l_.priifung gezeigt. Die Kavitationsbestłindigkeit des Werkstolfs wird mit Hilfe von zwei Beiwerten
luu,ff,:.riickt. Diese kónnen aus dem Zeitverlauf des Massenverlustes bestimmt werden.

1. Einleitung

Jen Massen- oder Volumenverlust des Werkstoffs infolge des Kavitationsangriffs
;:: man durch zwei typi§che Verliufe darstellen (Abb. 1). Von der Z.eit te aą die
l::n den Punkt P gekennzeichnet ist, kann der Massenverlust pro Zeiteinheit
ul ieich einem konstanten Beiwert 0§ angenommen werden. Der zweite fiir die
u-,:lationsbestindigkeit charakteristische Bęiwert ist die Zeitkonstante fo. Den
L,;rionsverlaut'(Abb. 1) kann man auch mit Hilfe der Kurve der Volumenverschleiss-

Abb. l. Verlauf des Massenverlustes

pnr: *ndigkeit u : ilmldt darstellen. Es ist vorteilhaft die dimension§lose Grósse
l jJlts/€llden (Abb. 2). Das Maximum (o/u,)-"*,entspricht dem Wendepunkt I

rrm 1.1r: l. Die Verldufe in Abb. 2 erinnern an die aus der Regelungstechnik bekannten
llt|frlfl§:§kurven. Die Entwicklung der Werkstoffzerstórung kann als Ubergang

,|silllllNillEa z*,ei Gleichgewichtzustinden, d.h. Kavitationsangriff ohne Kavitationsfol-

tg<= v"

tgx = v.
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Abb. 2. Z,eitlicher Vetlauf der Abtragsgeschwin-
digkeit

.,,_ dtn
"-aT

Abb. 3. Zeitlicher Verlauf des dimensionsloscl
Massenabtrags .

gen und Kaviiationszerstórung mit konstanter Abtragsgeschwindigkeit angese
werden. Der Ubergangsprozess wird durch mathematische Modelle beschriel
Dafiir werden die verschleissverlźufe m : m(t) mit Hilfe des dimensionslosen p
meters v : mlust umgeforrnt (Abb. 3). Es ist vorteilhaft die Zeitkoordinate f in
umzuwandęln. Die ermittelten Diagramrne hęlfen bęi der Auswertung der Ergebni
von Kavltationspriifungen [1, 2, 3, 4f.

2. Angewandte mathematische Modelle

In seinen bisherigen Mitteilungen hat der Verfasser drei mathematische M
zur Beschreibung der Kavitatiottszerstórung entwickelt. Zuerst wurde das mat
tische Modell mit zwei Parametern o(, d aus der Differentialgleichung [2]

dlu du-' ' t)ry" +Bżt: !. tltz ' '- dt

hergeleitet. Das erstę Glied der Gleichung (1) stellt die Leistung fiir die
der kavitationsbeanspruchten zone im werkstoff dar, das zweite Glied - en
der plastischen Verformungen in der Form eines viskosen Fliessens und das
Glied - der Werkstoffszerstórung. Die Grósse l ist die Intensitót der Erosi
wirkungen. Unter den Voraus§etzungen a:konst, 0:konst, I:konst,
nach Einftihren dimensionsloser Gróssen

a)ó: b) t: Bt,
m

C) v:--' 0"t

kann die Lósung der Differentialgleichung (1) folgenderweise góschrieberr

fiir ó :6
v: l _rinr;ł

fiiró:l

, 2Ó e-Óo'_ óo4ę-tlao

T (óo2 _ l)óoT '

ą
p,

, : r-:-(?-r)s-";
ftir ló| > l
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y:l 2ói "l- Ł zd?,"*l lt-;- t' 
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i

_ vo : l -!-a_,e"o.,) : , -Ęellr _e -,/ifoj).

Gieichung wurdę

(3d)

c.l - Vrł -ó2.
)ieses mąthematische Młrdel! (nnit konstarrten g. 8, f} wirel bei ęrfiillterr Vor-

Lt*),,€izungen ztrr Auswertung expćrimenteller Daten v : /(r) (bei wolchen d-, p
łm,; _- nicht konstant sinel) irr kleinen Zeitintervailęn lt benutzt [5]. Der Verlauf des
,mn,._--ions!osen Abtrags i, -. y'(ó, iogr} ist fi!r, einige Fararneter ó in dęr Abb. 4
;* :-tellt.

l - das zrveite mattrematische lVicclell komrnt man durch Vernachl$ssigen des
ml:,: Gliedes in Gleichung {tr). §olehe Vereirrfachun.g ist fiir das Ende der Uber-
,łc;,retiode, also in der Ndhe dęs Funktęs P (Abb. i) zul§ssig. Bic Dynarnik der
'illitt ::,ł .:offzerstórtlng wird dann durclr die Differęntialgleichung

ńł,

di*c6u 
: fo" (4)

fillilLL -- einem fieuen lV§ass dęr Erosionsintensittt und ao -f einęm konstanten
{]tlltł,-l*- bescłrrięberr, §ętzt. maR auch lo : konst., so folgt die rnittlerę dirnęnsionslose

:.i,erlustgeschwindigkeit aus der Gleichung (4}

{5)

(6)
1

oo : 
lrn|

zt, Aus Gleiclrtlrrg (5) folgt, dass fiir gróssere 
' - Werte {tllroi * oo und

- 0l die entsprechende Kurve sich einer Ceraden ntihęrt. Die Gleichung der
:i:,i-lte, die in Abb. 1 schon eingezeichnet ist, lautet

mo : u"(t - to) oder ,,: , -? (-|)

3. Yergleich angewendeter mathematischer Modelle

i_l rst ersichtlich, dass auch die Lósungen der Glęichung (l) ftir,r --+ co zu einem
ten Wert konvergieren, da dio erste und zweite Ableitrlng in Gleichung (t)

l ąird. Folglich kann die Intensitet der Erosionsauswirkungen als

! : §2u" (8),,
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berechnet werden. Nach
man die Gleichung

Differenzierung der dimensionslosen Grósse v (2)

dv ilv dv u
l" _ 

-- 

: t-_ : |_-: -__vd(lnr) ih dt 0§

die auch als

!-:VłY'
Ds

geschrieben werden kann.
Fiir t -- m ist (u/u").__ : l und deswegen muss

v{v': I

gelten. Die Punkte, deren Koordinaten die Gleichung (11) erftillen, liegen auf
strichpunktierten Kurve (Abb. 4). Diesę Kurve ist ab Punkt A fiór r > t, mit

y
yo

ya

1

0 t loof
Abb. 4. Graphische Darstellung mathematischer Modelle der Kavitationszerstórung

Kurve des Zweiparameter-Modells mit dem Beiwęrt ó: 1, praktisch
Dieses gilt auch fiir die gestrichelte Kurve vo des Einpararneter-Modells (5)

fiir die punktiert gezeichnete Grenzkurve v, (7). Punkt .4 ist durch die Koordi
v,ł:0,9, r;-:20 gegeben. Setzt man y,ł:0,9 in Gleichung (7) ein, so fol$
Beziehung

te: l0 to.

Wird weiter f,{ au§ Gleichung (12) in Gleichung (2b) mit dem Wert t, =

eingesetzt, so erhiilt man

l

{/ l A

l 9 4 4
l /,:) *ź

v

/ -.ł-' /-
-y'

y y
-4? ./ Ua,:--r 6 1;oo

Daraus folgt
t ą : Ft.ł: IOFto:20.
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B ::- - 2ao. (14)

(16)

(l7\

(1 8)

(19)

Diese Beziehung bildet den Zusammenhang zwischen dcn Farametern der belder
ru:hematischer Modelle, Da im Punkte A 6 - 1 ist, gilt auch a : f.

Die Grundgleichung des Einparameter-Modells kann man ietzt in Form von

(15)
)

vn:1_1(1 _ ę-"lz1
: t,

Ebenso wird die Gleichung (7\ zu
.2

Yo:1T-
t

*rru:4tformt. Das negative Vorzeichen gilt tur die poslttve Zettkonstante to.
}ie Intensitót der Erosionsauswirkungen (8) kann man mit Hilfe der Grósse to,

ł,u*cricken. Aus beiden Gleichungeń,181und (14) folgt

I :4+.
to-

Fjr die Erosionsintensit§t nach dem Einparameter-Modell (4) gilt

Io: aou" -!ż
j:eichungen (17) und (18) ftihren zu der Beziehung nach der die Intęnsitiit 16 in

iłm,r:rechnet węrden kann:

4
I : -In.to

l. is den vórgefiihrten Uberlegungen geht deutlich hervor, dass ztlr Abschitzung
ialitationsbest§ndigkeit des Werkstoffs im entwickelten Zustand der Kavitations-
ł ::ung zwei Gróssen notwendig sind; und zwar sind es entweder der Maśsen- bzw.
l;,:renverschleiss pro Zeiteinheit u, und die Zeitkonstante ,o (Abb. l), oder die
r:ination p" uod der Beiwert f, welcher aus den mathematischen Modellęn

€ltet worden ist. Bisher wird die Aufmerksamkeit hauptsiichiich nur dem Wert
łr"ąidmet,
;.:r die Periode der unstabilisiisierten Massenverlustgeschwi indigkeit muss das
l:arameter-Modell angewandt werden, Die Verbreitung oder Vermindćrung
, :urch die Kavitation beanspruchten Zone im Werkstoff ist deutlich und wird
::i die zweite Ableitung der Differentialgleichung (1) ausgedriickt.
: cier Inkubationszeit, wenn die Massen- oder Volumenverluste sehr kiein sind
:uch die Inten§itet der Werkstoffszerstórung durch Kavitation sehr rasch steigt,
:s sich als ntitzlich erwiesen, das erweiterte Modell [6] abzuleitęn. Dieses wurde
: Voraussetzung einer linearen Abhłngigkeit der lntensitót der Erosionsaus-
.]ngen von r berechnet
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I : l(0}.+kł.

Wenn die Zeit r innerhalb der Inku'bationszęit liegt, kann dęr Wert l (0)

liissigt werden, so dass sich Gioichung (19a) vereinfacht und die Auswertung
Kavitationsprtifungen erleichtert wirł,l.

4. Beispiele fiir einige Auswertungen

In den meisten Veróffentlichungen felrlen wichtige 1#ertę zur Auswertung
Kavitationsbestńndigkeit des WerkstofTs" Haupsiichliclł'sind es die mechanisr
Eigenschaften, wie z.B. die Zugfestigkeit R*, die obere Streckgrenze bzw. die F
keit bei 0,2% Dehnufl§ Rpo,z, der Elastizitlitsmodul E und eventuell weitere:

tewert nach Vickers llru Bruchdehntrng 1s, Verformtlngsarbeit łf bis zurn
bezogen auf die Volurrreneinheit des Prtifstabes usw,

Berger [7] hat aus den 1& Kavitationsversuchen mit verschiedenen Werk
die folgende Nóherungsbeziehung fiir die Abtragsgeschwindigkeit u" ermittelt

Werkstoffeń sind alle notwendige Gróssen (0", lo, E, Rrg,2, R^,\V,II,) vo
diese sind aber fi.ir tlie Ermittlung aller Exponentwerten in einer cler Abhd
(20) iihnlichen Proptrrtionalitłitsbeziehurrg nicirt ausreichend.

Die Fornrel (20) kann man vereinfachen tlnd zvłat avf Grund der
giiltigen Beziehungen

W x R.^, H cc R,n und Rpo,z { F..
Daraus folgt die Abhiingigkeit

. 
Ba.562

lr" cc 
ę.s+s

Die Versuche [7] an 4 unterschiediichen Materialien (Tafel 1) hat man mit
der Regression ausgewertet und folgende Bezielrungen ermittelt:

Fo,?6L4 ),,nft.*,, to:fr x E|"1g, R*o{, I ę. E'2,21a,R;o,szr.

Der Korrelationsbeiwert betriigt 0994.
Ahnficn werdon die Beziehungen rnit R., Rpo.z und łIo (fiir 6 Werkstoffe)

,, _ i4r\ .- L:u' ngł,li1_
"" - \ dł /*u*'- R|,ort 1ry0,1?5 HL9,1l,

Die mittieren Abweichr.lngon der gernss§€nen von den berechnęte* Werten

u" oc R}br.rru,R; r,osr . 71- 23oa- ,o :1o. Rfflr' . R3.164.^H,- 1.:os-
p

/ c R!f'r83 , ą-7,381, 17o,3o57"
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Tafel 1

Auswertung der Bergerschen Messergebnisse [7] nach den Regresstontormeln (22)

ł ,::istoff GGG-40 st 50 XSCrNi189 42CrMo4 CuZn39Pb3
F44

AlMeSiPb
F20

-^l

:

]"

:i h ']
]

-. h-3lJ
!

, 
,,I Pa]

^ 
ł D^l,-l a)

; -,
t"{ Pel

1',

'"( Pa_]

0,4910

4,074

41,97

696,4

l59466

433,9

307,6

83,81

1,1 55

1,73t

30,78

92,25

208143

526,5

328,3

l77,86

1,646

1,215

12,22

22,46

182575

650,2

228,7

49?,54

3,870

0,5168

7,82l

2,089

21 1ó80

982,5

821,5

l70,4

0,7220

2,770

39,0l

299ł

44o

280

0,M621

43"28

40,50

75862

200

100

]tr Korrelationsbeiwert liegt im Beręich von 0.945 bls 0.996. i, *u.. bemerkt
ilłl,F]jf,l dass die Beziehungen (20) bis (23) nur fiir eine bestimmte Kavitationsinten-
]* :eiten [7].

!,:iche Auswertungen der Kavitationsversuche kónnen fiir verschiedene Kavita-
li, "::,; _i11.oritżten durchgefiihrt werden und zur allgemeinen Behandlung der Kavita-
, : :estendigkeit der Werkstoffe vęrwendet werden.

i

I

l 5. Zusammenfassung

I

l --. mathematischen Modelle der Kavitationszerstórung wurden verglichen. Die

] _ ,::tung der Abtragsverliufe mit Hilfe der aus den mathematischen Modelle

l * ,=]ten Beziehungen wurde durchgeftihrt. Wóhrend der Kavitationsversuche

I mm*"'::llt es sich neben der ,Abtragsgeschwindigkeit u" auch die Zeitkonstante to

J uun"*.;ratzen. Zvr Ermittlung des Zusarnmenhangs zwischen der Kavitationsbestón-
] ullru,ll, . : der Werkstoffe und deren mechanischen Eigenschaften miissen diese bekannt

] uerr: \,{rt Hilfe der Ndherungsgleichungen kann die Kavitationsbestindigkeit des
l o ,,,,. , . _,,ffs abgeschótzt weiden.
l
l
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Porównanie modeli matematycznych erozji kawitacyjnej

, §treszczenie

Dokonano porównania opracowanych wcześniej przęz autora modeli matematycznych kawitacyjnąo
niszczenia materiałów. Zgodnie z modelem dwuparametrowym dynamikę erozji kawitacyjnej opisĘ
równanie różniczkowe (1). Jego rozwiążaniem §ą równania (3) z bezwymiarorłymi parametrami (]Ł
Prostszy model matematyczny erczjikawitacyjnej opisano równaniem róźniczkowym (4). Jego rczwiązads
przedstawia wyrażenie (5). Porównanie modeli matematycznych prowadzi do równań (l2), (13), (lą
Na tej podstawie określa się natężenia erozji kawitacyjnej 1i Jo (iównania l7_t9). Wyznaczenie wo.
toŚci I i Io oraz parametrów a i P, występujących w modelu dwuparametrowym, wymaga oszacowaln,
wielkości fo i u". Szacowanie to odbywa się na podstawie krzywych §trat ma§y (rys. 1). Wyniki
proponuje się wiązaĆ metodą regresji z własnościami mechanicznymi mateńałów obejmującymi
spręzystości E, granicę plastyczności lub naprężenie przy względnym wydłuzeniu równym a,2%, R
graaiczną energię odkształcenia plastycznego Ęwytrzymałość na rozciąganie R., twardość w
Vickersa R,. Przedstawiono przykład takiej analizy oraz uzyskane zależnośą (2t\, (22) i (23).

Compańson of Mathematical Model§ of Cavitation Erosion

Summary

The mathęmatical models of cavitation erosion, developed previously by the author, have
compared in this contribution. According to the two-parameter model the dynamics of cavitation
can be described by the differential equation (4). Its solution is given by equations (3) with
less parańeters (2). A simpler mathematicdl model is described by the dilferential equation (4), its sol

values of l and lo as well as those of a and B parameters in the two-parameter model reĄuires
of the to and u" quantities. This eśtimation is based on the mbss loss curves (Fig. 1), Using the
sion technique the test results obtained can be linked to the mechanical properties of the 4aterials
including the modulus of elasticity E, yield point or tension. at0,2Yo elongation Roo.2, ultimate
ll' tensile strength R., hardness after Vickers R", The relationships (2I), (22) and (23) derived from
ai. analysis are shown at the end of the paper,

being given by the expression (5). The comparison of the mathema§ipal models yields equations (12+
and allows to determine the erosion intensitićs 1 and'_to (equatiori§ (17*-19)). The calculation of



Vergleich verschiedener mathem3]|ĘĘL ł!gl:lŁ l31

Cparnenne MaTeMaTlrlocnnx MoAeJIeft KaBnTalslonnof, lpo3lil

Pesrove

flporeaeuo ęaBHeHne panee paspa6oTagHhlx aBTopoM MaTeMaTnqectrrrx vonelefi raBxTaqrroHHoro

Tl:Bp€xĄ€EIli MaTeprilIoB. Cornacrro §,{ByxnapaMeTposoź MoAeIrrc,ĄrrHaMIrKy rasrraĘłoxHofi 3po3rłIr

|{=cbłBaeT auórFpeHIIIłaJrLIroe ypaBlleure (1). Ero perue§ueM 
'BJIrroTc' 

YPaBIreHł' (3) c 6eParueP-

Elnflł fiapaMeTpauu (2). Boaee [pocTa, MaTeMaTuq@xa, Mo.r€Jrb raBuTatłtoggofi gpornrł onncHBaeTc,

rnłóeperrquałBlrHM ypaBHeHęM (4). Ero peilIeHl4eM ,ilIreTcx B§paxeIIHe (5). Cpangeune MaTeMaTn_

ry.T§MoAenefipełćrKypaBHe§rł'M(l2)'(l3)'(l4).Ha3ToioctloBeo[peAeJr'eTc'llBTeEc[BItocTb
mrĘTalluollgofi eporun l u 16 (ypanxerrrrr (l7)+(l9)),&u onpe,4eneHrł, grłaqerłufi I u Ig, a Taxxe

3*ąueTpoB n , P, ""r"ryn*utux 
B AByxnapaMeTpoBofi M9A6JII{, $eo§xoĘlMa oqegxa BeflIlqng 

'o 
tl Ds,

--:-r oqerłxa npou3Bo.[llTcf Ba ocHoBe xpIłBHx noTepb Maccbl (p[c, l), Perylrraru ilpoBepor [peAJIa-

-.ła.ref, cBr3rrgaTb MeToAoM perpeccrru c Mexaggqe§ruMrł cBońcTBaMIł MaTepfiruoB oxBaTHBaloult{Mtl
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