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SŁAWOMIR JANECKI

Gd8ńst

Dynamika pakietów łopatek wirnikowych turbin parowych+

Podano metodę budowy równań ruchu niejednorodnych pakietow łopatek wirnikowych, połączo-
nych ciągłymi więzami sprężystymi. Łopatki i więzy zastąpiono dowolnymi modelami jednowymiarowy-
mi. RÓwnania wyprowadzouo metodą Ritza. Prząrowadzono ktasyfikację podstawowych zadali. podano
przykhd ilu§trująpy ogólną metodę.

Wykez oznaczłń

A
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- obszar przekroju poptzealego,
- wektor obciążeń masowych,

- tensor własności sprężystych materiałr1
- macierze dysypacji Q"-0, L,2)
- praoa wewnętrznych sił dysypa§i ukła-

du

- wersory układu współrzędnych łopatki
(,:1, ą 3}

- ten§or odkształcenią
- energia sprężysta układq
- wektor uogolnionych obciąbĄ
- wektor uogólnionych przekrojowych sił

wewnętrznych,

- wersory układu wspóhzędnych więzów
(i:L,2,3L

- macierze sztywności (),:0, t, 2),

- energia kinetyczna układq
- długość łopatki (odcinka więzów),
- numer więzów w pakiecią
- liczba więzów w pakiecie,

- macierze mas (1:Q 1, 2),

- numef łopatki w pakiecie,

--liczba łopatek w pakiecie,

- wektof obciązeń powierzchniowych,

- macierze aerodynnmicznych w§półczyn-
ników wpĘwu (7:0, I,2),

- wektor prmmieszczoń uogólniouych,

- DLacietz tŁrilą
- wektor naprężenia wstępnego,

- czAs,

- tensor napręzenią
- wektor przemievczenia punktu mate-

rialnego łopatki,

- maitetz modelu łopatki,

- wektor przemieszczenia punktu mate-
rialnego więzów,

- macierz modelu więzów,
W - pnca ofuiuń uHadą

x=col kJ - wektop pozycyay punktów łopatki
('=1, ą 3),

X. - osie Ńładu wspóhzędnych łopatki
(i:l, Ą 3|

y=ml(yJ- wektor pozycyjny punktów więzów
(i:L, Ą 3\

Y, - osie układu wspóhzędnych więzów
(i:t, z 3,)Ę

r - macierz podatności połąszenla więzów
z łopatkami,

v - częstotliwość obciąźrń wymuszającycĘ
0 - prędkość kątowa ruchu obrotowąo,
n - macien przejścia przez odcinek więzów,
V - macierz funkcji bazowych,
g - wektor funkcji wspołrzędnych układq
p - gęstość materiału,
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elementów konstrukcyjnych turbozespołów energetycznych''.
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§ymbole:

w - wskźnik okreśĘący parametry
więzów

a
( ),:: - pochodna wzgl$em czasq

dt
a

( )':^ - pochodna przestrzenna po długŃci
0x łopatki,

a
V:- - gradient w płaszczyŹńe ptzekroju

0x poprzecznego łopatki,

( )' - transpozycja macietzy,
tr - zwężnnle macieny,
a - iloczyn terrsorowy,
x - operacja podwójnego nasunięcia.

1. TVstęp

Łopatki yilnikowe turbin parowych Ęczone §ą w wielu prTypadkach różnego
rcdzaju więzami §pręży§tymi (bandaże, druty wiążące, półki). Głównym celem
takĘo tomtiąząnia konstrukcyjnego jest odstrojenie układu od drgań rezonan-
§owych, zmniejszenie poziomu naspręż€ń w łopatkach oraz odpowiednie zot9anizo-
wanie przepływu czynnika roboczego. Łcpatki w:az z więzami tworzą układ
mechaniczny, którego czę§tości i postacie drgań własnych oraz rozkłady naprężeń
w jego elementach zależą od wymiarów geometrycznych,liczby łopatek i więzów
oraz od sposobu i miejsca ich połączenia.

Łopatki jednego koła wirnikowego wtM z więzami mogą tworzyć jeden układ
zamknięty albo być grupowane w pakiety o różnej, skończonej liczbie łopatek.
Pakietyz,acja powoduje Tnaczne podwyższenie wartości najnższych częstości drgań
łopatek oraz pojawienie się czę§tości nowych, spowodowanych wprowadzeniem
dodatkowych ęlementów sprężystych. Widmo częstości drgań własnych pakietu jest
bogatsze od widma łopatek bez więzów. Obtaz drgari komplikuje również fakt, że
łopatki i odcinki więzów w pakiecie, z powodów wykonąnia i montażu, nie są
identyczne.

Podczas projektowania części przepływowej turbin zachodń potrzeba dostatecz-
nie dokładnego przewidywania częstości i postaci drgń własnych oruz rozkladów
napręeń w pakietach łopatek. Dokladnośó obliczeń, w porównaniu z wartościami
mierzonymi,zateży w zasadniczy sposób od przyjętego modelu fizycznego i matema-
tycznego łopatek i więzów i ich połączeń omz od stosowanych metod obliczenio-
wych.

Problemom drgań pakietów łopatek poświęcona jest obszerna literatura. Pierw-
sze prace dotyczyły pakietów złożonych złopatek nieskręconych w stanie natural-
nym, o stałych i symetrycznych przekrojach poprzecanych. Pierwotnie, w celu
ułatwienia obliczeń, pakiet łopatek zastępowano modelem równoważnej łopatki
pojedynczej [3, 16, l7, 277, na którą w miejscu ząmocowania więzów dzialają
odpowiednie siĘ i momenty reakcyjne części odciętych. Metodę tę tozszerzano na
łopatki 6 zmięillygfo i skręconych profilach U0, 25, 27,28f. W kolejnych pracach
pakiet zastępowano modelem ramy zlożonej z identycznych łopatek o staĘch L4, LI,
13, t4, 18, 19, 20, 21, 22, 27f i z.miennych LL, 12, ż6, 29, 3I, 32f przekrojach.
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W większości tych ptac zakladano symetrię przeklojów popflecznych łopatek,
dopuszczając pokrywanie się ich środków ciężkości i sztywności. W wielu pracach
analŁowano wpływ różnych parametrów na widmo częstości drgań własnych.
W publikacjach [20, 26] badano wpĘw rozciąganią w [13, 15] - wpływ za-
krzywienia więzów łączących łopatki, a w |2, 7, 8, tzf - wpływ położenia, masy
i sztywności więzów oruz hczby łopatek .w pakiecie. W pracy [11] uzasadniono
potrzebę uwzględniania ścinania na odkształcenia bandńą a w [9] - tozłłażania
drgań układu złożonego ztatczy i pakietów łopatek. W pracy [24] podano w ogólnej
postaci problemy drgań wieńców łopatkowych połączonych różnego rodzaju więza-
mi w jeden układ 2amkfięty.

W większości cytowanych prac łopatki i więzy zastępowano odpowiednimi
modelami jednowymiarowymi, jedynie w nielicznycb, |2, 12] posługiwano się
modelami dwuwymiarowymi (płytowymi, powłokowymi). Jest to uzasadnione tym,
że ptzy stosowaniu modeli jednowymiarowych otrzymuje się wyniki dostatecznie
dokładne dla praktyki przy niskich kosztach obliczeń.

W obliczeniach stosowano różne sposoby numeryczne. Początkowo wykorzys-
tywano różne warianĘ macietzy przejścia [4, 10, lI, L4, 18, 22, 31], następnie
metodę ęlementów skończonych |ż, 12, 15, 20] i metodę numerycznego całkowania
równań rózniczkowych ruchu Lż9, 3żJ. ProsĘ i skuteczną metodą jest metoda
bezpośrednia rachunku wariacyjnego [26].

Wymienione powyżej prace (oprócz |32f) dotyczą drgań pakietów ńożonych
z identycznych łopatek i jednakowych odcinków więzów. W rz,eczryistości, na
skutek błędów wykonania i montażu, występują tóżntcę w geometrii orazrczkladńe
mas i sztywności elementów pakietów łopatkowych. Wszystko to powoduje, ze obtaz
drgań pakietu naturalnego moze ńżnić się znacznie od drgań pakietu idealnego.

W niniejszej ptacy ptzństawiono ogólną metodę budowy równań i rozvłiązańa
podstawowychzadń dynamiki pakietów, złożonychzróżnych łopatek połączonych
dowolną liczbą więzów sprężystych. W analizie matematycznej łopatki i więzy
zastąpiono dowolnymi modelami jednowymiarowymi ośrodka ciąglego. Równania
ruchu wyprowadzono posługując się metodami wariacyjnymi. Przeprowadzono
klasyfikację zadń dynamiki pakietów łopatkowych. Podaną metodę zilustrowano
przykładem giętnych drgań własnych pakietu złożonego z prętów o przekrojach
prostokątnych.

2. Modele

Łopatki wirnikowe i łączącn je więzy sprężyste są na ogół ciałami smukĘmi_
W opisie matematycznym drgań pakietu elementy te można zastąpić modelami
jednowymiarowymi liniowymi [5]. Na ruch łopatek i odcinków więzów, trak-
towanych jako ciała ciągłe, nakłada się następujące więzy geometryczne:

- dla n-tej łopatki pakietu

213

u,:U"(i)q,,(x,t), *,eAn, xe^n:(0, L"), feR*, (1)
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- dla n-tego odcinka drutu

v,:Ę(f)ql U , t), jeAi , yelł: (0, Ł;) (2)

gdzie un, (v") jest wektorem ptz,emieszczenia dowolnej cząstki łopatki (odcinka
drutu), U", (V") - znlorą funkcją macierzową określającą model łopatki (odcinka
drutu), q", (q"') - wektor ptzemieszczrń uogólnionych łopa&i (odcinka drutu),
f, (i) - wektor pozycyjny cząstki w przekroju poprzecznym A^, (An łopatki (odcin-
ka drutu), x, (y) - współrzędna wńłuż długości łopatki (odcinka drutu), Ą, (Ę -
dfugość łopatki (odcinka drutu) oruz t - cza§. W zależności od postaci funkcji U" i V"
oruzliczby wspóhzędnych wektorów przemieszczsń uogóInionych q,, i qf; mamy do
czynienia zróżmymi modelami jednowymiarowymi,liniowymi. Konkretyzacja mode-
li jest potrzebna w praktycznych obliczeniach. Ich wybór zależy od geometrii pakietu
otaz rcdzaju zadańa.

Rys. 1. Szkic wycinka pakietu łopatek

Na elementy konstrukcyjne pakietu óziałają obciążenia masowe spowodowane
ruchem obrotowym wirnika oruz obciążnnia powierzchniowe wywołane przepływem
czynn1|6a roboczego ptznz kanały międzyłopatkowe części przepływowej turbiny.

Intensywność spowodowanych ruchem obrotowym, obciążeń masowych, dńała-
jących na cząstkę materialną łopatki wynosi [5]

bn:-2ślń"-(Ó+ri)(x*un), xeA,xAn, (3)

gdzie x jest wektorem pozycyjnym punktu materialnego łopatki będącej w konfigu-
racji nieodksźałconej,

O:e*O,er8e1 (i,j,k:I,2,3) ślr:-śl (4)

jest tensorem prędkości ruchu obrotowego, Eijt - symbolem permutacyjnym, O; Ę
składowymi wektora prędkości obrotowej, zaś e, są wersorami ruchomego układu
współrzędnych. W przypadku ruchu obrotowego dookoła osi prostopadłej do oei
łopatki (rys. 1) mamy Qt: -d2, Qz:Q1-0 i wtedy

Y.'
&3

k

O: -()I, I:err*er8e1, Ir: -I. (5)
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obciążenia ma§owe działające na więzy określone wyno§ą analogicznie

bi:-2śló.-(Ó+Ó)(y+o"), y:AłxAł, (6)

gdzie y jest wektorem pozycyjnym punktu materialnego odcinka drutu.
Przy opływie drgającej n-tej łopatki pakietu, rozkład ciśnień na jej powierzchni

można przedstawić [5] związkiem

pn:Fn* i c"iur+piij+piiij), p:col(pJ, (7)

gdzie 
j= -o

@

Fn: 

' 

Pf(x)exp t(ńt+qh i:./-1, xell,xlAn (8)
t= -o

jest wektorem ciśnienia działającego na łopatkę nieruchomą ń, ń,9f są odpowied-
nio amplitudą, częstością kątową i kątem fazowym k-tej harmonicznej rozkładu
ciśnienia na n-tej łopatce pakietu. pozostałe skladniki są wynikiem wzajemnego
oddziaływania drgających łopatek w przepływie. Macierze Pi,()u:1,1,2) określają
niezachowawcze oddziaĘwanie przepływu na drgającą łopatkę. zależą one od kąta
natarcia, prędkoŚci przepływu czynnika, liczby Macha, Reynoldsa i Strouhala oraz
od geometrii łopatek i palisady łopatek wirujących. Macierze te na ogół są
niesymetryczne.

Dzińające obciążenia statyczne powodują wstępne napięcie elementów kon-
strukcyjnych pakietu łopatek. w zwią"ku z tym, w opisie materiału łopatek
i odcinków więzów stosować Ędziemy następujący zvłiązek pomiędzy stanem
naprężenia Ę a stanem odkształcenia Ę

Tn:§n+CnxBn+DnxĘ, (9)

gdzie §n jest tensorem naprężeń wstępnych, C" i D, są kolejno tensorami własności
sprężystych i tlumiących materiału n-tej łopatki, lub n-tego odcinka drutu.

Łopatki wirnikowe w pakiecie połączone są między sobą odcinkąmi więzów oraz
utwierdzone w tarczy wirnikowej. pomiędzy tymi elementami konstrukcyjnymi
zachodń wzajemne oddziŃywanie w miejscach ich połączenia. Zaktradamy, że na
końcach odcinka drutu, znajdującego się pomiędzy dwiema łopatkami pakietu,
zachodzą zvliązkl

qł:I, tlo, x:xł, y:0

215

!lX:Ę+r.|n+r, x: jc1, I:Lł,^ (10)

dla wektorów przemieszczeń uogólnionych; xfi jest współrzędną miejsca przyłącznnia
n-tego odcinka m-tego drutu do łopatki.

zakladać Ędziemy, źle punkty zamocowania odcinków danego drutu do
wszystkich łopatek pakiet9 mają taką samą współrzędną x}. Macier"Jrn i fn*, są
macierzami podatności połączenia odcinka drutu z n-tą i n'ł1 łopatką p'"ti.tu. j"n
wymiar zależy od założonych modeli łopatki i więzów oraz ptzyjitych hipotez
frzycnyń ich połączrnta. Zvłiązkt (10) mozna'uogólnić biorąc póa u*"eę tarcie na
powierzchniach styku elementów.



ż16 S. Janecki

uwzględniając podatność i tarcie w miejscu zamocowania łopatek w tatczy,
waruŃi brzegowe utwierdzenia łopa&i można określić związkiem

H9:K6q"+R6Ę, x:0 (11)

pomiędzy wektorem przekrojowych sil wewnętrznych H| oraz wektorem przemiesz-
czeń uogólnionych ,L występujących w granicznym przekroju n-tój łopatki.
K6 i Rt, są odpowiednio macierzami sztywności i tarcia, opisującymi oddziaływanie
tarczy na łopatkę w miejscu ich połączenia. Zależą one od własności materiałowych
łoPatki itarczy oraz od geometrii połączenia. Macierz sztywności jest.symetryczna.
Dla połączenia idealnie sźywnego, Łolującego łopatki ń tarczy wirnikowej; mamy

|L:0, x:0. Gż)
w przypatku, kiedy pakiet łopatek jest bez bandńą to wierzchołki łopatek są

nieobciążone. Spełniony jest wówczas weirunek brzegowy

Hn:O, x:L,
dla przckrojowych sil wewnętrznych.

3. Podstawowe związki

Mając modele konstrukcyjne łopatek, więzów i połączeń oraz modele materiału
i obciążeń, można ustalić ogólne równania ruchu pakietu łopatek. wygodnie jest je
wyprowadzić z ogólnych zasad energetycznych mechaniki ośrodków ciągłych, np.
z zasady Hamiltona [5],

t2 t2

^ 
ól@+8,_tr)itt:I6(w_D)dt (L4)

t eltl,t2ż tt tt

dla ciała liniowo lepko-sprężystego i wstępnie napiętego, gdzie

S:IźC x (E @E)ilY, d":J(§ xE)dY, 7":!Źonn dV (15)
BBb

są kolejno energią spężystą, energią napięcia wstępnego i energią kinetyczną ciała
B, natomiast ÓWi óD są wariacjami prac obciązeń zewnętrznych i sił wewnętrznych
dysypatywnych. Dane są wzorami

6W:I pb|uilY+ 
_[ póo d@Y),

BaB

óD:JOp xó&)dY, (16)

gdzie Tr:PxE jest częścią dysypatywną tensora napręzenia.
w przypadku pakietu łopatek, złożonego ze skończonej liczby N łopatek

połączonych liczbą M więzów sprężystych, energie i prace całego układu zapisujemy
w postaci

N
(8, t, D, lry): E @, ff, D, W),+

n=1

(1 3)

]V=1 MII
n=L m=7

(E, .f , D, W)Y,,^. (17)
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Dla liniowych, jednowymiarowych modeli (1) i (2) energie i prace sil działających
na n-tą łopatkę pakietu moźjna przedstawić związkami [Ę;

Ln
8,:ź I (q" K6 q" + q, Ki ql + ql (Ki)r q, + q; Kżń) dx ,

o

, _'n6 -: Ź J (q" K6" q, + q" Ki" ql + ql (Ki")" q, + qiKi, q) dx,

tr^:ź"f Ętvl$Ędx, (18)
o

ur":T t(o6 Ę+oi łi) óq" + ((oi)Ł+ ni ą) a qif dx,
0

aą:l 6^+h,)óq,,dx*Hg óq" l"=o,
0

gdzie

Ę: J pnU|bndA, hn: .f U!p^d(OA) (19)
A^ łAn

są uogólnionymi obciążeniami masowymi i powierzchniowymi. Ostatni składnik we
wzorze (18) dla wariacji pracy sił obciążeń określa pracę sił reakcyjnych wywołanych
oddziaĘwaniem wirnika w miejscu ich połączenia-
Macierze sztywności Ki i Ki,(t:0, 1, 2) oraz macierz mas M6 są zdefiniowane
w pracy [5] i dane wzorami

K6: .[ IVUI x Co x guspi"ld,A, (K6)":K6,
Al

ri:ltvĘx Cnx(e.@U)]d,,{, (20)

Ki: .[ t(UI @ e.) x Cn x (er 8 v)J dA, (Kl)r:Kź,
An

oIM

K6":l,Ł,t§U;)§(V utr1l't"1 dA, (K6J':K6",

Ki,:J" 
(Ł,[§UI)S 

(er8 |I)f dA, (żt)

Ki": .[ tr [(U| E el)S(e. @ Ę)] d,4, (KiJ?:Ki,.
A. (2,3,

symbolem y oznaczono operację gradientu względem wektora * pozycyjnego
cząstki materialnej w określonym przekroju łopatki

M6:.[ p^U!v,dA, (M6)r:M6. (22)
An
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Macierze dysypacji Di są określane wzorami analogicznymi do wzorów (20).

Wystarczy zastąpić w nich tensor Co tensorem Dn. W dalszym ciągu Ędziemy
przyjmować, że wszystkie łopatki pakietu wykonane są z tego samego materiafu i są
opisane jednakowymi modelami.

V[ykorzystująa wzoty okreśIające obciązenia masowe (3) i powierzchniowe (7)

i (8) oraz siły reakcyjne (11), obciązenia (19) można napisać:

Ę:§9+xhq,+Rfii,, Q3)
gdzie 

2

fi9 : d.[ p,\]I lxitA- a' I p,IĘŁxitA,
An An

Kfi:oMi -QzW, Rh:2oMl, 
Q4)

Mi: J p^u:lv,ilA, ().:0,I,2),
Aa

(Mi)r:(- 1)rMi
oruL

hn: i f,feinu,a i (Kijqr+Rljri;+ux;q;, Q5)

gdzie 
t=-o j=-o

E*: 
"[ 

utr§źet*a@,ą),
aA^ Q6)

(Klj, Rlj, Mlł: J uItpt, Pi, Pi)Uj d@A).
aA^

W teorii opływu drgających palisad łopatkowych przyjmuje się, że pomiędzy
drganiami łopatek występuje stałe przesunięcie fazowe [23], to znaczy, że przemiesz-
czeńe l:ej łopatki daje się wyrazić ptzez ptzemieszczenie tozwńanej n-tej łopatki

{i:Ę "i(i-n)t, i:ł _I, (27)

gdzie o jest stałym kątem przesunięcia fazowego. Wtedy obciążenia powierzchniowe
można przedstawić

Ę: i f,feinulaK2q"+RlĘ+M?ą, (28)

gdzie 
ł= -o 

ó
(K!, Ri, MD:. I (Kxj, Rij, M[.i)ęi(l-n)".

'=-@
WykorzysĘąc (11), (23) i (28) praę obciążeń można zapisać w postaci

LloL"
6W,:ó J (fi,"q,+ 

' 
hf ł,el"r-} O'uWżu)dx+ l aq"(dM!q,,+

0 ń=-o O

Ln

+ 2a i§diĘ) dx + J ó q" (K! q" + Ri Ę + MX q ) dx * 6 q" (K6 q, + R6 Ę)l" = o .
o

(29)

(30)
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Traktując warunki ńączeńa (10) jako warunki brzegowe dla odcinka więzów
znajdującego się pomiędzy dwiema sąsiednimi łopatkami, z równń ruchu dla tego
odcinka nożna wyznaczyć wektor przemieszczeń uogólnionych dowolnego jego
punktu materialnego w zależności od wektorów przemieszczeń uogólnionych cząstek
łopatek w miejscach dołączenia końców odci"ka więzów

ql:ĘO)q,(x")*Ę*r(y)l1"*, (x'),y e (0, Li), (31)

gdzie IIn i [n+r,są odpowiednimi maoierzami zńeżmpi od geometrii i własności
materiałowych oruz zalożonego modelu więzów.

W rozważaniach drgań pakietów łopatek ma§zyn przepływowych można przyjąć,
że przemieszczeńa odcinków więzów, spowodowane ruchami łopatek, wynikają
z równari statyki. 7-alożeńe to jest uzasadnione tym, ze częstości drgań własnych
więzów są znacznie wyzsz,e od częstości drgań pakietu |10, 27).

Energie oraz prace obciążeń dńŃająeych na n-ty odcinek więzów określone są
włżnymi dla łopatki wzorami analogicznymi do wzorów (18). Wykorzystując
równanie (31) energie sprężyste i energię kinetyczną n-tego odcinka m-tej więzi
można zapsać w postaci

nłL w

Eł,:ź L ą*,Kr,tąr^,
a,0= n

n*l w

83*:ź 
' 

Ę,^\ił^qp^,
a,B=n s

n*l wtł-:* D, ą*,V*^ąp^,
a,a= n

gdzie Ę*:q,(x!1 otaz

219

(32)

ft*^:"Ttnl & nB + Ę & nl+ (rrl)r (&)r nr + (n)' fu,ubJ ay,

1n| Ę" no + n| ft, n; + 1n,")" (&")r ttp + (n,JT fti ,Wpf ily ,

n!fr6rl.ray.

Macierze sztywności & i tJr, (i:Q 1,2) oraz macierz .". łĘ są okreś|one
odpowiednio wzorami (20), (21) otaz (2ż), w których zastąpiono IJn ptzezY n oraz e,
ptzez kr. Symbolem ' oznaczolo różniczkowanie względem zmiennej y. Wariacja
prac sił dysypatywnych w materiale odcinka więzów wynosi

l*1
óDH": I óq"",Ęfqp',

ą,a=n

(33)
Lńn

J
o

J
o

|ł
Kił:
t

tĘł,:

(34)
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gdzie

W^:"T"tnIft n'+n,ft ni,+(n)"(ói)rnp+(rt)' ó'ub] ay. (35)
o

Można pokazać, że występujące we wzorach (32) i (34) macierze są symetryczne,

&ił,)':krł,, (ńi,!,)':§I*^, ó?ł,),:f,#,. (36)

Przy określaniu prac obciążeń zewnętrznych dńalających na więzy sprężyste
pakietu uwzględniać Ędziemy jedynie obciążenia masowe pochodzące od ruchu
obrotowego wirnika,

fi'r:Ę"+ftf;,qI+fifi,łl,
Edńe

hB,:O I płYIlydA-az ! płVtriy dA,
AY AY

(37)

(38)
ftR:rżft -o'ńż, f,?r:2plfii,

rfti: _[ pry:lv,ad, ()":0, 1,2),
AY

(vti)":(_ t)'tfii.
sĘd

(39)

ftt!-: (40)J
o

n+1

+ Z 6ą"^QlffIra*)ąp^,
a,9=n

fi6": .[ nlhi,^ily,
0

nIeti fr ady, (},:0, I, 2),

(lfiiŁ)":(_ D^ ńp^x..

4. Ogólne równania ruchu

Mając podstawowe związki dla każdej łopatki i każdego odcinka więzów pakietu
można wyprowadzić ogólne równania ruchu dla całego pakietu. W tym celu
zastosujemy metodę Ritza wykorzystując wariacyjną zasadę Hamiltona (14). Aprok-
symować Ędziemy wektory przemieszczeń uogólnionych łopatki ciągami minimali-
zacyjnymi

q' : {r" (x) Ęn (t) ,

V":diag (Vl)T (r:1, 2,..., R)

(41)

nłL ,r+1

óWNn: I aq,.nłf + I óĘ,^(Qńir^^_Q2ffiłńąp^+
a,l=n

gdzie

gdzie

(4żl
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są macierz'mi zadanych funkcji bazowych /l", (s: I, ?- ...,Ą, tworących ciągi
zupełne funkcji liniowo niezależnych i spełniających geometryczne warunki brzego-
we. AbY uchroniĆ się przed niestatecznością numeryczną procesu Ritza, funkcje
bazowe winny być ortogonalne [30]. Symbolem { ozrlacrzono we wzone (41)
wektory nieznanych funkcji cza§u, spełniające warunki óĘn:0 końcach przedziału
(tp tz). Podstawiając (41) do związków (18) i (30), określających energie i prace
obciązeń dla z-tej łopatki, mamy

8,:źlnKnnT, 8_:źloK"n ł,
tr,:!Ę"Mo*ł, óDn:§E,D_Ę,n,

6 W,: 6E" {nf +r; T+ n; Ę,, +irł i" Ę"},

gdzie

L^

Knn : .[ t{rl K6 v" + vI Ki Vl, + 1ry11' 15i). Ł + (VilT tr2 g;1 ax,
0

L^

K"_ : J [{r"" K6" v, + vI KL vi + ({4)r(K3r) V, + (V)r K!2 {,f dx,
0

Ln

M6nn: J V|tvtt łnd*,
0

L^

D- : J [qrl D6 {r" + {rI Di Vi + (r!l)r (ui)" V" + (Vl) r oi ly;1 d,x,
o

L-col^
hf: .[ rp|fio"dx* I IJ,Łr[*ar] e'"i',

0 *=-o O

L-hL-
Kł*:Q J vIMi\t"dx-o' j vIMi ltnilxł Jtlxlrlr"dx+rllK6r!"l":o, (45)

o0o
Ln L-

Rf" : 2 tz J VI ttłi l|t 
^ 

ilx * J VI nl,Ł" dx + Vl R6 Vn l"= o,0o
L-

Mf,: J v|tvt It,il*.
o

Można pokazń, że macietze występujące we wzorach (43) na energie są
symetryczne

(Knn)":K-, (Mo-)T:M6-, (D*)':D- (46)

natomiast macierze występujące we wzorze na praę obciążeń zewnętrznych (a3) są
dowolne.

(43)

(u)
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Analogicznie, na podstawie wzorów (32), (34) i (39), otrzymujemy dla odcinka
więzów

ćX^:ź § ą'fu la , Ę:^:ź § E'fu,, E' ,
ą,O=n a,F=n

tri*:ź § ą"ą |F, óDl*: f uĘ"błoąr,
a,f=a a,l=n

6wh:^tóE'b,+ "il ,g"*rąo+ § a6,ftrĘe,
gdńe 

a--n a,B=n a,B=n

- 
W:{t!^Ę,$r^, fo.r:7,;ft157,o^,
frx1:r}I,rfi *ł o^, ół:,rLóf*łr^,
il';':r1;.t'5,, §łtr:zoVLW'łr^,
W : ó {,I^ńf^,l, 

^_ 
o, ł!^ńł*,ł n,

iF.':rŁ,(";).
Mając energie i prace sił dla kańej łopatki i każdego 6d6inka więzów pakietu

łopatek można, zgodnie 7E wzotem (17), określić energie i prace sił dla całego
pakietu. Wprowadzając wektor

E:coI(ł) n:!,2,..., N (49)

złożoly z wektorów funkcji nieznanych każdej łopatki, energie dla calego układu
można zapisać w postaci

E:źlKl, 8":źĘK"Ę,
t:źĘut, óD:óED B,

6W: óEf+ó ĘK* Ę+ó ER* Ę +óEM* Ę,
gdzie

dla rr:t i n:N
dla n:2,..., N-1
dla r:1 lub N
dla r:ż,3, ..., N- 1

dla r: t,2,..., N _I (51)

dla s: I,2,..., N- 1

dla pozostaĘch wskazników

wMwMuM*hł: I hf., Ę: I xfł, Ri: I RlJ,,
n=l fi=l łl=L

M*:diagMf"), n:I,2,...,N.

(47)

(48)

(50)

rhf +Ę
f : col (fJ ' fn : 

toi * ,,r;

fr*+ft;l*
IK*+zri

K*:(K,1), K*: { Ę,*,
lft3*,,,
I

[o
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Struktura pozostałych macier:zy K, K", D, R*, M jest taka sąma jak struktura
mac,terzy K*. Macierze występujące we wzorach (50), określających energie, są
symetryczne,

Kr:K, K§:K", MT:M, Dr:D. (52)

Stosując zasadę Hamiltona (14) do mtiąlków (50), otrzymujemy ogólne równania
ruchu pakietu o skończonej liczbie łopatek różniących się wymiarami geometrycz-
nymi

M§+D ł,+R 6:1,
gdzie

M:M-M*, R:K+Ks-K*, D:D-R*.

(53)

(54)

w ogólnym przypadku powyzsze macierze są dowolne z powodu niezachowaw-
czych oddńaĘwań aerodynamicznych i sił Coriolisa.

5. Zailania rlynamiczre pakietu łopatek

Macierze mas, dysypacji i sztywności oraz wektor sił, spowodowane działaniem
obciązeń masowych i powierzchniowych, mają następującą budowę:

M*:Mf,, R*:Rfi+Rfi+Rr, K*:K$ -1-Kfi+K, (55)
orM

f:fs* i f*einur. (56)
t---o

Litery 0, o, a wskazują na pochodzenie macierzy składowych, które są
spowodowane zamocowaniem, ruchem obrotowym układu i oddziaĘwanieal 

""ro-dynamicznym.
w zależności od postaci dńałających obciązeń aerodynamicznychmożna wyróż-

niĆ szereg zadań szczegółowych ważnych z punktu widzenia zastosowń w dynamice
pakietów łopatkowych.

5.1. StaĘka

Jedynymi obciązeniami są obciążenia spowodowane jednostajnym ruchem ob-
rotowym i stałym naporem czynni|67 roboczego na pakieL Wtedy m2my

gdzie

RÓwnanie statyki jest równaniem nieliniowym z powodu występowania w macie-
rzy sztywności niezerowego tensora naprężenia s. służą one do wyzlaczenia
przemieszczeń i naprężeń statycznych elementów pakietu łopatek.

R Ę":f5,

K:K*Ks-Kń-K6, fs:Ę*Ę.

(57)

(58)
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5.2. Drgania wlame

Pomijając obciązenia powierzchniowe i oddziaływanie dysypatywne zamocowa-
nia łopatek w wirniku, otrzymujemy równanie

MĘ+KE:0
opisujące drgania własne_pakietu, gdzie

M:M, K:K*Ks-Kfi-K6.
Równanie (59) jest sprzężone jednostronnie z równaniem statyki (57). Macierz

sztywności zależy od naprężeń statycznych. Drgania są zatem opisane na stanie
napiętym pakietu obciążonego statycznie.

NaPiSane powyżej równanie umozliwia wyznaezeńe częstości i postaci drgań
własnych nĘednorodnego pakietu łopatek, a w dalszej kolejności - takżE naprężeń
względnych. Wspomniąne obliczenia dostarczają informacji o możliwości występo-
wania współbrzmienia drgań pakietu ze zmielayryai obciązcniami wymuszającymi
otaz o miejscach występowania wzrostu naprężeń. Na drodze odpowiedniego.
doboru geometrii elementów pakietu można zapewńć bezpiecznĘszą pracę układu.

53. Drganir wymulzone

Uwzględniając tłumienie aerodynamiczne i obciążenia powierzchniowe, periody-
Cmie nrrienne, mamy

(59)

(60)

(61)

(63)

(64)

do wy-

gdzie
D:D-R6 -Rf . (62)

Macierze mas i sztywności są takie same jak w przypadku poprzednim. P6yy23".
równanie daje podstawę do wymaczenia przemieszczeń i laprężeń dynamicznych
w funkcji częstości drgań. W obecnym stanie wiedzy o obciążeniach palisad
łopatkowych dokładne określenie wspomnianych wielkości napotyka poważne
trudności. Wyznacza się je jedynie posfugując się uproszczonymi modelami obciązeń.

5.4. Drgania samowzbuilne bez oderwania przedywu

W przypadku występowania jedynie obciążeń niezachowawczych otrzymujemy
równanie

M{+D{+KE: 
' 

f*einot,
t=-o

MĘ+Ot+R6,:9,
gdzie

M:M-Mf, , D:D-R6-Rfi-Ri, K:K*K"-K6-Kfi-K'
macierząmi zespolonymi. powyższe równanie ruchu daje podstawę
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znaczuenia prędkości krytycznej przepływu, przy której inidowana jest niestateczność
drgań nĘednorodnego pakietu łopatek. Odpowiadającą jej częstość drgń lr'azrya
się częstością krytyczną Wyznaczenie wspomnianych wielkości wymaga dokładnej
znajomości drgan łopatek oraz kątów przesunięcia fazowego pomiędzy różnymi ich
ruchami SĘd w obliczeniach istnieje potrzeba uwzględnienia sił żyroskopowych,
wpływających istotnie na wartości kątów przesunięć fazowych. Sprzężrnie ruchów
łopatek pakietu w tozvłażanlłn przypadku komplikuje się. Odbywa się ono popr7.ęz

więzy spręży§te oraz ptzez pl7.epływający czynnik roboczy. Pojawienie się flatteru,
niestateczności drgań spowodowanej przepływem, stanowi poważne zagtożenie dla
niezawodności pracy pakietów. W tym przypadku łopatki drgają z częstościami
bliskimi częstościom pierwszych postaci drgań własnych. Dlatego stosunkowo słabe

sily gazodynamiczne mogą prowaóńć do szybkieg6 narastania napryżeń i zńsz-
czeńa pakietu.

6. Przykład

W celu ilustracji przedstawionej metodyki podamy algorytm dla giętych drgań
własnych niewirującego pakietu z jedlą więzią, złożonego z N prętów nieskręconych
i posiadających bisymetryczne przekroje popt7ścznę (rys. 2). Przy powyższym

Rys. 2, Szkic pabetu płaskiego z jedną więzią

zalożeniu łopatki i odcinki więzi zginane Ędą w płaszczyźnie pakietu. Dla
uproszczenia rozważń przyjmujemy, że wszystkie łopatki opisane są takimi samymi
modelami. Podobne zńożenie czynimy dla odcinków więzi. Pomijając rozciąganie
i ścinanie dla każdej łopatki pakietu przyjmujemy

__ |L=co(79r*_ą],

gdzie uljest ugięciem osi łopatki, natomiast at: -0u9lóx. jest jej kątem zgięcia.

(65)
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DIa odcinka więzi sprężystej przyjmujemy

gdzie u|-ptzemieszczeńe wzdłużne, u! - ugięcie osi odcinka ńęń oraz ęr:Ou!l|y,
jest jej kątem zgięcta. Model połączenia końców wszystkich odcinków więzi
z łopatkami jest jednakowy. Przyjmujemy

dla !z:0 i x.:;l : qr:ĘrL, 67)

dla lz:tn i x.:13 : rll:Ę+r tL+r,

{l:col (uż, ,3, Qt), ",:[: ; -'r.'l ,

[o, o_]

gdzie 
[t 0l

fn:Ę*,:.:Io 0 
|,

L0 7 
_l

zaś 7 jest współczynnikiem podatności połączenia.

(6ó)

(68)

zakładamy, że łopatki pakietu zamocowane są sńywno w podstawie, a ich drugi
koniec jest swobodny. Wtedy warunki brzegowe są następujące:

dla xr:0 ] 9n:0,

dla xz:Ln ! Hn:$. (69)

przyjmujemy wreszcie, że elementy pakietu wykonane są z liniowo-sprężystego,
jednorodnego i izotropowego materiału. wtedy związek pomiędzy składowymi
naprężenia i odkształcenia przyjmuje postać:

gdzie

oznacza elementy tensora staĘch materiałowych, zaś ),i p są stałymi materiałowymi
Lamego.

Wykorzystując związki
łopatki pakietu:

K6:

Kź:

założonych modeli, otrzymujemy dla n-tej

xi:f,,'e, oo]'

(72)

M6:p 
F,' ,o]'

rii:Ciig Eg,

C iip: ), 6 r, 6*r* P(ó n 6 i1* ó iló ix)

(70)

(71)

(20)

[S:

f trl
lo,

i (żż) d|a

orof'

' jr],



Dynamika pa.kietów łopatek wirnikowych turbin parowych ż27

oraz dla n-tego odcinka więzi:

[0, o,0
&:Io,0, o

L0, 0, pA*

l [o, 0, 0l
l, &:lo, 0, o|,
_] Lo, -pA,,o]

fEA*, o, 0 l [e,, 0, o l
fr:lo, pAn, o |, fi6:p|o, An,0l,

[o, o, Er ] [o, 0, J* _l

,r: Il, '' lt^y(|_ń, l, ,r"-,: Ii: -r,,r|u-r| ę7)

|o, yl-ayńyz)) [o, -yj(2-3ń _l

gdzie A i J są odpowiednio polem i momentem bezwładności powierzchni przekroju
popr7aczneEo n-tej łopatki i n-tego odcinka więzi pakietu, natomiast E:).+2p.

Korzystając z równń ruchu fl-tego odcinka więzi oraz z warunków połączenia
tego odcinka z sąsiadami łopatkami, uzależnimy przemieszczenia tego odcinka od
ptzeńeszczeń łopatek w miejscu ich złączenia_

Dla pakietów łopatek turbin parowych ptzemieszczsnia odcinka więzi można
wyznaczyć z dostateczną dokładnością z równań statyki |27l. W tym celu należy
tozwiązać równania

(r9)tr:0, (r3)*:0

z warunkami brzegowymi:

dla }:0 : uż,n:uoz,ni u8.n:0 i (pn:!@n 
(75)

dla !-_tn: a|,n:u|,n+t; u!,n:0 : (pn:|an+t.

SĘd otrzymujemy poszukiwany związek

col(u!,n, o!,n, 9n):I ncol (i|,n; ón)+frn+lcol(Ę,n11 ,ón+r), Q6)

gdzie

otaz |Jo:uo(xł), a:a(x!), Y:?.
Teraz ze wzorów (33) okreś*my macierze sztywności i mas występujące

w równaniach określających energię sprężystą i kinetycmą n-tego odcinka więń
Zakłńając, ze odcinki więzi mają stały przekrój poptz,eczny, po wykonaniu
niezbędnych dzialań otrzymujemy:

(73)

(74)

fu,^:rt':"' o,ołrr,)'

ftn,n 
+ 1 :[-' 

{:' "' z r,ro r/,,f'

ftn+l,n+l:jftn,n,

kB+l,n_ft,,,n+l,otuz

(78)



ż28 §. Janecki

ńn.n:p[*{:''

1ftn,n+r :r]oł,',,

trftn+l,n+ r:or{,',,

*?' A* ł **r' 
'* 

r,)'

-#y' o- ,!r_*r, , r,f,
0l

fr*l' Antł+*y' r r"]'

(79)

\tn+ 1,ł_ntn,n+ 1 
,

w celu przeprowadzenia dyskretyzaqi numerycznej metodą Ritza należy wybrać
odPowiednie funkcje bazowe, aproksymujące składowe wektora przemiesiczeń
uogólnionych n-tej łopatki pakietu. w tozvńanym przypadku za funkcje bazowe
moŻna PruyjąĆ funkcje własne zzadania drgan giętnych belki wspornikowej o stałym
przekroju poprz@znym,

t ł": ź(1 - a") eŁ( + | (1 + a") e- 1.( 
- cos ),,( + a"sh )", (,

ti*:ł(I-a)eLl_t(l+fi") e- ^,|+sinĄ(+a"chĄ(, 
(80)

gdzie

(8 1)

Natomiast hczby ź" są pierwiastkami równania chl,cost+1:0. Funkcje bazowe
tworzą macierz V,:diag(rĘ)', (o:L,2), gdńe Vl:col(VlJ.

Możrmy teraz obliczyć z zależności (u) i (48) macierze sztywności i mas
występujące we wzorach {43) i (47) dla energii sprężystej i kinetycznej n-tej łopatki
i z-tego odcinka więzi pakietu. Następnie mozemy zbudować maciótz sziywności
i macierz mas całego układu, posługując się schematem (51). Z uwag| na 

-żmudne

wyliczenia nie podajemy końcowych ich wytaireń"
Dla załoŻonYch modeli i przedstawionego schematu postępowania został zbudo_

wanY Program komputerowy liczenia częstości drgań własnych niejednorodnych
pakietów łopatek. w celu weryfikacji metodyki wykonano §zereg warianiów
obliczeń [7] i pomiarów doświadczalnych [8] drgań pakietów zlożonych z płasko-
wników połączonych drutem lutowanym. Między innymi badano wŃw nióleano-
rodności konstrukcyjnej układu (rózne pręty, różne odstępy pomiędzy prętami) na
częstości drgań własnych pakietu. Wyniki tych analiz zestawiono w iabelach.

w tabeli 1 porównano wyniki obliczeń i pomiarów pakietów ńożonych
z płaskowników o jednakowych wymiarach; L:0,25 m, 4xł:00354x0,0045 m,
wykonanych ze stali o stałych materiałowych: E:2,16.105 MPa, p:7,75,!03
Ns2/m4. W wierszu pierwszym tabeli analizowano pakiet zhożoly z N:5 prętóv,
w którym odstęp pomiędzy piervszymi czterema prętami był jednakowy i vynosil
t:0,04 m, a odstęp między prętem czwartym i ostatnim był równy f :0.08m. W dłu
kolejnych wierszach tonłńano pakiety złożone z N:5 i N:6 prętów odleglych od
siebie o f:O,M m. We wszystkich pruypadkach pręty połączone były drutem
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o średnicy il:0,0079 m przylutowanym w odległości x*fL-_0,8 od miejsca utwier-
dzenia prętów.

W tabeli 2 podano wyniki obliczeń i pomiarów dwu pakietów złożonych z N:2
prętów, połączonych drutem o średnĘ d:0,006 m przylutowanym w odleglości
xnfL:O,8 od miejsca utwierdzenia prętów. Odstęp pomiędzy prętami wynosił
f:O,M n w pierwszym przypadku jeden pręt miał ksztah klina o wymiarach
L:025 m, axh:0,0354x0,0045 m w miejscu zamocowania otaz
axh:O§ll x0,0045 m - u wierzchołką natomiast drugi pręt miał ksztah prosto-
padłościanu o wymiarach L:0,25 m, rl x ł :0,0354 x 0,0045 m. W drugm przypad,
ku pakiet składał się z jednakowych płaskowników o wlmiarach: L:0,25 m,
axh:0,0354x0,0045 m. Inne wyniki zostĄ zamieszrzone w [7].
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Tabela 1

Niejednorodność podziałki pakietu

Tabela 2

Niejednorodność łopatek pakietu

X_:0,8, d:6, t:Ę
L

X
-:O8, d:7,9
L

N

pomierzone
Częstości 

- 

[Hz]' Obliczone -

fi ń ń

5

5

6

ryl
111,8

11x,
11Ą3

L14,L

538,8

539,8

54ó3
539,8

544,5

=661,2

7Ę1
663,7

703,1

Z przeĄądu wyników można wnosić o przydatności przedstawionej metodyki do
obliczenia częstości drgń własnych pakietów po§iadających niejednorodności kon-
strukcyjne.

7. Uwagi końcowe

1. W obliczeniach drgań łopatek wirnikowych przyjmuje się model jedno-

wymiarowy, który jest określony składowymi przęmieszczenia,

un:u2-Ępf,pa3, (82)

u3:u|+ ąpoaxp+ tdaynXp*a| E
oraz transformacją współrzędnych układu globalnego (0 x) i układu lokalnego (0 

T ) ,

związanego z glównymi osiami bezwładności kźdego przekroju łopatki skręconej

w §tanie naturalnym o kąt .9o,

N

pomietzoue
Częstości 

- 

ltlĄ' Obliczone -

f,, ń fz L

J

2

108,6

107,1
105,1

I0L9

456,8

453,1
4/.8,9

ĄĄĄ,8

5@,2

558,7
5Ę,9

54I,9

990,8

98z8
971,0

962,2
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x:col (xJ, x:R x,
o

gdzieu! ,(k:I,2,3) są składowymi przemieszc?Eńaosi, al* są kątami obrotu przekrojów
popl;zśc?;nych łopatki, },-kątami odkształcenia postaciowego oruzlp i 9 _funkcjami
zgięnia i skręcania. Podobny model można przyjąć dla elementów pakietów łopatek.

2. Dla wielu modeli wektor ptzemiesz,czsń uogólnionych qn łopatki można
wytazić popr7gz wektor uogólniony przekrojowych sił wewnętrznych H". ze
względów numerycanych srły wewnętrzne wygodnie jest wtedy aproksymować
ciągami minimalizującymi postaci [5]

11":f (x)Ę"(r), (84)

gdzie Q jest macierą odpowiednich funkcji bazowych dla składowych sił wewnętrz-
nych- Postępowanie tnkie polepsza dokładnośó i zbiezność obliczeń numerycznych.
Praa vp§n{a do Redłtcji v lułm 1988 r.
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Dynamics of Steam Turbine f,lrnn€T Blade Cascailes

§ummary

A general method of forming equations of motion of nonuniform packets consisting of runner blades

and any number of connecting continuous elastic joints of various type has been presented. In the

mathematical analysis the blades and sections of joints are replaced by arbitrary one-dimensional

continuous medium models. Ftexibility of jointso rotational motion of the system and aerodynamic

interactions are taken into accounŁ

Ęuations of motion are developed using the Ritz variation method and tbe Hamilton princiPle,

Blade packet dynamics problems have been ctassified. The presented method is illustrated by an examPle

of trańverse free vibrations of a packet consisting of rectangular cross-§ection rods. Results of numeńcal

calculations are compared witi the experimental ones.
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O!FOI'8:}MePbIM! MOAeJIrMr CUrrOSrEOi ĘeEJ. YsrrLBaJoT€r EoAaTJIEBocTB coe4rxeaań,
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