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GERARD A. DOWKONTT

WaMwa

Jednowymiarowy, izentropowy przeplyw nieustalony

Próba nowego przedstawienia zadania

Przedmiotem rozważańjest jednowymiarowy, izentropowy przęływ nieustalony. Wprowadzenie
nowej funkcji Ę, wyńająĄ połoźrnie pbsziryzn płynnych w ptzepĘwie względem położenią jakie

zajmowĄ te płasznzymy w płynie nieruńomym, umożliwiło zastąpienie układu dwoch równań
róźniczkowych cząstkowych pierwszego rzędu i równania izentropy, opisującego jednowymiarowy

izsntropowy przepływ nieustalony, przez jedllo równanie różniczkowe cząstkowe drugiego rzędu dla
funkqii {.

1. Wstęp

Przedmiotem rozllńń jest jednowymiarowy,
ustalony.

Jak powszechnie przyjęto, ptzeŃw taki jest

składającym się:

- z równania ciągłoŚci
0p
0t-

- z równania ruchu (Eulera)

abu)

izentropowy ptzepĘw nie-

opisywany układem równań

(1.1)

(I.2)

(1.3)

óx

0p ilu___^-0x- ' dt'
- z równania izentropy

,:o,(*\,
Edzie p - gę§tość płynu będącego w ruchu, po - gęstość płynu będącego

w spoczynku, il - prędkość płynu, p - ciśnienie pĘnu Ędącego w ruchu,
po - ciśnienie pĘnu Ędącego w spoczynku, k - wykładnik izentropy, x - współ-
rz$na przestrzenna, t - qzas.

Wielkości frzyczne p, u i p są funkcjami dwócb zmiennych ńezależnych x i t, tj.
odpowiednio współrzędnej przestrzennej i czasu.

Pochodna czasowa ilulilt jest to pochodna substancjalna prędkości płynu z.



l02 G. A. Dowkontt

W dalszej części niniejszego opracowania zo§tanie przedstawiona pewna me-
todyka potraktowania równań (1.1), (1.2) i (1.3) układu opisującego jednowy-
miarowy, izentropowy przepĘw nieustalony, umożiwiająca nowe przedstawienie
tego zagadnienia.

2. Ustawienie zagarlnienia przepływu

2.1. Opis mdelu fizycnąo

Modelem frzycznym sfużącym do realizacji przcpływu jednowymiarowego jest
prosta i nieskończenie dfuga rura o jednostkowym przckroju z tłokiem wewnątrz.

Rura jest us5ńuowana równolegle do osi x (pattz ry§. 1). Ponad tlokiem znajduje
się płyn o gęstości spoczynkowej poi ciśnieniu spoczynkowym po. Poniżej tłoka jest
próźnia. połozenie pocątkowe górnej płaszczyzny tłoka odpowiada współrzędnej
x:0. 'w takim połozeniu tłok jest utrzymywany ptzez ptzyłożenie odpowiedniej siĘ
zewnętrznej, która równowży parcie Ńnu.

Istotnym dla dalszej części tonlażań,jest posłużenie się pojęciem płaszczyzny
płynnej, które odpowiada manemu w mechanice pĘnów pojęciu, występującemu
ogólnie pod nazwą powierzchni płynnej.

Dla ptzypadku przepływu jednowymiarowego powierzchnia płynna jest pła-
szczyzną, usytuowaną prostopadle do osi x. A zatem plaszczyma płynna jest
szczególnym przypadkiem powierzchni płynnej i posiada wszystkie pozostałe
jej cechy.

Przypomnijmy tu cechy płaszczyzny płynnej. Jest to płaszczyzna myśIowa,
wyobrażalna frzyczńą lecz mająca grubość zerc i nie posiadająca masy; jest
unoszona przez płyn i wraz z płynem, a tym samym nieprzenikalna dla płynu.
Przenikalna natomiast dla pędu i energii.

Na płaszczymach płynnych nie dokonują się żadne procesy energetyczne.
Plaszczyzny płynne nie kumulują energii płynu ani nie oddają energii do płynu. Nie
doznają tsż żadrych oddziaĘwń silowych z przestrzeń na znwnątrz rury, ani nie
oddziaĘwają siłowo na tę przestrzeń.

Z povłyższego wynika wniosek ogólny, ze ciśnienie płynu powinno być takie
same po obu stronach pŁaszczyzny płynnej. W przepĘwie, płaszczyzny płynne nie
tylko nie mogą się wzajemnie przslkać,lecz nawet zblńać nieskończenie do siebie.

Górna plaszszyzna tłoka posiada cechy plaszczyzny płynnej z tymi mo-
dyfikacjami, które są następstwami skończonej masy tłoka i oddziĄwania silowego
na tłok z zswnątrz

a2. Opis ziawiska Fzepływu w modeln fizycznym i ne płaszczyźnie x, t ,

w chwili czasu t:to tłok zaczyla się poruszać według zadarcj funkcji gzasu.

Ruch tłoka wywoła przepĘw nieustalony płynu. Przepływ ten Ędzie agattliń coraz
większą masę płynu w ten sposób, że granica między płynem będącym jeszrze
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w spoczynku a płynem będącym już w ruchu będzie ptzemieszczać się wzdłuż rury
zawsze zgodnie 7,e nlnotem o§i x, przy modelu ustawionym jak na rys- 1.

Nazwijmy tę granię czołem przepływu, a jej prędkość - prędkością czoła
przepływu lub prędkością rozptzsstrzeniania się przepływu.

Przy modelu ustawionym jak na rysunku 1, prędkość czola ptznpływu Ędzie
zavłs7& dodatnia, ńezależnie od znaku przemieszrzrnia tłoka-

Rys. 1. Jednowymiarowy przepływ nieustalony w modelu tlaycznym i na płaszczyŹnie x, t

Na płaszczy ź.nie x, t linia to.,4,' jest trajektorią tłoka, zaś linia foCD jest trajektorią
czola prŻepływu. W dowolnej chwili czasu ,> to, Edy tłok majduje się w przekroju

A ruty, trajektoria tłoka na płaszczyźnie x, t osiąga punkt A'.D|a tej samej chwili
czasu, gdy czoło przepływu znajduje się w przekroju D rury, trajektońa czoła
przepływu osiąga punkt D na płaszczyźnie x, t.

Obszar na płaszczyźnie x, t,leżący między liniami toA' i toCD jest obszarem
przepływu. Obszar powyzej lni1- toCD odpowiada pĘnowi będącemu w spoczynku,
zaś obszar leżący poniżej linii 1oĄ' odpowiada próżni.

2.3. Wprowailzłnie nowej funkcji

Niniejszym wprowadzamy pojęcie funkcji ( (litera grecka ksi), która opisuje
położenie płaszczyzn płynnych w przepływie, względem położenia, jakie zajmowały
te płaszczylny w pfunie będącym w spoczynku.

Pojęcie funkcji { tworzymy na podstawie następującego Tozumowania, które
przeprowadzamy patząc na rysunek 1.

W płynie będącym w spoczynku możemy sobie zawsze wyobrazić dowolną liczbę
plaszczyzn płynnych, zajmujących odpowiednie połozenie na długości rury.

Płaszczyny te będą pozostawaĘ nieruchome do czasu, gdy mijane kolejno przez

czolo ptzeplywu zaczrLą się poruszać, unoszone przez ruchomy Ńn-
Prześledźmy to zjawisko dokładniej. W tym celu, w płynie Ędącym w spoczyn-

ku, wyróżnijmy jedną, dowolną plaszczyznę płynną, zajmującą połozenie odpowia-

dające przekrojowi C rury. Na płaszczyźńe x, t położeniu temu odpowiada
współrzędna x:x2. Ta plaszczyzna płynna Ędzie pozostawać nieruchomo ń do
czasu t:,9, tj. gdy dotrze do niej czoło przepływu. wówczas zostaje ona ogarnięta

103
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prz epływem i, uno szon a pr zez pły n, zaczy na się po ruszać. Traj ekt orią tej plaszczy zny
płynnej na płaszczyźnie x, r jest linia CB'.

w dowolnej chwili r> 9, wyróżniona płaszczyzna pĘnnaznajduje się w przekroju
B -ry, zaś trajektori,a tej płaszczyzny osiąga punkt B' (x, t) na płaszczyźńe x, t.położenie wyróżnionej płaszczyzny płynnej w przepływie, tj. w dowoinej chwili
t>.9, względem położenia, które zajmowała ta płaszczyzna w płynie nierucńomym,
jest określone pvaz wielkość (. Zachodzi tu relacja

(2.1)

ś:x-xz(,9) (2.2)

przedstawia pewną funkdę dwu zmiennych niezaleznych x i t, która każdemu
punktowi obszaru przepĘwu przypisuje okreśIoną wańość Ę, wyrażającą połozenie
płaszrzyzny płynnej przechodzącej przez punkt x, t wzgJęd"- półózó"ia, jakie
zajmowała ta płaszczyzna w pbnie nieruchomym.

Przyjmijmy, że funkcja ( ma postać następującą:

(: ((x,t) . (2.3)

posługując się pojęciem współrzędnej Lagrange'a płaszczyzny pĘnnej, możemy
utożsamić

x:x(t) (ż.4)

a wówczas zvłiązek funkcji ( zc współrzędną Lagrange'a będzie następujący:

x(t):61,r19;,
gdzie xr(,9) oznacza początkowe położenie płaszczyzly płynnej.

2.4 Niektóre łłł6ciwo{ci funkcji {

Obrazem geometrycznym funkcji ś w układzie współrzędnych prostokątnych
x, t, ( jest pewna powierzchnia (pattz rys. 2). Powierzchnia obrazująca funkcję
( przechodń przsz krzywe przestrzenne toA i CB. Powierzchnia ta przenika przez
plaszczyznę x,t wzdłuż linii ro C.

I dla dowolnego t>.9 )

l ":(**, J
PoniewaŻ w PłYnie nieruchomym została wyróżniona dowolna plaszczyzna

płynną wnosimy stąd, ze wielkość ( jest wielkością tworzącą pole (intensywną).
Jako dowód przeprowńźmy rozumowanie odwrotne. przez dowolny puokt

B'(x,t) obszaru przepływu przechodzizawsze trajektoria jakiejś płaszczyzny-pĘnnej.
Ta PłaszczYzna Płynna posiadała w płynie nieruchomym położenie x:x.r,- i zostaia
ogarnięta przepływem w chwili t:,9.

Zbiót wszYs&ich wartości x:x2jest trajektońą czola przepływu na płaszczyźnie
x, t, a więc zbiór ten jest określony funkcją czasu 

', 
wyrażającego się wzdłuz te;

trajektorii parametrem g. A zatem relacja

(2.5)
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_ Trajektońe toA'i CB' są rzutami prostokątnymi na płaszcTyznę x,f odpowiednio
krzywych przestrzennych toA i cB.Inaszej mówiąc, krzywe przestrzenn i to,ł i cn
są liniami przecięcia się powierzchni walcowych, prostopadłych do płaszcz]zny x,t,
przechodzących odpowiednio przez trajektorie to A' i ćB', z powiórzchnii ućaą"ą
obtazem geomeĘcznym funkcji (.

Funkcja (, wzdłuż trajektorii tłoka, wyrńa się zadaną funkcją czasu, według
której porusza się tłok.

Funkcja ć, wńluż trajektorii czoła przepływu, zeruje się"

łys. 2 Przedstawienie funkcji { w przestrzeni (, x, t

Nalezy przewidywać, żs ze względu na swój sens fizyczny i założenia modelowe
przepływu, funkcja { powinna być funkcją ciągłą (odpowiednio wysokiej klasy)i dostatecznie gladką w całym obszarze przepływu. przypomnijmy, że-według
zńożeń modelowych, płaszczyzny płynne są unoszone pruez por.r.""3ą"y się płyn
absolutnie swobodnie, nie mogą się wzajemnie przenikac aoi potryw"Ć.

Funkcja ( posiada oczywiście swoje pochodne cząstkowe aĘlax i aćlat; Ędziemieć również swoją pochodną substancjalną

d( aĘ .ać
a:ńr+ u. Q.6)

Ale pochodna substancjalna funkcji ( jest równa prędkości przepĘwu z

A zatem możemy napisać

i dzięki temu wyrazić prędkość
kowych funkcji {

(ż.7)

(2.8)

zalezności od pochodnych cząst-

ać aćU:;- Uł -ox 0t

dĘ
--:u.

dt

przepływu z w

aś
0tu: . aĘ'

l_^
dx

'/X /'

(ż.9)
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ć(x,l): const,

Odpowiadające równaniom (2"10) i (2.11) formy różniczkowe

/s\
\at f ,=,

/a(\
\*/,="

Trajektoria czoła ptzcpływu na płaszcryźnie x,t
((x, f):0,

zŃ tzllty na płaszczy7nę x,f warstwic powierzchni
w)znaczone ptz,ez równanie

x"2:x2* /xz* (z,

X1l:X2* Ć1,

co wykorzystując w (3.1), otrzymujemy

p o Ax z : F G) Ux 2 + G r- ( r)f .

Stwierdźmy następnie, że

a(,
ćz- Ęr:ar- G) '(xt z- xt t),

edzie @(rcx)Q) oznacza średnią wńłuż x wartość \ĘlŻx,
płynnymi, w tym samym czasie.

Ędzie wyrażń się równaniem

(2.10)

obrazującej funkcję ( Ędą

(żJI)

(3.ż)

(3.3)

€4)

(3.5)

międry plaszczyznarń

(2.12)

aĘ

at
C|:- *

o<

a,

(2.I3)

będą odpowiednio przedstawiać prędkość c"czoła przepływu i prędkość c6 przemie-
szczania się w przepływie stĄch wartości funkcji ś.

3. Wyprowadzenie pochodnych cząstkowych fuŃcji ś

Elementarna masa pbnu, majdująca się między dwiema wyróżnionymi płasz-

czymami pĘnnym1 pozostaje stała podczas przepływu. Wedfug oznaczpń na
rysunku 3, zasadę zachowania masy możemy zapisać następująco:

lM: po Axr: P(t).(x"r-x6), (3.1)

gózie AM ozrac7a. elementarną masę płynu zawartego między płaszczyznami
płynnymi, zaś P(t) - średnią wzdłuż x gęstość tego pfunu, w dowolnym czasie f >.9.

Ale

]
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, Rys 3. trustracja do wyrażsnia zasady zachowania ma§y

Również tu wykorzystując (3.ż) i (3.3), po odpowiednich przekształceniach
otrzymujemy

* u,,

Ęz_śt:_!Ł- /*r.
r-5 tłox

(3.6)

Po podstawieniu (3.6) do (3.4) i wykonaniu dalszych przekształceń, dochodzimy do
następującej równości:

Ponieważ

P(r)_r_ 
^9Ś t,l.Po Ox

hm P(t): p(t),
/x2,g

m 5 ę1:!ę1,
Ax2-gOX ox

p at
-- 

l __ ,Po OX

(3.7)

(3.8)

(3.9)

zń plaszczyzny płynne zostąły wybrane dowolnie, otrzymujemy następujący
ogólny wzór

(3.10)
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skąd ostatecznie

Jęst to zvłiązek,pomiędzy pochodną cząstkową 0(l0x tunkqą { i gęstością płynu
p,który,jako równowńny zasadńę zachowania ffitry, musi być spehiony w całym
obszarze przepływu.

Zńąz.ek ten moze być również wyprowadzony metodą całkowania jedno-

wymiarowego równania ciągłości wzdłuż trajektorii płaszszym płynnych na płasz-

CryŹnię 7, s.

Za pomocą Q.9) wytńamy pochodną cząstkową względem czasu funkcji (

ać /' -$\. (3,12)
;,t:u \'-a/,

gdzie uwzględniwszy (3.10) otrzymuje się

0 ć _, _ p
ox Po

9ś_:Lr.
0t Po

Jeżeli według (3.11) i (3.13) napiszemy drugie pochodne
otrzymujemy

a2Ę _ _!( p\
0x 0t- at\oo/'

#*:*H")

-*ę:):*(,:")

(3.1 1)

(3.13)

mieszane funkcji (, to

(3.14)

(3.15)

Ponieważ drugie pochodne mieszane funkcji ( muszą być sobie równe, więc możemy
porównać prawe strony (3.14) i (3.15), co daje zvłiązek

(3.16)

będący jednowymiarowym równaniem ciągłości.
SĘd wniosek, że równość drugich pochodnych mieszanych funkcji ( gwarantuje

nam zachowanie równania ciągłości w obszarze przepływu.
Zatem funkcja ( musi być funkcją ciągłą odpowiednio wysokiej klasy w caĘm

obszarze przepływu.
Za pomocą (3.11) i (3.13) możemy wyrazić prędkość czoła ptzepĘwu (2.12)

i prędkość przemieszcz,ania się w przepływie stałych wańości funkcji ś Q.13) jak
następuje:

Pzuzv2-
Pz- Po

(3.17)
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gdzie uri Prsą odPowiednio prędkością z i gęstością Ńnu p wzdłużtrajektorii czołaprzepĘwu aa płaszczyźnie x, i, oraz-

pu
C|: (3.1 8)P-Po

4. przeksztalcenie równania ruchu

FuŃcja Ę ptzeksztŃca jednowymiarowe równanie ciągłości do postaci

dr€ arć
i,rat: ati/r. (4.1)

JeŃ_kwestią interesującą, j3& fynkcja { pozwoli przekształcić równanie ruchu?Dla zbadania tej kwestii, połączlmy r3ryry" ;;il (ó'i równanie izrntropy(1,3), Znajdujemy pochodną cząstków[ wzgtędem , ,ó*n"ła izentropy (1.3)

*:**(*)-,*
TVprowadzając znane oznacznńe

(4.2)

o?o:"', (4.3)

(4.4)

(4.7)

gdzie co jest prędkością dzwięku w płynie nieruchomym i pamięt ając, żn zgodniez przyjętą symboliką

"*(*| 
!:c2,

otrrymujemy w miejsce (4.2)

0p:"rŻp
0x ' 0x'

To wyrazenie podstawiamy do równania ruchu (1.2)

^rOP _ du
" ar:-ł *-

Sąd, po podzieleniu stronami pruEz po, otrzymujemy

^ra/p\ pilu
" a,\ń):-ńa-

(4.5)

(4.6)

W ten sposób przygotowane równanie, równowłźne równaniom (1.2) i (1.3),przekształcamy dalej za poĘocą funkcji ś. W celu ,tro."ł"'"apisu, przyjmujemyoznaczenia Monge'a pochodnych ."ą.iko*y"h funkcji €--
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aĘ aĘ
X*:P, *:4,ox ot

02( _0p __
axŻ- .'x-' '

a2Ę a'Ę 0p 0q
J_§

0xOt 0tOx 0t 0x

a2Ę 0q

aP- at-"'

Wedfug przyjętych powyżej oznacznń, wyrażenia (2.9), (3.10) i (3.13) ptzyjmą

q
' I-p'
p

,o: '-r'
;

-Lu:q.
Po

Pochodna substancjalna prędkości u @.9) wyruzi się następująco:

dq,. , d(I-p)
*|l-P)-4 dt

(l-p)'

dq _,,d(L-p)
d,u itt - 

d,t

(4.8)

postać

(4.9)

(4.10)

(4.11)

dt t-p
podzieleniu licznika i 6iąa9qlnika prawej strony

(4.t2)

(4.13)

(4.I2) przez (1-p).

d.u

ilt
lub

po
Ale

dq _0q 0a

dt arułi'
d(I-il _aG-d,,*0(I-p)

dt 0x *| 0t '

bo pochodne czasowe dqldt i d(I-p)fdt są pochodnymi
z nich (4,15) moze-' *o*1,;;Y_ 

_,r,, -r,dt:-\u"*a),

(4.I4)

(4.15)

substancjalnymi. Drugą

(4.16)
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W równaniach (4.I4) i (4.16) stosujemy oznac7r;llia Monge'a (4.8); zgodnie z tym

111

!:r,r*r,ilt

d.(1:P):_(r.u*s).
ilt

Podstawiamy (4.t7) i (4.18) do (4.13)

skąd otrzymujemy

du _s,ułtłu(r,u*s)
ilt l-p '

ilu r , u2 +żu, s+t
dt I-p

Wedfug (4.10) i (4.8)

a / p\ a!-p) 0p

Ń\ń): a- : - *: -',
Podstawiając teraz (4.20) i (.21) do równania (4.7) dostajemy

-c2.|:_tr_ot!#ł,

cŻ', r:r , u2 +żu. s+t

(4.I7)

(4.18)

a stąd

(4.19)

(4.20)

ę.2I)

(4.2ż)

(4.23)

(4.24)

i ostatecznie, jako rezultat przekształceń, otrzymujemy równanie

(u'-r'),r*2u,s*f:0.
Jest to równanie różniczkowe cząstkowe drugiego rzędu, z jedną funkcją

niewiadomą (.
Współczynniki w tym równaniu są funkcjami pochodnych cząstkowych pierw-

szego rzędu funkcji (; według (4.4), (4.9), (4.10) i (4.8) mamy

1l2-c2:(+)'-,ct,(;-p)r-', (4.25)

z,:Ą. (4.26)

Zgodnte z lZ1, możemy dojść do wniosku, ze wyprowadzone równanie jest
szczegóInym przypadkiem równania quasiJiniowego, w którym wylaz wolny nie
występuje.
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Zapismy wyprowadzone równanie @.2Ą w pełnej postaci, podstawiając w miejs-
ce r, § i r odpowiednie symbole pochodnych cząstkowych funkcji (

(4.27)

i stwierdźmy, żn ptzekształcenie, za pomocą funkcji { układu równań (1.1), (1.2)
i (1.3), pozwoliło uzyskać układ równowaźny składający się z równań (4.1) i (4.27).

Ponieważ (4.1) jest automatycznie spełnione dla funkcji dostatecznie regularnych,
więc równańe (4.27) pozostaje tym, które opisuje jednowymiarowy, Łentropowy
przepływ nieustalony.

Dzieląc równanie (4.27) ptzez c2, ottzymujemy postać

(u'_Ą.#*r,ffi*Uff:o

[(:I-,f ffi*,# #-źffi:o (4"ż8)

dogodną do dyskusji wpływu wielkości stosunku ufc na mozliwość uproszczeń
równania (4.27). W tym miejscu zauważmy tylko, że jeżeli

1*0 i c--+Co,
c

to równanie @"żB) redukuje się do równania falowego.

5. Podsumowanie

'lVprowadzenie pojęcia funkcji Ę, wyrażającej położenie płaszczyzn płynnych
w przepływie względem położenia, jakie zajmowaly te płaszczyzny ,w płynie
nieruchomym, umożliwiło zastąpienie układu dwóch równań różniczkowych cząst-
kowych pierwszego rzędu i równania izentropy, opisującego jednowymiarowy,
izentropowy przepĘw nieustalony, ptzez jedno równanie różniczkowe cząstkowe
drugiego rzędu dla funkcji (.

Równanie 6 (.ż7) otwiera nowe mozliwości badania jednowymiarowych prze-
pływów nieustalonych.

W związku z tym, staje się możliwe teraz nowe przedstawienie zadania
wyznaczenia jednowymiarowego, izentropowego przepływu nieustalonego.

Zadanie to polega na tozwiązaniu równania różntczkowego cząstkowego drugie-
go rzędu dla niewiadomej funkcji (, celem wyznacznnia tej funkcji przy okreśIonych
warunkach brzegowych.

Praa wpłyn{a do Redatqii w grudniu t989 r. (po korekcie).
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A One,Dimensional, Isentropic Unsteady Flow
An Attempt of r New Approach

Summary

The subject of consideration is a one-dimensional isentropic uasteady flow.The introduction of a new
{ function expressing the position of the liquid planes in tbe flow, with respect to the position, which was
occuPed bY these Planes in motionless lluid made it possible to substitute the system of two partial
dilferential ąuations of the first order and ńe equation of isentrope describing one-dimensional
isentroPic unsteady flow by one pańial dilferential equation ofthe second order for the f function. This
equation open§ new possibilities of one-dimensional unsteady llows examination.
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