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ROMUALD PUZYREWSKI, KRYSTYNA NAMIEŚNIK1

Paraboidalno-płaszczyznowy układ współrzędnych w
zastosowaniu do zadania odwrotnego dla stopni maszyny

wirnikowej

W oparciu o sformulowany model hiperboliczny stopnia maszyny wirnikowej [1], w pracy przedsta-
wiorro szczególny typ układu współrzędnych, w którym opisany został taki stopień. Układ ten zbudowałry
jest na rodzinie paraboloid i dwu rodzinac}r'plaszczyzn Podano wektory bazy proponowanego układu
wsPÓłrzędnych oraz układ równań zachowarria, prowadzący do algorytmu zadałria odwrotnego typu hi-
perbolicznego dla stopnia.

Wykaz ozna.czeń

Tg

Rs_
u,(I),u,(2),
u,(3)

za

r(J),ł(2),g(3)
p*
il
ni

JX

baza wektorów podstawowych,
baza wektorów wzajemnych,
baza wektorów jednostkowych,
funkcja określająca geometrię
obliczeń,
wektor sił masowych,
tensor metryczny,
szczelina,
maksimum paraboloidy,
funkcj a określaj ąca masowe
natężenie przepływu,
ciśnienie,

prornień okręgu, z którego
wychodzą paraboloidy,
wirnik,
kierownica,
składowe frzy czne prędkości
w układzie krzywoliniowym,
współrzędna,
współ. odpow. maks. ogTanicz, stożk.
współrzędne kartezj ańskie,
współrzędne krzywoliniowe,
gęstość,
potencj ał siły grawitacyjnej,
symbol Christoffela 11-go rodzaju.

Wstęp

P o dobnie j ak w stożkowo-pŁaszczy znowym układzie wsp ółrzędnych, opis anym
_'. proponuje się rozważenie dla zadalia odwrotnego stopnia maszyny wirniko-
lkładu paraboloidah o-płaszczyznowego. Przekrój poptzeczny stopnia wpisa-
rv taki układ pokazany jest na lys. 1. Jest to plzykład formowania plzepływu

: stopień na powielzchniach rzędu drugiego (paraboloidy) olaz ogTanicze1l
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198 R. Puzyrewski, K. Namieśnik

wlotu i wylotu z palisad w formie stoźków. Ograniczenia stożkowe są najczęściej
spotykanymi w rozważaniach technicznych.
cechą charakterystycznątego układu są paraboloidy, wychodzące z okręgu o plo-
mieniu r. i tóŻliące się wartością położenia maksimum Ł wzdł,aż linii Ó wspóŁ
rzędnej z0. zakładając, że paraboloidy są powierzchniami prądu możla wpisać w
nie trzy charakterystyczne obszary, a mianowicie: kierownicę (stator) §, szczelinę
(gup) G, wirnik (rotor) ,R. Rys. 1 pokazuje przykładowe uiokowanie tych ob-
szarów. Charakteryzuje się ono umieszczeniem łopatki wirnika przed maksimum
parabol o współrzędnej zg.
MoŻ§we teŻ są inne sytuacje w zaJ.eźności od przesłanek technicznych projekto-
wanego stopnia.

obok rodzin paraboloid o przekroju jak na rys. 1, drugą rodzinę powierzchni
współrzędnych stanovriąpŁaszczyzny prostopadłe do osi z, zaś ttzecią rodzinę -
płaszr,zyzny zawiera.jące oś z,

2. Układ współrzędnych

W tak skonstruorvanym układzie rvspółrzędnych paraboloidalno-pŁaszczyznow]-:
położenie punktu w przestrzeni określone może być poprzez:

o wielkości h - *G), określające paraboioidę,

o wielkości 1, - ,(z) , określającepłaszczyznę, w której leży oś z,

o wielkości z - r(3), określające płaszczyznęprostopadłą do osi z.

Reguły transformacji pomiędzy wspólrzędnymi aG), 7Q), z(3) i współrzędnymi
kartezjańskimi r, g, z będą miały postać:

?J=

z-rF)
Jak rł;idać jest to układ współrzędnych posiadających dwa parametty: r,,., ora;

zg. Baza lokalna układu współrzędnych określona jest wektorami:

( ,_ n *(rro_ ,(a); rts)) 
"or 

rtzl
\,ó)

(,_ * 
#rr,,_,(.)) 

*(s)) ,łn*Q)

^ 
= l*,, - *l""" *(,), }a _ 

}r"o,,(,), o]
L.U .o
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sin łQ)
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a3 : [0;0, 1]

jaza wektorów jednostkowych wyraża się następująco:

.oi metryczny gij = d.;€i ma postać:
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Symbole Christoffela drugiego rodzaju wyrażają się wzorami:

Iłr = 0,

flz = 0,

Fl 2 (1-*)
'13 - aO(r-S
I?r = 0,

.(3) r^ ,(3) .
n2zo\-za1L72-;ry,r_Ę
t?s : 0,

I}r = 0,

r.1 _ (,-*ćP(r-+))L22-ffi:
-';-\ź--;- )

T'łe = 0,

^ ,(3) 12_ r(3) ,,Tźt=;+. 
Ę;,

T7z = a,

zr(7) ,. .(3),

':,=;ry(,Ę,
Iir = 0,
|iz = 0,
IBs = 0,

rr _ c(3) .,

T.1 2 \' za)r31 - ffi-|--](EĘ:
, zO'

Iiz = 0,

T.1 _2r()
'33 - rt.> 

'

|3r = 0,

T^2L32 -

I3s = 0,

t3r = 0,
I8z = 0,
I8s = 0,

|ir = 0,
|iz = 0,
I?r = 0,

3. Równania zachowania

Dla algorytmu zadania odwrotnego sformułowanego w [1] przyjmuje się na-
stępuj ące założetlia upraszcz aj ące post ać równań z achówanii :

#,^= 0 (przepływ stacjonarny),

# = 0 (przepływ osiowo - symetryczny),

4')(r) = O (brak sił masowych w kierunku c(1)),
Ful,t 0 (1ektor sił masowych zawiera naprężenia styczne).
u"(I) = 0 (składowa normalna prędkości

clo powierzchni paraboloidalnych).
Dla powyżej sformułowanych założeń upraszczających zgodnie z algorytmem

przedstawionym vi [1], równania zachowania będą ńńiv naitąpującą p"ostać:
a) równanie zachowania masy:

,|,.**rr-*l] *tr-*l

zo \- zo

r+|Srr-*)]'
z,(3) = rn(c(t);,
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b) równanie zachowania ilości ruchu:

PU,(2)2-ffi-
27F) ,_-(1-
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p",G)r#

1.-|zdt)lr_ 19ll'' L zo ' zo ,)
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Ł Charakterystyki zadania odwrotnego

Jak pokazano w [t] równania zachowania twotząukład hiperboliczny o dwu
mdzinach charakterystyk:

: ł(1) = const
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II rodzina :

r+l;ft$)'
af nl

a.(l) a,(s)

Dla funkcji:

f _ r^,. r(l)r(3)rz _ ,(1l
J -'lu -r- Zg zo

II rodzina sprowadza się do równania:

,? hle
n= ff_Ąłł|t*l, -qy]-ę_ 

^l_mzo-:!y
we współrzędnych h - *{L) r, = *|3) or&z wzoru:

tne
r =,l,w* ^ł'rlr;r - źy]- ę _ 

frl 
_ m?-jy

we współrzędnych frzycznych (r,r).
Na rys. 1 pokazano obraz dwóch rodzin charakterystyk dla wybranych

metrów ostatniego stopnia, tak jak * [2].

5. Opis geometrii stopnia

Opis geometrii stopnia zawiera szeTeg dowolnych parametrów określaj
poszczegóIne obszary.

Dla sytuacji
między:

przedstawionej na rys.1 obszar kierownicy (,§) zawałty jest
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a

a

o ograniczeniem cylindrycznym h = 0,

o ograniczeniem paraboloidalnym h = L,3642m,

o ograniczeniem stożkowym 2@) = 0,73 - 0,1(r - rr),

r ograniczeniem stożkowym E{1) = 0,98 + 0,0755(r * rr).

Obszar szczeliny (G) okreśiony jest pl.zezi

o ograniczenie cylindryczne h = 0,

ogranicuenie paraboioidalne Ą = L,3642m,,

ograniczenie stożkowe /L) =0,98 + 0,0755(r - rr),

ograniczerrie stoźkowe ź@) = L,L2+ 0,0666(r - r*),

Obszar wirnika ("&) opisany jest:

c ograniczenienr cylindfycunym h = 0,

e ograniezeniem paraboloidalrrym lt = L,3$42m,

r ograniczeniem ntożkowym 2(2) = 1, 12 + 0,0666(r - rr),

l ograrriczeniem stożkowym E(3) * 1,44* 0,0588(r- rr).

Opis ten ject jedynie przykładem moźliwych ograniezeń geometrycznyeh po-
ch obszarórv.

Wnioaki

Parabgloidalno-płaszezyżnowy układ współrzędnyeh umożliwia analityezne
ie praepływu osiowo-symetrycznego w stopniu ma§zyny wirnikowej, Po-

a po.ryżej po§tać równań zaehowania etanowi układ rozwiązywalny m€todę
tyk, określonych analitycznie,

zgłoaaono 199§.04,30
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t2]

l3]

Application of Parabolic-Surface Coordinate §ystem to
the Inverse Problem in Fluid-Flow Maclrinery §tage

§ummary

_ HYperbolical moclel of turbomachinery_stage, as it hae bęen formulated in [1] , was applied
for a particular type_of coordinąte systeru,The Óoordinate system is bąeed on thó łamily 

"iń*.*boloidal grrtfaceg and two families_of planes. The basic vectórs ąrrd coneervations equa,iioń't 
"o.been formrrlated. It leade to tho algoritlrm of the lryperbolic type of thc flow in tuńomaehirrery

ctage.


