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Przedmowa

Teoria i analiza numeryczna cienko±ciennych konstrukcji powªokowych jest
tematem ogromnej liczby publikacji, których podsumowanie zawarto w prawie
tysi¡cu ksi¡»ek i artykuªów przegl¡dowych, por. Noor [1990a,b] i Pietrasz-
kiewicz [1992a]. Jednak niemal caªa dost¦pna literatura dotyczy pojedynczych,
gªadkich i regularnych pªatów powªoki.

Rzeczywiste powªokowe konstrukcje in»ynierskie cechuje ogromna ró»norod-
no±¢ i zªo»ono±¢ ksztaªtów. Konstrukcje te cz¦sto maj¡ zaªamania powierzchni
podstawowej powªoki, skokowe zmiany grubo±ci i wªasno±ci materiaªowych,
wzmocnienia belkami, ª¡czenia powªok w wielopªatowe segmenty, poª¡czenia od-
ksztaªcalne ró»nych pªatów lub pªatów z otoczeniem itp. Cz¡stkowe koncepcje
teorii i analizy takich nieregularnych, wielopªatowych konstrukcji powªokowych
s¡ nieliczne, rozproszone po ró»nych wydawnictwach i dotycz¡ niemal wyª¡cz-
nie zagadnie« statycznych analizowanych na podstawie klasycznej liniowej teorii
cienkich izotropowych powªok spr¦»ystych.

Przedkªadana monogra�a jest prób¡ caªo±ciowego przedstawienia teorii i ana-
lizy numerycznej zada« statyki, stateczno±ci i dynamiki wielopªatowych konstruk-
cji powªokowych na podstawie dynamicznie i kinematycznie ±cisªego, sze±ciopara-
metrowego modelu powªoki. Uj¦to tu ró»nego typu nieregularno±ci geometryczne,
kinematyczne i materiaªowe, a zakres deformacji i ruchu powªoki jest dowolnie
du»y.

W teorii powªok wyró»nia si¦ zazwyczaj dwa gªówne podej±cia: bezpo±red-
nie i wyprowadzane. W podej±ciu bezpo±rednim powªoka traktowana jest z de-
�nicji jako dwuwymiarowy o±rodek ci¡gªy wyposa»ony w pewne wªasno±ci ki-
nematyczne i dynamiczne, a caª¡ mechanik¦ powªok buduje si¦ niezale»nie od
zasad mechaniki o±rodka ci¡gªego (MOC), por. np. Cosserat [1909], Ericksen
i Truesdell [1957], Naghdi [1972], Altenbach i �ilin [1988], Rubin [2000].
W podej±ciu wyprowadzanym powªoka jest traktowana jako ciaªo trójwymia-
rowe o szczególnej geometrii ksztaªtu, w którym jeden z wymiarów (grubo±¢) jest
znacznie mniejszy od dwóch pozostaªych. Zale»no±ci mechaniki powªok buduje si¦
wtedy albo przez wprowadzenie ró»nych hipotez upraszczaj¡cych, kinematycz-
nych i/lub dynamicznych, albo przez zastosowanie specjalnych procedur, które
pozwalaj¡ na przybli»one zredukowanie trójwymiarowego zagadnienia MOC do
dwuwymiarowego zagadnienia mechaniki powªok, por. np.Musztari iGalimow
[1957], Wo¹niak [1966], Naghdi [1972], Pietraszkiewicz [1979b], Wo¹niak
i Kleiber [1991], Antman [1995].

W tej monogra�i stosujemy podej±cie mieszane, oparte na koncepcjach za-
proponowanych w pracach Reissner [1974, 1982] i Simmonds [1984a], które
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zostaªy rozwini¦te w pracach Makowski i Stumpf [1990], Chró±cielewski,
Makowski i Stumpf [1992, 1997], Chró±cielewski [1996] oraz Libai i Sim-
monds [1983, 1998]. W tym podej±ciu dwuwymiarowe zasady dynamiki powªok
s¡ wynikiem ±cisªego caªkowania po grubo±ci odpowiednich zasad MOC. Odpo-
wiadaj¡ca tym zasadom dynamiki kinematyka powªoki jest konstruowana równie»
jednoznacznie, ale ju» na poziomie dwuwymiarowym. W stosunku do wyników
zawartych w powy»szych pracach, w monogra�i rozszerzyli±my sformuªowanie
ogólnej mechaniki powªok na zagadnienia dynamiczne nieregularnych wielopªato-
wych konstrukcji powªokowych, por. Chró±cielewski, Makowski i Pietrasz-
kiewicz [2000, 2002], Lubowiecka i Chró±cielewski [2002], Makowski
i Pietraszkiewicz [2002]. Dyskutujemy podstawy analizy numerycznej me-
tod¡ elementów sko«czonych (MES) zagadnie« statyki i dynamiki powªok na
rozmaito±ci zawieraj¡cej grup¦ obrotu. Przedstawiamy równie» obszern¡ analiz¦
numeryczn¡ wielu trudnych przykªadów statyki, stateczno±ci i dynamiki kon-
strukcji i elementów powªokowych. Zwarty przegl¡d zawarto±ci monogra�i jest
nast¦puj¡cy:

W rozdziale 1 opracowano ogólne podstawy dynamicznie i kinematycznie
±cisªej nieliniowej mechaniki powªok. Wychodz¡c z zasad klasycznej mechaniki
o±rodka ci¡gªego, analogiczne zasady dla powªoki otrzymujemy przez ±cisªe scaª-
kowanie zasad MOC po grubo±ci powªoki. Nast¦pnie z otrzymanych dwuwymia-
rowych lokalnych równa« ruchu i dynamicznych warunków brzegowych tworzymy
to»samo±¢ caªkow¡, której odpowiednie przeksztaªcenia umo»liwiaj¡ sformuªowa-
nie energetycznie u±rednionych po grubo±ci powierzchniowych miar przemiesz-
cze« i odksztaªce« oraz kinematycznych warunków ubocznych. Taka powierz-
chniowa sze±cioparametrowa kinematyka powªoki, odpowiadaj¡ca jednoznacz-
nie ±cisªym zasadom zachowania p¦du i momentu p¦du powªoki, jest wyra»ona
przez pola wektora przesuni¦¢ i tensora obrotów jako podstawowe zmienne nie-
zale»ne. Zale»no±ci dwuwymiarowe formuªujemy na wielospójnej, kawaªkami re-
gularnej powierzchni podstawowej, zawieraj¡cej równie» stacjonarne krzywe oso-
bliwe, które modeluj¡ zaªamania powierzchni podstawowej, skokowe zmiany gru-
bo±ci lub wªasno±ci materiaªowych itp. nieregularno±ci. Do opisu wszystkich zale»-
no±ci u»ywamy analizy pól tensorowych na takiej powierzchni. Ogólne zale»no±ci
mechaniki powªok przedstawiamy zarówno w zapisie absolutnym, jak i przez skªa-
dowe wzgl¦dem bazy ukªadu wspóªrz¦dnych powierzchniowych, a tak»e w dwóch
reprezentacjach � przestrzennej i materialnej.

Rozdziaª 2 zawiera zasady budowy powierzchniowych równa« konstytutyw-
nych dla powªok oraz omówienie szeregu zagadnie« szczególnych. Równania kon-
stytutywne dla przekrojowych tensorów siª i momentów powªoki budujemy ana-
logicznie do teorii takich równa« rozwini¦tej w MOC, a bardziej szczegóªowo
dyskutujemy równania konstytutywne powªok wykonanych z materiaªu spr¦»y-
stego. Wykazujemy, »e w teorii powªok, odmiennie ni» w MOC, powierzchniowe
pola p¦du i momentu p¦du musz¡ by¢ równie» okre±lone przez kinetyczne równa-
nia konstytutywne oraz podajemy kilka ich szczególnych postaci. Formuªujemy
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ogólne zagadnienie pocz¡tkowo-brzegowe powªoki z warunkami ci¡gªo±ci na krzy-
wych osobliwych. Wszystkie zale»no±ci zagadnienia przedstawiamy zarówno w za-
pisie absolutnym, jak i we wspóªrz¦dnych �zycznych. Dyskutujemy relacje mi¦-
dzy trój- i dwuwymiarowymi polami w modelowaniu powªok. W wyniku redukcji
jednego wymiaru zagadnienia pojawia si¦ dodatkowe pole � tzw. odksztaªcenie
wewn¦trzne � które jest pewn¡ miar¡ przybli»enia mechaniki powªok w sto-
sunku do mechaniki o±rodka ci¡gªego. Omawiamy kilka szczególnych modeli po-
wªok wynikaj¡cych przy dodatkowym naªo»eniu na deformacj¦ klasycznych wi¦-
zów kinematycznych typu Kirchho�a�Love'a, Timoszenko�Reissnera i ich uogól-
nie«. Dla tych szczególnych modeli formuªujemy zredukowane caªkowe i lokalne
zasady mechaniki powªok, wskazuj¡c m.in., »e skªadowe wielu pól na kierunek
tzw. direktora nie s¡ w tych modelach okre±lone. Rozwa»amy procedur¦ reduk-
cji zale»no±ci MOC do zale»no±ci dwuwymiarowych liniowej mechaniki powªok.
Wykazujemy w szczególno±ci, »e procesy redukcji wymiaru i linearyzacji nie s¡
w mechanice powªok przemienne. Poprawne zale»no±ci sze±cioparametrowej linio-
wej mechaniki powªok wynikaj¡ tylko z konsekwentnej linearyzacji otrzymanych
poprzednio ogólnych zale»no±ci nieliniowej mechaniki powªok.

W rozdziale 3 omówiono szereg problemów modelowania nieregularnych kon-
strukcji wielopªatowych, b¦d¡cych zªo»eniem nieregularnych powªok i pr¦tów.
U»ywaj¡c podobnej procedury jak w rozdziale 1 dla powªok kawaªkami regu-
larnych, wyprowadzamy ogólne jednowymiarowe zale»no±ci dynamicznie i kine-
matycznie ±cisªej mechaniki pr¦tów przestrzennych kawaªkami regularnych. Dla
zªo»onych konstrukcji wielopªatowych formuªujemy zasad¦ pracy wirtualnej przy
osªabionych warunkach ci¡gªo±ci. Wyprowadzone dynamiczne warunki ci¡gªo±ci
na krzywych osobliwych maj¡ teraz posta¢ równa« ró»niczkowych, w odró»nieniu
od algebraicznych warunków ci¡gªo±ci dla powªok kawaªkami regularnych. Roz-
wa»amy ró»ne sposoby modelowania poª¡cze« w powªokach, m.in. jako kinema-
tycznie sztywne, dynamicznie sztywne oraz odksztaªcalne przez spr¦»yste pr¦ty.
Bardziej szczegóªowo przedstawiamy modelowanie cienkich powªok struktural-
nych, których deformacja jest przybli»ana jedynie przez deformacj¦ wielopªatowej
powierzchni podstawowej, a jedyn¡ zmienn¡ niezale»n¡ zagadnienia brzegowego
jest pole wektora przesuni¦¢. Dla tej klasy konstrukcji powªokowych sformuªo-
wano w opisie Lagrange'a równania równowagi oraz warunki brzegowe i ci¡gªo-
±ci na krzywych osobliwych. Omówiono nieregularno±ci geometryczne i poª¡cze-
nia odksztaªcalne, spr¦»yste i niespr¦»yste. Przedstawiono równie» konsekwentnie
uproszczone warianty geometrycznie nieliniowej teorii cienkich nieregularnych po-
wªok spr¦»ystych, wynikaj¡ce przy konsekwentnie ograniczanych obrotach.

Rozdziaª 4 zawiera ró»ne aspekty analizy numerycznej zagadnie« pocz¡tkowo-
brzegowych zªo»onych konstrukcji powªokowych, wynikaj¡ce z cech ogólnej sze-
±cioparametrowej mechaniki powªok. Wprowadzamy przestrze« kon�guracyjn¡
rozwi¡za«, która jest tu niesko«czenie wymiarow¡ grup¡ Liego. Szczegóªowo dys-
kutujemy problem lokalnej i globalnej parametryzacji grupy obrotów SO(3), skªa-
danie obrotów i ich przyrostów oraz de�nicje wirtualnych i rzeczywistych pr¦dko-
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±ci i przyspiesze« w reprezentacji materialnej i przestrzennej. Formuªujemy zasad¦
wirtualnych przemieszcze« dla ogólnego zagadnienia nieliniowej dynamiki niere-
gularnych konstrukcji wielopªatowych. W ramach sko«czenie wymiarowej aprok-
symacji zagadnienia, omawiamy interpolacj¦ klasy C0 w trójwymiarowej prze-
strzeni wektorowej E i przedstawiamy koncepcj¦ interpolacji klasy C0 na grupie
obrotów SO(3). Omawiamy linearyzacj¦ zasady wirtualnych przemieszcze« i ite-
racyjn¡ metod¦ Newtona�Kantorowicza rozwi¡zywania zagadnie« nieliniowych
na rozmaito±ci zawieraj¡cej grup¦ obrotów. Analizujemy algorytmy numeryczne
metody kontynuacyjnej, w tym sposoby wyznaczania punktów bifurkacji i gra-
nicznych rozwi¡zania, oraz metody sterowania i kontroli procesu iteracyjnego.
Przypominamy podstawy nieliniowej dynamiki konstrukcji oraz przedstawiamy
rozszerzenie algorytmu Newmarka caªkowania równa« dynamiki na przestrze«
kon�guracyjn¡, zawieraj¡c¡ grup¦ obrotów.

W rozdziale 5 dyskutujemy zasady i ró»ne strategie formuªowania powªoko-
wych elementów sko«czonych, w tym pªaskich elementów pªytowo�tarczowych,
zakrzywionych trójparametrowych elementów typu Kirchho�a�Love'a, bryªowych
elementów trójwymiarowych, elementów zdegenerowanych i pi¦cioparametrowych
elementów typu Timoszenko�Reissnera. Omawiamy problemy blokady rozwi¡-
za«, wyst¡pienia zero-energetycznych form paso»ytniczych, sposoby modelowa-
nia szóstego stopnia swobody (tzw. owini¦cia) oraz stosowane dot¡d przybli»one
sposoby ª¡czenia elementów powªokowych i pr¦towych w przestrzenne struk-
tury. Bardziej szczegóªowo przedstawiamy formuªowanie autorskich elementów
sko«czonych, u»ywanych w rozdziale 6 do nieliniowej analizy zada« statyki, sta-
teczno±ci i dynamiki powªok. Nale»¡ do nich rodziny powªokowych elementów
przemieszczeniowych, mieszanych i cz¦±ciowo mieszanych oraz elementy o dwu-
stopniowej interpolacji, elementy zdegenerowane, elementy pªaskie niedostoso-
wane klasy C1 oraz pªaskie typu DCT. Omawiamy te» u»ywane przyrostowe
metody analizy rozwi¡za« nieliniowych, w tym klasy�kacj¦ punktów krytycznych
rozwi¡zania, stosowane metody wyznaczania punktów bifurkacji i granicznych
oraz techniki sterowania parametrami obci¡»enia, przemieszczenia i parametrem
ªuku wzdªu» ±cie»ki równowagi. Podajemy sposoby kontroli procesu rozwi¡zania,
w tym i kontroli zbie»no±ci procesu iteracyjnego. Rozwijamy równie» metod¦ caª-
kowania nieliniowych równa« dynamiki powªok na rozmaito±ci zawieraj¡cej grup¦
obrotu.

Rozdziaª 6 zawiera wyniki obszernej analizy numerycznej kilkudziesi¦ciu od-
powiednio wybranych przykªadów powªok regularnych i nieregularnych konstruk-
cji wielopªatowych. Symulacje numeryczne dotycz¡ nieliniowej analizy zagadnie«
statyki, stateczno±ci i dynamiki powªok gªównie liniowo spr¦»ystych w zakresie
dowolnej deformacji. Analizowane przykªady obejmuj¡ m.in.: a) klasyczne pro-
blemy testowe pªyt i powªok maªowyniosªych; b) sko«czone przemieszczenia jed-
nowymiarowych konstrukcji typu belka i konstrukcji pseudopr¦towych; c) powªoki
kuliste pod obci¡»eniem skupionym i liniowym; d) powªoki o du»ej wiotko±ci i pra-
wie izometrycznej deformacji; e) wielopªatowe konstrukcje powªokowo�pªytowe;
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f) dynamik¦ wymuszonego i swobodnego ruchu w przestrzeni gi¦tkich trójpªa-
towych konstrukcji powªokowych. W tych przykªadach testuje si¦ poprawno±¢
rozwini¦tych wcze±niej sformuªowa« teoretycznych i efektywno±¢ opracowanych
algorytmów i programów numerycznych. W szczególno±ci, badano mo»liwo±ci
unikni¦cia zjawiska blokady, redukcji lub eliminacji form paso»ytniczych, zbie»-
no±¢ rozwi¡za« numerycznych w zakresie liniowym i nieliniowym, wpªyw warto±ci
wspóªczynnika owini¦cia i metod stabilizacji na rozwi¡zania oraz zachowanie caª-
kowitej energii mechanicznej podczas ruchu powªoki w przestrzeni. W caªo±ci, te
obszerne wyniki bada« numerycznych ilustruj¡ ró»ne aspekty nieliniowej teorii
i analizy numerycznej regularnych i nieregularnych wielopªatowych konstrukcji
powªokowych.

Reasumuj¡c, opracowana monogra�a przedstawia oryginalny, caªo±ciowy po-
gl¡d na ogóln¡ teori¦ oraz analiz¦ statyczn¡ i dynamiczn¡ powªok regularnych
oraz nieregularnych wielopªatowych konstrukcji powªokowych w zakresie dowol-
nej deformacji.

Monogra�a zostaªa opracowana w ramach projektu badawczego Nr 7 T07A
021 12, �nansowanego przez Komitet Bada« Naukowych.

Gda«sk, wrzesie« 2003 r. Autorzy
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Cz¦±¢ I

Teoria powªok





Rozdziaª 1

Podstawowe równania ogólnej
mechaniki powªok

1.1. Podstawowe prawa i zale»no±ci mechaniki o±rodków ci¡gªych
1.1.1. Uwagi wst¦pne

Przyst¦puj¡c do omawiania dowolnej teorii �zycznej, nale»y przede wszystkim
wskaza¢ odpowiedni dla tej teorii aparat matematyczny.

Podstawowym aparatem matematycznym, wykorzystywanym w mechanice
o±rodków ci¡gªych i mechanice powªok, jest klasyczny rachunek wektorowy i ten-
sorowy, zapocz¡tkowany prac¡ Gibbs [1884]. Podstawy tego rachunku s¡ oma-
wiane niemal w ka»dej ksi¡»ce z zakresu mechaniki o±rodków ci¡gªych i nieliniowej
teorii spr¦»ysto±ci, np. Truesdell [1972], Wang i Truesdell [1973], �urie
[1980], Ogden [1984], Gurtin [1981], Billington [1986]. Czyni to zb¦dnym
szczegóªowe powtarzanie tutaj znanych de�nicji, twierdze« i operacji rachunku
wektorowego i tensorowego. W odpowiednich miejscach tej ksi¡»ki ograniczymy
si¦ do przypomnienia tylko tych poj¦¢ i operacji, które s¡ potrzebne do zrozu-
mienia u»ywanych sformuªowa« i dalszego wyprowadzania wzorów. Peªny kurs
algebry i analizy wektorów i tensorów zawieraj¡ monogra�e matematyczne, np.
Halmos [1958], Bowen i Wang [1976], Noll [1987], Simmonds [1997b].

W ksi¡»ce wykorzystujemy zarówno zapis absolutny pól wektorowych i ten-
sorowych, jak i ich zapis wska¹nikowy. Wektory oznacza¢ b¦dziemy maªymi lite-
rami póªgrubymi, np. a, u, ωωω, natomiast tensory póªgrubymi literami du»ymi,
np. T, U, Φ. Pod poj¦ciem tensor b¦dziemy konsekwentnie rozumieli odwzoro-
wanie liniowe, które wektorom przyporz¡dkowuje wektory. W przypadku zapisu
wska¹nikowego, indeksy skªadowych wektorów i tensorów w odpowiednich ba-
zach, oznaczane maªymi literami alfabetu ªaci«skiego i, j, k, l, ..., przebiegaj¡
ci¡g warto±ci 1, 2, 3, a indeksy oznaczane maªymi literami alfabetu greckiego
α, β, λ, µ, ... przebiegaj¡ ci¡g warto±ci 1, 2. Obowi¡zuje przy tym konwencja
sumacyjna � domy±lne sumowanie wzgl¦dem ka»dego wska¹nika wyst¦puj¡cego
w danym symbolu lub wyra»eniu raz u góry i raz u doªu.

Nie mo»na wªa±ciwie zrozumie¢ natury i specy�ki mechaniki powªok nie wni-
kaj¡c w podstawy mechaniki o±rodków ci¡gªych. Istniej¡ liczne opracowania, za-
równo w postaci ksi¡»kowej jak i obszernych artykuªów, które omawiaj¡ te pod-
stawy z ró»nych punktów widzenia i na ró»nym poziomie matematycznym. Ka»dy
czytelnik, pragn¡cy zapozna¢ si¦ gruntownie z podstawami mechaniki o±rodków
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ci¡gªych, znajdzie wi¦c z ªatwo±ci¡ odpowiadaj¡ce mu pozycje, np. Truesdell
i Toupin [1960], Truesdell i Noll [1965], Eringen [1967], Gurtin [1981],
Billington [1986], a w literaturze polskiej np. Perzyna [1966], Wo¹niak
[1985, 1992], Rymarz [1993], Ostrowska-Maciejewska [1994].

Celem tego podrozdziaªu jest jedynie krótkie omówienie podstawowych poj¦¢
i zestawienie podstawowych praw nieliniowej mechaniki o±rodka ci¡gªego, które
stanowi¡ punkt wyj±cia przy formuªowaniu nieliniowej mechaniki powªok wielo-
pªatowych w ramach przyj¦tej w tej ksi¡»ce koncepcji.

W du»ym uproszczeniu, formuªowanie ró»nych problemów w ramach mecha-
niki o±rodków ci¡gªych mo»na przedstawi¢ w postaci diagramu (rys. 1.1.1).

Rys. 1.1.1. Schemat formuªowania zagadnie« w ramach mechaniki o±rodków ci¡gªych.

Gdy mówimy o ruchu i deformacji ciaª odksztaªcalnych � trójwymiarowych,
dwuwymiarowych typu membran, pªyt i powªok lub jednowymiarowych typu be-
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lek i pr¦tów � oraz o prawach nimi rz¡dz¡cych, pozostajemy ci¡gle w ±wiecie
zjawisk czysto mechanicznych. Jednak nie wszystkie zjawiska w przyrodzie mo»na
opisa¢ i zrozumie¢ w ramach mechaniki. Na przykªad, zjawisko przepªywu cie-
pªa w ciaªach materialnych rz¡dzi si¦ prawami termodynamiki, niezale»nymi od
praw mechaniki, por. Truesdell [1984], Hanyga [1991], �ilhavy [1997]. In-
nym przykªadem s¡ przepªywy ªadunków elektrycznych i zjawiska magnetyczne
w ciaªach, opisywane prawami elektrodynamiki, np. Eringen i Maugin [1990].
W tej ksi¡»ce zajmowa¢ si¦ b¦dziemy wyª¡cznie modelowaniem zjawisk czysto
mechanicznych, pomijaj¡c wpªyw zjawisk cieplnych, elektrycznych, magnetycz-
nych itp. na ruch ciaªa.

1.1.2. Czasoprzestrze«
U podstaw mechaniki o±rodków ci¡gªych, a wªa±ciwie wszystkich teorii �zycz-

nych, le»y poj¦cie czasoprzestrzeni. Czasoprzestrze« jest matematycznie de�nio-
wana jako czterowymiarowa rozmaito±¢ ró»niczkowa W, której elementy nazywa
si¦ zdarzeniami. Wyposa»aj¡c W w dodatkowe struktury, otrzymuje si¦ ró»ne
czasoprzestrzenie, odpowiadaj¡ce ró»nym teoriom �zycznym.

W ramach klasycznej mechaniki o±rodków ci¡gªych, W jest rozumiana w sensie
czasoprzestrzeni Newtona, dla której istnieje odpowiednio proste odwzorowanie
W na E×T. Tutaj E ≡ E3 jest trójwymiarow¡ euklidesow¡ przestrzeni¡ punktow¡
(przestrzeni¡ �zyczn¡), a T ≡ E1 jednowymiarow¡ euklidesow¡ przestrzeni¡ punk-
tow¡ (czasem). Odwzorowanie ζ : W → E× T, które przyporz¡dkowuje w sposób
ci¡gªy i jednoznaczny ka»demu zdarzeniu e ∈ W par¦ uporz¡dkowan¡ (x, t), gdzie
x ∈ E i t ∈ T, ustala ukªad odniesienia w czasoprzestrzeni.

Przestrze« punktowa E jest izomor�czna z trójwymiarow¡ euklidesow¡ prze-
strzeni¡ wektorow¡ E ≡ E3, powstaj¡c¡ z E przez wyró»nienie dowolnego punktu
o ∈ E, a z kolei przestrze« wektorowa E jest izomor�czna z trójwymiarow¡ prze-
strzeni¡ liczb rzeczywistych R3, powstaj¡c¡ z E przez przyj¦cie bazy naturalnej,
zªo»onej z trójki ortonormalnych wektorów jednostkowych ei. Zauwa»my jednak,
»e w E »aden punkt nie jest wyró»niony, natomiast E posiada wyró»niony ele-
ment, mianowicie wektor zerowy o ∈ E. Z kolei, R3 ma dodatkowo wyró»nione
kierunki zwi¡zane z baz¡ naturaln¡ ei, podczas gdy »adna trójka liniowo niezale»-
nych wektorów w E nie jest naturalnie wyró»niona, rys. 1.1.2. Ukªadu odniesienia
nie nale»y wi¦c myli¢ z ukªadem wspóªrz¦dnych kartezja«skich xi ani te» innych
wspóªrz¦dnych krzywoliniowych.

W matematycznym sformuªowaniu mechaniki o±rodków ci¡gªych nie sam uk-
ªad odniesienia, lecz jedynie dopuszczalne zmiany ukªadu odniesienia s¡ istotne.
Je±li ζ ′ : W → E× T jest innym ukªadem odniesienia, to odwzorowanie

ζ ′ ◦ ζ−1 : E× T → E× T, (x, t) → (x′, t′), (1.1.1)

gdzie ◦ oznacza operacj¦ zªo»enia funkcji, opisuje zmian¦ ukªadu odniesienia.
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Rys. 1.1.2. Przestrzenie euklidesowe.

Spo±ród wszystkich zmian ukªadów odniesienia czasoprzestrze« Newtona wyró»-
nia te, które zachowuj¡ odlegªo±ci i odst¦py czasowe. Z podstawowego twierdzenia
geometrii wynika, »e najogólniejszymi odwzorowaniami speªniaj¡cymi te warunki
s¡ odwzorowania izometryczne

(x, t) → (x′, t′) =

{
x′ = c(t) + O(t)(x− o),

t′ = c + t,
(1.1.2)

gdzie c(t) jest zale»nym od czasu wektorem, c(t) ∈ E, O(t) jest zale»nym od czasu
tensorem ortogonalnym, O(t) ∈ O(E)1, a c jest staª¡ liczb¡ rzeczywist¡. Przypo-
mnijmy, »e tensor ortogonalny speªnia zale»no±ci OT = O−1, detO = ±1, gdzie
OT jest transpozycj¡, O−1 odwrotno±ci¡, a detO wyznacznikiem tensora O.

Szczególnym podzbiorem odwzorowa« postaci (1.1.2) s¡ odwzorowania

(x, t) → (x′, t′) =

{
x′ = c + vt + O(x− o),

t′ = c + t,
(1.1.3)

gdzie c i v s¡ staªymi (niezale»nymi od czasu) wektorami, natomiast O ∈ O(E)
jest staªym (niezale»nym od czasu) tensorem ortogonalym. Przeksztaªcenia po-
staci (1.1.3) tworz¡ tzw. grup¦ Galileusza. Zgodnie z zasad¡ wzgl¦dno±ci Galile-
usza, prawa mechaniki klasycznej maj¡ t¦ sam¡ posta¢ we wszystkich ukªadach
odniesienia zwi¡zanych odwzorowaniem (1.1.3), zwanych te» ukªadami inercjal-
nymi.

1.1.3. O±rodek ci¡gªy
Przedmiotem bada« mechaniki o±rodków ci¡gªych s¡ ciaªa materialne (ciaªa

staªe, ciecze i gazy), którym mo»na przypisa¢ struktur¦ ci¡gª¡. Mechanika o±rod-
ków ci¡gªych jest wi¦c teori¡ fenomenologiczn¡, zaniedbuj¡c¡ rzeczywist¡ cz¡-
steczkow¡ struktur¦ wewn¦trzn¡ ciaª materialnych.

W obr¦bie mechaniki klasycznej o±rodek ci¡gªy, nazywany ciaªem material-
nym lub po prostu ciaªem i niezmiennie oznaczany przez B, jest postrzegany

1Tutaj O(E) oznacza grup¦ tensorów ortogonalnych, zob. np. Rymarz [1993].
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Rys. 1.1.3. Ruch o±rodka ci¡gªego w przestrzeni �zycznej.

jako kontinuum cz¡stek materialnych, które w ka»dej chwili t wypeªniaj¡ w spo-
sób ci¡gªy pewien obszar B(t) przestrzeni �zycznej E. Obszar B(t) jest nazy-
wany chwilow¡ kon�guracj¡ ciaªa B. Mówimy, »e punkt y ∈ B(t) jest miejscem
chwilowo zajmowanym przez cz¡stk¦ materialn¡ X ciaªa B. W tym sensie, chwi-
lowa kon�guracja ciaªa jest po prostu obszarem B(t) w przestrzeni �zycznej,
maj¡cym specy�czne wªasno±ci �zyczne de�niowane oddzielnie dla ka»dej klasy
problemów. Natomiast ciaªo materialne B jest rozumiane jako jednoparametrowa
rodzina {B(t)} obszarów w przestrzeni �zycznej E. Wzgl¦dem ustalonego ukªadu
odniesienia (lub ustalonych wspóªrz¦dnych kartezja«skich w przestrzeni) typowy
punkt y w obszarze B(t) okre±la wektor pozycyjny ~y, który w ka»dej chwili t jest
odwzorowaniem obszaru B(t) w E.

Obszar B(t) i jego brzeg ∂B(t) musz¡ speªnia¢ pewne matematyczne wa-
runki regularno±ci. W wielu przypadkach wystarczy przyj¡¢, »e B(t) jest ob-
szarem regularnym (w sensie Kellogga) z brzegiem ∂B(t) kawaªkami gªadkim
(rys. 1.1.4). Do sformuªowania ogólnych praw mechaniki w postaci caªkowej wy-
starczaj¡ znacznie sªabsze zaªo»enia matematyczne (zob. Hanyga [1985]):

1. B(t) jest obszarem ograniczonym i regularnie otwartym, tzn. int(clB(t)) =
B(t)2.

2. Funkcja charakterystyczna obszaru B(t) jest mierzalna w sensie Borela.
3. Brzeg ∂B(t) obszaru B(t) jest ci¡gªy w sensie Lipschitza.
Zaªo»enia te zapewniaj¡, »e jednostkowy wektor zewn¦trznie normalny do

brzegu ∂B jest dobrze okre±lony prawie we wszystkich punktach y ∈ ∂B(t) (z wy-
j¡tkiem zbiorów miary zero w sensie miary H2), a caªka powierzchniowa po ∂B(t)
mo»e by¢ poprawnie zde�niowana. Tutaj i dalej H2 i L3 oznaczaj¡ odpowiednio,
dwuwymiarow¡ miar¦ Hausdor�a i trójwymiarow¡ miar¦ Lebesgue'a; wszystkie
caªki pojawiaj¡ce si¦ w dalszych rozwa»aniach nale»y rozumie¢ w sensie tych miar.

2Dla dowolnego podzbioru A ⊂ X przestrzeni topologicznej X, na przykªad E, clA oznacza
domkni¦cie, a intA wn¦trze tego zbioru.
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Rys. 1.1.4. Chwilowa kon�guracja o±rodka ci¡gªego.

1.1.4. Zasady mechaniki o±rodków ci¡gªych

Naszkicowane powy»ej poj¦cie ciaªa materialnego charakteryzuje jedynie jego
cechy geometryczno-kinematyczne. W mechanice o±rodków ci¡gªych ciaªo jest
traktowane jako ukªad dynamiczny. Zakªada si¦ wi¦c, »e ciaªo materialne ma
mas¦ oraz jest zdolne do przenoszenia oddziaªywa« mechanicznych, wyra»onych
przez ukªady siª3.

Mechanika o±rodków ci¡gªych formuªowana jest przez nast¦puj¡ce wielko±ci
�zyczne: M(P, t) � masa (skalar), P(P, t) � p¦d (wektor), F(P, t) � siªa (wektor),
M(P, t) � moment p¦du (kr¦t) (wektor osiowy) i T(P, t) � moment siª (wektor
osiowy). Te wielko±ci musz¡ by¢ okre±lone nie tylko dla caªego ciaªa B, ale rów-
nie» dla ka»dej cz¦±ci P ciaªa B (zwanej dalej podciaªem) i dla ka»dej chwili t
z dowolnego przedziaªu [t1, t2]. Te wielko±ci �zyczne s¡ obiektami pierwotnymi,
które nie s¡ de�niowalne przez inne wielko±ci �zyczne. Przyjmuje si¦ jedynie, »e
we wszystkich przypadkach szczególnych mamy o tych wielko±ciach pewn¡ wiedz¦
natury �zycznej.

Szereg szczególnych teorii opisywanych w ramach mechaniki o±rodków ci¡-
gªych ma wspóln¡ baz¦ w postaci trzech postulatów, nazywanych zasadami me-
chaniki. W ogólnym przypadku te postulaty gªosz¡, »e w inercjalnym ukªadzie
odniesienia wymienione powy»ej wielko±ci �zyczne musz¡ speªnia¢ nast¦puj¡ce,
globalne w przestrzeni i czasie, zasady zachowania:

zasada zachowania masy

[
M(P, t)

]t2

t1
= 0, (1.1.4)

3W przypadku bardziej ogólnych teorii �zycznych o±rodka ci¡gªego uwzgl¦dnia si¦ równie»,
»e ciaªo ma temperatur¦ i jest zdolne do przewodzenia ciepªa, »e ma energi¦ i entropi¦ oraz,
»e mo»e mie¢ ªadunek elektryczny i oddziaªywa¢ z polami elektromagnetycznymi. Jednak w tej
ksi¡»ce b¦dziemy zajmowali si¦ jedynie zagadnieniami czysto mechanicznymi.
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zasada zachowania p¦du

[
P(P, t)

]t2

t1
=

t2∫

t1

F(P, t) dt, (1.1.5)

zasada zachowania momentu p¦du (kr¦tu)

[
M(P, t)

]t2

t1
=

t2∫

t1

T(P, t) dt. (1.1.6)

W powy»szych postulatach [f(P, t)]t2t1 ≡ f(P, t2) − f(P, t1) dla dowolnej funkcji
f(P, t). Zasady zachowania (1.1.4)�(1.1.6) tworz¡ formaln¡ baz¦ mechaniki o±rod-
ków ci¡gªych.

Masa ciaªa jest rozumiana jako wªasno±¢ materii lub substancji, okre±laj¡ca
ilo±¢ materii w ciele. Wielko±¢ ta jest funkcj¡ struktury wewn¦trznej materiaªu.
Zakªada si¦, »e masa ka»dej cz¦±ci P ciaªa B jest dodatnim skalarem, M(P, t) > 0,
a prawo (1.1.4) orzeka, »e masa ciaªa i ka»dej jego cz¦±ci jest staªa, nie mo»e
si¦ zwi¦ksza¢ lub zanika¢ i jest niezmiennicza ze wzgl¦du na stan ruchu ciaªa.
W istocie, prawo zachowania masy nie jest prawem �zycznym, lecz raczej de�nicj¡
ciaªa jako zamkni¦tego ukªadu mechanicznego.

P¦d i moment p¦du s¡ podstawowymi miarami ruchu ciaªa, a prawa (1.1.5)
i (1.1.6) s¡ znane jako prawa Eulera mechaniki klasycznej. Orzekaj¡ one, »e
w inercjalnych ukªadach odniesienia zmiana p¦du P(P, t) i momentu p¦du
M(P, t) ka»dej cz¦±ci ciaªa w trakcie jego ruchu w przedziale czasu [t1, t2] s¡
równe, odpowiednio, caªkowitemu impulsowi siªy F(P, t) i caªkowitemu impul-
sowi momentu T(P, t), dziaªaj¡cymi na t¦ cz¦±¢ ciaªa w tym przedziale czasu.

1.1.5. Ruch o±rodka ci¡gªego
Ruch ciaªa mo»e by¢ zde�niowany jako sekwencja kon�guracji w przestrzeni

�zycznej. Jednoparametrow¡ rodzin¦ {B(t)} kon�guracji przestrzennych nazywa
si¦ wówczas ruchem ciaªa.

Ruch mo»e by¢ matematycznie opisany na wiele ró»nych sposobów. Do naj-
bardziej przydatnych nale»¡: (i) opis materialny, (ii) opis odniesienia, (iii) opis
przestrzenny, (iv) opis wzgl¦dny, (v) opis konwekcyjny. Wybór opisu ruchu wy-
nika z typu rozwa»anego problemu, ale w wielu przypadkach wybór ten nie jest
oczywisty. Zazwyczaj opis ruchu narzuca stopie« trudno±ci formuªowania równa«
dynamiki i równa« konstytutywnych zagadnienia.

W tej ksi¡»ce ograniczymy si¦ do wzgl¦dnego opisu ruchu ciaªa, formuªowanego
wzgl¦dem dowolnie ustalonej kon�guracji odniesienia B. Taka, dowolnie wyró»-
niona i niezale»na od czasu, kon�guracja sªu»y identy�kacji cz¡stek ciaªa, a jego
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Rys. 1.1.5. Opis ruchu ciaªa wzgl¦dem kon�guracji odniesienia.

ruch wzgl¦dem tej kon�guracji jest opisany przez odwzorowanie
χχχ : B × T → E, (x, t) → y = χχχ(x, t), (1.1.7)

gdzie y ∈ B(t) jest miejscem w przestrzeni zajmowanym w chwili t przez cz¡stk¦
materialn¡, która w kon�guracji odniesienia zajmowaªa miejsce x ∈ B. Tutaj T
oznacza przedziaª czasu, w którym rozwa»amy ruch ciaªa.

Obszar B ª¡cznie z brzegiem ∂B musz¡ speªnia¢ te same warunki regularno-
±ci jak ka»da kon�guracja przestrzenna B(t) ciaªa. Natomiast o odwzorowaniu χχχ

zakªada si¦, »e jest ono wzajemnie jednoznaczne i odpowiednio regularne. Dodat-
kowo zwykle zakªada si¦, »e χχχ jest odwzorowaniem ci¡gªym w sensie Lipschitza
wzgl¦dem obu argumentów. Takie zaªo»enie gwarantuje, »e y = χχχ(x, t) jest ró»-
niczkowalne dla prawie wszystkich x ∈ B i prawie wszystkich t ∈ T .

Oznaczaj¡c przez ~y(y, t) wektor wodz¡cy miejsca y ∈ B(t) i bior¡c pod uwag¦
(1.1.7), ruch ciaªa wzgl¦dem kon�guracji odniesienia mo»na równie» zapisa¢ w po-
staci ~y = ~y(x, t). Wówczas pole pr¦dko±ci ciaªa jest okre±lone przez pochodn¡
~y = ~y(x, t) wzgl¦dem czasu przy ustalonym x:

v(x, t) = ~̇y(x, t) ≡ d
dt

~y(x, t)
∣∣∣
x=const

. (1.1.8)

Opis ruchu ciaªa przez odwzorowanie χχχ lub wektor wodz¡cy ~y s¡, oczywi±cie,
caªkowicie równowa»ne, a przy ustalonym ukªadzie odniesienia w przestrzeni �-
zycznej mo»na je uto»samia¢. Zauwa»my jednak, »e przeciwdziedzin¡ odwzorowa-
nia χχχ jest przestrze« punktowa E, a odwzorowania ~y � przestrze« wektorowa E.
Przyj¦te tutaj rozró»nienie pomi¦dzy punktami przestrzeni E i ich wektorami
wodz¡cymi uªatwi przejrzyste formuªowanie mechaniki powªok.

1.1.6. Klasyczna mechanika o±rodków ci¡gªych
Wmechanice o±rodków ci¡gªych przyjmuje si¦, »e masa jest funkcj¡ absolutnie

ci¡gª¡ wzgl¦dem miary obj¦to±ci (miary L2). Przy tym zaªo»eniu istnieje g¦sto±¢
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masy ρ0(x), mierzona na jednostk¦ obj¦to±ci kon�guracji odniesienia B, a masa
ka»dej cz¦±ci P ciaªa B wynosi

M(P, t) =
∫∫∫

P

ρ0 dv, (1.1.9)

gdzie P ⊂ B jest obszarem zajmowanym przez P w kon�guracji odniesienia.

Rys. 1.1.6. G¦sto±¢ p¦du i momentu p¦du ciaªa.

G¦sto±¢ p¦du ciaªa jest zwykle de�niowana jako iloczyn g¦sto±ci masy ρ0(x)
i pr¦dko±ci v(x, t), z jak¡ ciaªo przemieszcza si¦ w przestrzeni �zycznej. Natomiast
kr¦t ciaªa de�niuje si¦ jako moment p¦du. Tak wi¦c, p¦d i moment p¦du dla
ka»dego P przyjmuje si¦ w postaci

P(P, t) =
∫∫∫

P

ρ0v dv, M(P, t) =
∫∫∫

P

ρ0~y × v dv. (1.1.10)

Jednak, z punktu widzenia ogólniejszych teorii �zycznych, tak okre±lone postacie
p¦du i momentu p¦du powinny by¢ traktowane jako pewien rodzaj zale»no±ci
konstytutywnych. Ten fakt odgrywa istotn¡ rol¦ przy formuªowaniu mechaniki
powªok.

Na ka»d¡ cz¦±¢ P ciaªa B dziaªaj¡ siªy zewn¦trzne i wewn¦trzne. Siªy ze-
wn¦trzne to siªy masowe (lub obj¦to±ciowe), których warto±ci s¡ zazwyczaj pro-
porcjonalne do masy (obj¦to±ci) cz¦±ci P ciaªa B, oraz siªy powierzchniowe, przy-
ªo»one bezpo±rednio do brzegu ∂B. Siªy wewn¦trzne pochodz¡ od oddziaªywa«
krótkiego zasi¦gu miedzy cz¡stkami ciaªa. W mechanice o±rodków ci¡gªych takie
oddziaªywania uwzgl¦dnia si¦ w postaci wektorów napr¦»e« wewn¦trznych, które
s¡ siªami dziaªaj¡cymi na powierzchniach ∂P wewn¡trz ciaªa B.

W opisie odniesienia wektor g¦sto±ci siª masowych (obj¦to±ciowych) ozna-
cza¢ b¦dziemy przez f(x, t), a wektor g¦sto±ci siª kontaktowych przez tn(x, t),
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Rys. 1.1.7. Siªy dziaªaj¡ce na dowolne podciaªo.

rys. 1.1.7. B¦dziemy równie» zakªadali, »e na cz¦±ci ∂Bf brzegu ∂B zadany jest
wektor siª powierzchniowych t∗(x, t), rys. 1.1.8.

Rys. 1.1.8. Zewn¦trzne siªy brzegowe dziaªaj¡ce na ciaªo.

Je±li wi¦c brzeg ∂P obszaru, zajmowanego przez rozwa»an¡ cze±¢ ciaªa w usta-
lonej kon�guracji odniesienia, ma cz¦±¢ wspóln¡ z brzegiem ∂Bf obszaru ciaªa,
to caªkowita siªa i caªkowity moment dziaªaj¡ce na P dane s¡ nast¦puj¡cymi
zale»no±ciami:

F(P, t) =
∫∫∫

P

f dv +
∫∫

∂P\∂Bf

tn da +
∫∫

∂P∩∂Bf

t∗ da,

(1.1.11)
T(P, t) =

∫∫∫

P

~y × f dv +
∫∫

∂P\∂Bf

~y × tn da +
∫∫

∂P∩∂Bf

~y × t∗ da.
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Podstawiaj¡c (1.1.9)�(1.1.11) do (1.1.4)�(1.1.6), otrzymamy zasady mechaniki
wyra»one przez pola okre±lone na kon�guracji odniesienia ciaªa.

Przypomnijmy, »e pierwotne wielko±ci �zyczne, wyst¦puj¡ce w prawach me-
chaniki (1.1.4)�(1.1.6), odnosz¡ si¦ do samego ciaªa i jego cz¦±ci, a nie do obszarów
w przestrzeni �zycznej. Dlatego mo»na je równie» wyrazi¢ przez pola okre±lone
na kon�guracji aktualnej ciaªa, to znaczy na obszarze B(t), lub na dowolnej innej
kon�guracji.

1.1.7. Postulat i twierdzenie Cauchy'ego

W mechanice o±rodków ci¡gªych wa»n¡ rol¦ odgrywa wektor siª kontaktowych
tn(x, t), który w opisie odniesienia wyra»a oddziaªywanie jednej cz¦±ci ciaªa na
drug¡ przez wspóln¡ powierzchni¦ kontaktu. Zgodnie z fundamentalnym postu-
latem Cauchy'ego, wektor tn(x, t) w dowolnym punkcie x ∈ ∂P zale»y od po-
wierzchni ∂P jedynie poprzez jednostkowy wektor n(x), normalny do ∂P .

Rys. 1.1.9. Postulat Cauchy'ego.

Wówczas dowodzi si¦, przy pewnych zaªo»eniach o ci¡gªo±ci, istnienia tensora
napr¦»e« T(x, t) takiego, »e

tn(x, t) = T(x, t)n(x). (1.1.12)

Tensor T(x, t) jest nazywany pierwszym tensorem napr¦»e« Pioli�Kirchho�a,
rys. 1.1.9.

Wykorzystuj¡c twierdzenie (1.1.12) oraz wprowadzaj¡c pewne zaªo»enia o ci¡-
gªo±ci i ró»niczkowalno±ci wszystkich pól wyst¦puj¡cych w zasadach mechaniki
o±rodka ci¡gªego, mo»na otrzyma¢ ich lokalne postacie, por. p. 2.1.2.
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1.2. Podstawowe koncepcje mechaniki powªok

1.2.1. Podej±cia stosowane w teorii powªok
Wielko±ci kinematyczne i dynamiczne ciaª materialnych, b¦d¡ce przedmiotem

bada« mechaniki o±rodków ci¡gªych, s¡ reprezentowane przez pola skalarne, wek-
torowe i tensorowe okre±lone na kon�guracjach przestrzennych ciaªa, czyli pew-
nych obszarach trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Pola te s¡ wi¦c funk-
cjami trzech zmiennych przestrzennych i czasu.

Je±li rozwa»ane ciaªo ma szczególne wªasno±ci geometryczne, to jego kinema-
tyk¦ i dynamik¦ mo»na opisa¢ przez pola okre±lone wyª¡cznie na pewnej wyró»-
nionej powierzchni. Mechanika powªok jest wªa±nie teori¡ formuªowan¡ w taki
sposób. Zalety takiej szczególnej teorii s¡ oczywiste: wszystkie pola wyst¦puj¡ce
w mechanice powªok zale»¡ jedynie od dwóch zmiennych przestrzennych i czasu.
W wielu przypadkach umo»liwia to w ogóle analiz¦ zadania, rozwi¡zanie anali-
tyczne którego jako zadania trójwymiarowego nie byªoby mo»liwe.

W teorii powªok wyró»nia si¦ dwa gªówne podej±cia (rys. 1.2.1). Pierwsze po-
dej±cie, nazywane bezpo±rednim, zapocz¡tkowane przez braci Cosserat [1908,
1909], zostaªo rozwini¦te m.in. w pracach: Almansi [1932], Ericksen i Trues-
dell [1957], Cohen i DaSilva [1966], Green, Laws i Naghdi [1968], Green
i Naghdi [1974], Gurtin i Murdoch [1975], Murdoch i Cohen [1979], Fer-
rarese [1979], �ilin [1982], Cohen i Wang [1989] oraz podsumowane w Na-
ghdi [1972], Kajuk [1987], Szkutin [1988], Altenbach i �ilin [1988], Zubov
[1997], Rubin [2000], gdzie podana jest obszerna bibliogra�a. To podej±cie polega
na traktowaniu powªoki jako dwuwymiarowego kontinuum materialnego wyposa-
»onego w pewne wªasno±ci kinematyczne i dynamiczne, a caª¡ teori¦ buduje si¦
caªkowicie niezale»nie od mechaniki trójwymiarowego o±rodka ci¡gªego.

W drugim podej±ciu, nazywanym wyprowadzanym, powªoka jest traktowana
jako ciaªo trójwymiarowe o pewnej szczególnej geometrii ksztaªtu. Nast¦pnie

Rys. 1.2.1. Podej±cia stosowane przy formuªowaniu mechaniki powªok.
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teori¦ trójwymiarow¡ takiego ciaªa redukuje si¦ w �rozs¡dny� sposób do teorii
dwuwymiarowej, w której wszystkie pola opisane s¡ ju» na pewnej powierzchni
podstawowej powªoki. Taka redukcja wymiaru po grubo±ci mo»e by¢ wykonana
w ró»ny sposób. Najcz¦±ciej do opisu deformacji i stanu napr¦»enia po grubo±ci
powªoki wprowadza si¦ ró»ne wi¦zy, por. np. prace Love [1889, 1927], Musz-
tari i Galimow [1957], Koiter [1960], Wo¹niak [1966], Pietraszkiewicz
[1971, 1979a, 1980a, 1989], Galimow [1977], Zubow [1982], Czernych [1983,
1986], Ba³ar iKrätzig [1985], Simo i Fox [1989], Schieck, Pietraszkiewicz
i Stumpf [1992], Nowo»yªow, Czernych i Michajªowskij [1991], Valid
[1981, 1995], Krätzig [1993], Czernych i Kabric [2002]. Nieznane reakcje
tych wi¦zów s¡ najcz¦±ciej pomijane milczeniem. W niektórych pracach s¡ one
jednak uwzgl¦dniane w jawny sposób, a mo»liwo±¢ i skutki ewentualnego pomi-
ni¦cia ich wpªywu s¡ analizowane, por. np. Wo¹niak i Kleiber [1982], Kle-
iber i Wo¹niak [1991], Antman [1995]. U»ywana jest te» metoda rozwini¦cia
pól trójwymiarowych po grubo±ci, np. Kil'czewskij [1963], Krätzig [1971],
Naghdi [1972], Ambarcumian [1974], Librescu [1975], Hammel [1978], Nie-
misz i Choma [1991]. W przypadku materiaªu liniowo spr¦»ystego, efektywne s¡
równie» metody asymptotyczne, np. Gol'denwejzer [1976], Berdiczewskij
[1980, 1983], Ciarlet [2000].

Podej±cie bezpo±rednie do formuªowania mechaniki powªok jest szczególnie
atrakcyjne z matematycznego punktu widzenia, a poprawno±¢ tak sformuªowanej
teorii mo»na zwery�kowa¢ jedynie na drodze do±wiadczalnej. Natomiast podej±cie
wyprowadzane nawi¡zuje od samego pocz¡tku do trójwymiarowego opisu powªoki
i w tym sensie mo»e wydawa¢ si¦ bardziej przekonywuj¡ce z in»ynierskiego punktu
widzenia. Oba powy»sze podej±cia maj¡ ten sam cel � zbudowanie kompletnej
teorii powªok � i cz¦sto prowadz¡ do podstawowych równa«, których formalna
posta¢ jest identyczna. Jednak, jak to zauwa»yli Ericksen i Truesdell [1957],
podobne wielko±ci �zyczne, pojawiaj¡ce si¦ w równaniach podstawowych obu
podej±¢, s¡ de�niowane w ró»ny sposób, a tym samym maj¡ ró»ny sens �zyczny.
Dlatego porównywanie teorii powªok formuªowanych na podstawie tych dwóch
ró»nych podej±¢ jest raczej trudne (rys. 1.2.1).

1.2.2. Podej±cie przyj¦te w tej ksi¡»ce
Podej±cie przyj¦te w tej ksi¡»ce nale»y uzna¢ raczej za podej±cie mieszane.

Zostaªo ono zapocz¡tkowane przez Reissner [1974, 1982] i Simmonds [1984a,
1997a], rozwini¦te m.in. w pracach Libai i Simmonds [1983, 1998], Makowski
i Stumpf [1990, 1994], Chró±cielewski, Makowski i Stumpf [1992, 1997],
oraz rozszerzone na zagadnienia dynamiki w Chró±cielewski, Makowski
i Pietraszkiewicz [2000, 2002], Lubowiecka [2001], Lubowiecka i Chró-
±cielewski [2002], Makowski i Pietraszkiewicz [2002].

Traktuj¡c powªok¦ jako ciaªo materialne w sensie mechaniki o±rodków ci¡-
gªych, schemat post¦powania w ramach przyj¦tego tu podej±cia naszkicowano na
rys. 1.2.2.
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Rys. 1.2.2. Schemat formuªowania mechaniki powªok.

Zgodnie z zamieszczonym schematem, w podej±ciu mieszanym zasady mecha-
niki dla powªok formuªowane s¡ w sposób ±cisªy, przez bezpo±rednie przedsta-
wienie ogólnych zasad mechaniki o±rodków ci¡gªych na powierzchni podstawowej
powªoki. Formuªowane w ten sposób globalne zasady mechaniki powªok wyra-
»one s¡ przez wypadkowe pola siª i momentów przekrojowych, okre±lone ju» na
powierzchni podstawowej powªoki i uzyskane przez ±cisªe scaªkowanie po grubo-
±ci powªoki odpowiednich pól trójwymiarowych. Z tych powierzchniowych zasad
globalnych wynikaj¡ nast¦pnie lokalne równania ruchu oraz dynamiczne warunki
brzegowe i warunki ci¡gªo±ci na krzywych osobliwych.

W kolejnych krokach post¦powania, z lokalnych postaci zasad mechaniki po-
wªok formuªuje si¦ to»samo±¢ caªkow¡, której w szczególno±ci mo»na nada¢ sens
�zyczny powierzchniowej zasady pracy wirtualnej. Przyporz¡dkowuje ona wy-
padkowym wielko±ciom dynamicznym odpowiadaj¡ce im energetycznie, w sensie
pracy wirtualnej, powierzchniowe wielko±ci kinematyczne. Te pola maj¡ sens �-
zyczny u±rednionych energetycznie po grubo±ci wirtualnych przesuni¦¢ i obrotów
oraz wirtualnych odksztaªce« i zgi¦¢, które s¡ okre±lone tylko na powierzchni
podstawowej powªoki.
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Z tych wirtualnych pól kinematycznych formuªuje si¦ nast¦pnie odpowiada-
j¡ce im powierzchniowe pola caªkowitych przesuni¦¢ i obrotów, opisuj¡ce lokalne
przemieszczenie powªoki, oraz pola caªkowitych odksztaªce« i zgi¦¢, opisuj¡ce
lokalny stan deformacji w powªoce. Te miary przemieszcze« i deformacji w po-
wªoce formuªowane s¡ jako wielko±ci powierzchniowe, nie maj¡ce bezpo±redniego
odniesienia do trójwymiarowych pól przemieszcze« i odksztaªce« w powªoce trak-
towanej jako ciaªo trójwymiarowe. Taka energetycznie okre±lona, dwuwymiarowa
kinematyka powªoki wynika w sposób jednoznaczny ze ±cisªych równa« dynamiki
powªok i dynamicznych warunków ubocznych oraz nie zawiera »adnych uprosz-
cze«.

Nast¦pnie formuªowane s¡ równania konstytutywne, wi¡»¡ce wprowadzone
powierzchniowe pola dynamiczne i kinematyczne. Równania konstytutywne me-
chaniki powªok s¡ relacjami �zycznymi, opartymi na badaniach eksperymen-
talnych, które zawsze s¡ obarczone pewnym bª¦dem, podobnie jak i równania
konstytutywne mechaniki o±rodka ci¡gªego. Równania konstytutywne zamykaj¡
ukªad zale»no±ci mechaniki powªok i umo»liwiaj¡ formuªowanie ró»nych zagad-
nie« pocz¡tkowo-brzegowych, które s¡ nast¦pnie podstaw¡ analizy zada« szcze-
góªowych.

Jak wynika z powy»szego opisu, zastosowane w tej ksi¡»ce podej±cie do for-
muªowania nieliniowej mechaniki powªok nie jest ani czysto wyprowadzanym,
ani czysto bezpo±rednim i zawiera elementy obu tych gªównych post¦powa«. Tak
zbudowana nieliniowa mechanika powªok jest dynamicznie i kinematycznie ±ci-
sªym odpowiednikiem dwuwymiarowym analogicznych zale»no±ci trójwymiaro-
wych mechaniki o±rodka ci¡gªego.

W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu omawiamy bardziej szczegóªowo poszczególne
kroki tego schematu post¦powania.

1.2.3. Regularne ciaªo materialne typu powªoka
Powªok¡ nazywa si¦ zwykle trójwymiarowe ciaªo materialne, którego jeden

wymiar przestrzenny jest du»o mniejszy od dwóch pozostaªych. Tym charak-
terystycznym wymiarem jest grubo±¢ powªoki. Jednak sama wielko±¢ grubo±ci
powªoki nie jest najwa»niejszym czynnikiem przy formuªowaniu dynamicznie i ki-
nematycznie ±cisªej teorii powªok wedªug schematu z rys. 1.2.2.

W literaturze po±wieconej teorii powªok najcz¦±ciej rozwa»a si¦ regularne kon-
strukcje powªokowe, które mo»na modelowa¢ matematycznie przy pomocy gªad-
kiej powierzchni geometrycznej. Jednak ju» najprostsze przykªady rzeczywistych
konstrukcji powªokowych, naszkicowane na rys. 1.2.3 i rys. 1.2.4, wykluczaj¡ mo»-
liwo±¢ ich modelowania pojedyncz¡ powierzchni¡ geometryczn¡.

Ogólnie mówi¡c, ciaªo typu powªoka (powªokopodobne) mo»na okre±li¢ przez
trzy podstawowe cechy identy�kuj¡ce: powierzchni¦ podstawow¡, grubo±¢ i brzeg.
Cechy te wypªywaj¡ ze specy�cznej geometrii ksztaªtu konstrukcji nazywanych
potocznie powªokami.
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Rys. 1.2.3. Szkic rzeczywistej konstrukcji powªokowej.

Rys. 1.2.4. Inny przykªad rzeczywistej konstrukcji powªokowej.

Rozwa»my dowolnie ustalon¡ kon�guracj¦ odniesienia B pewnego ciaªa ma-
terialnego. Zakªadamy przy tym, »e B jest obszarem regularnym w sensie wyma-
ganym w mechanice o±rodków ci¡gªych. Ciaªo materialne, którego kon�guracj¡
odniesienia jest obszar B, nazywa¢ b¦dziemy powªok¡, je±li speªnione s¡ pewne
warunki, które sukcesywnie postaramy si¦ precyzowa¢.

Dla trójwymiarowego ciaªa powªokopodobnego przyjmuje si¦, »e brzeg ∂B
obszaru B jest sum¡ trzech cz¦±ci: powierzchni górnej M+, powierzchni dolnej
M− i powierzchni bocznej ∂B′. Obszar B speªniaj¡cy ten warunek pokazano na
rys. 1.2.5. Zakªadamy, »e powierzchnie dolna i górna powªoki nie maj¡ punktów
wspólnych. Przyj¦te zaªo»enia mo»na zapisa¢ w postaci

∂B = M+ ∪M− ∪ ∂B′ M+ ∩M− = ∅. (1.2.1)

W przypadku powªok zamkni¦tych powierzchnia boczna jest zbiorem pustym.
Dodatkowo zakªada¢ b¦dziemy, »e:
1) powierzchnie M± powªoki s¡ powierzchniami, w sensie de�nicji matema-

tycznej, kawaªkami gªadkimi i spójnymi;
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2) powierzchnia boczna powªoki ∂B′ jest równie» kawaªkami gªadka, ale nie-
koniecznie spójna, tzn. ∂B′ mo»e skªada¢ si¦ z pewnej liczby kawaªkami
gªadkich i spójnych powierzchni.

Rys. 1.2.5. Kon�guracja odniesienia ciaªa typu powªoka.

Przykªad obszaru naszkicowanego na rys. 1.2.5 speªnia wszystkie powy»sze wa-
runki. Warunki te s¡ równie» speªnione w przypadku naszkicowanym na rys. 1.2.6.
Natomiast z punktu widzenia formuªowania samej teorii powªok s¡ to dwa bardzo
ró»ne przykªady. Do problemu tego b¦dziemy wielokrotnie powracali w dalszych
rozwa»aniach.

Rys. 1.2.6. Kon�guracja odniesienia ciaªa typu powªoka.

1.2.4. Powierzchnia podstawowa w kon�guracji odniesienia powªoki
Powierzchni¡ podstawow¡ M powªoki w ustalonej kon�guracji odniesienia,

na której b¦d¡ formuªowane wszystkie zale»no±ci nieliniowej mechaniki powªok,
mo»e by¢ dowolnie wyró»niona powierzchnia zawarta mi¦dzy M− a M+.

Wybór powierzchni podstawowej jest podyktowany gªównie typem zagadnie-
nia, które ma by¢ analizowane. W przypadku powªok jednorodnych, cienkich,
o staªej lub wolno zmiennej grubo±ci powierzchnia M jest zwykle wybierana jako
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powierzchnia ±rodkowa obszaru B. W przypadku powªok niejednorodnych (np.
warstwowych, zbrojonych, wykonanych jako mieszaniny kilku skªadników), cechu-
j¡cych si¦ mikrostruktur¡, znaczn¡ lub znacz¡co zmienn¡ grubo±ci¡, w zagadnie-
niach du»ych odksztaªce« lub problemach kontaktowych wygodniejsz¡ w u»yciu
mo»e okaza¢ si¦ powierzchnia wa»ona wedªug rozkªadu masy po grubo±ci, lub inna
rozs¡dnie okre±lona powierzchnia, w tym równie» powierzchnie M− lub M+.

Najprostsz¡ klas¡ powªok s¡ powªoki regularne. Oznacza to, »e powierzchni¡
podstawow¡ powªoki regularnej jest regularna (równie» wielospójna) powierzch-
nia geometryczna M , co najmniej klasy C1, a jej brzeg ∂M jest sko«czon¡ sum¡
krzywych zamkni¦tych. Ka»da taka krzywa brzegowa jest odcinkami klasy C1

i nie zawiera punktów osobliwych typu �szpicy�. W przypadku powªok zamkni¦-
tych brzeg powierzchni podstawowej jest zbiorem pustym. Zakªadaj¡c dodatkowo,
»e M jest powierzchni¡ zorientowan¡, jednostkowy wektor normalny do M b¦-
dziemy oznacza¢ przez n .

Rys. 1.2.7. Wielospójna powierzchnia gªadka.

Zaªo»enie, »e M jest powierzchni¡ klasy C1, w wielu zagadnieniach mecha-
niki powªok jest zarówno zbyt silne jak i niepo»¡dane, a nawet niepotrzebne.
W dalszym ci¡gu b¦dziemy jedynie zakªadali, »e M jest powierzchni¡ lokalnie
ci¡gª¡ w sensie Lipschitza. Zaªo»enie to gwarantuje, »e wektor wodz¡cy ~x = ~x (x )
jako odwzorowanie ~x : M → E jest ró»niczkowalny prawie wsz¦dzie na M i ma
przedªu»enie tej samej klasy na domkniecie clM = M ∪ ∂M . Ró»niczkowalno±¢
prawie wsz¦dzie oznacza istnienie powierzchniowego gradientu4 ∆

~x (x ) wektora
wodz¡cego we wszystkich punktach x ∈ M , z wyj¡tkiem zbioru punktów po-
wierzchni M , których miara powierzchniowa jest równa zeru.

Przykªadem powierzchni ci¡gªych w sensie Lipschitza s¡ powierzchnie kawaª-
kami regularne (rys. 1.2.8). Powierzchni¦ M ⊂ E w przestrzeni euklidesowej

4De�nicje operatorów ró»niczkowych na powierzchni oraz ich wªasno±ci s¡ omawiane
w p. 1.4.3.
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nazywamy kawaªkami regularn¡, je±li skªada si¦ ona ze sko«czonej liczby pªatów
regularnych M (k), k = 1, 2, ..., n,

M =
n⋃

k=1

(
M (k) ∪ ∂M (k)

)
, (1.2.2)

o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:
1. Ka»dy pªat M (k) jest ograniczon¡, spójn¡ (równie» wielospójn¡) i gªadk¡

powierzchni¡ klasy Cm, m ≥ 1, której brzeg ∂M (k) skªada si¦ ze sko«czonej
liczby gªadkich krzywych Jordana, zorientowanych zgodnie z M (k) i nie
zawieraj¡cych punktów osobliwych typu �szpicy�.

2. �adne dwa pªaty M (k) nie maj¡ wspólnych punktów wewn¦trznych.
3. Dwa pªaty M (k) i M (l) mog¡ mie¢ co najwy»ej kawaªkami gªadk¡ krzyw¡

Γ (k,l), jako wspóln¡ cz¦±¢ brzegów

Γ (k,l) = ∂M (k) ∩ ∂M (l), k 6= l. (1.2.3)

4. Dwie krzywe Γ (k,l) mog¡ mie¢ co najwy»ej jeden wspólny punkt.

Rys. 1.2.8. Kawaªkami gªadka kon�guracja odniesienia powierzchni podstawowej powªoki.

Sum¦ mnogo±ciow¡ wszystkich krzywych zde�niowanych przez (1.2.3), b¦-
d¡cych wspólnymi cz¦±ciami brzegów dwóch s¡siednich pªatów regularnych po-
wierzchni, oznacza¢ b¦dziemy przez Γ i nazywa¢ zbiorem kraw¦dzi (krzyw¡ oso-
bliw¡) powierzchni kawaªkami gªadkiej.

1.2.5. Opis kon�guracji odniesienia ciaªa typu powªoka
Obszar B zajmowany przez ciaªo typu powªoka w ustalonej kon�guracji od-

niesienia mo»emy wyobrazi¢ sobie jako jednoparametrow¡ rodzin¦ powierzchni
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M(ξ), gdzie ξ jest wspóªrz¦dn¡ po grubo±ci powªoki. Przyjmuj¡c, »e powierzch-
nia podstawowa M w kon�guracji odniesienia jest dowolnie umiejscowiona w ob-
szarze B, wektor wodz¡cy ~x = ~x(x) typowego punktu x ∈ B mo»na zapisa¢
w postaci

~x(x) = ~x(x , ξ), ξ ∈ [−h−0 (x ), +h+
0 (x )], (1.2.4)

gdzie x ∈ M , natomiast h±0 (x ) ≥ 0 s¡ nieujemnymi funkcjami speªniaj¡cymi
warunek

h0(x ) ≡ h−0 (x ) + h+
0 (x ) > 0. (1.2.5)

Zde�niowana w ten sposób funkcja h0(x ) okre±la grubo±¢ powªoki w kon�guracji
odniesienia.

Rys. 1.2.9. Kon�guracja odniesienia ciaªa typu powªoka.

Wektory wodz¡ce powierzchni granicznych maj¡ posta¢

~x±(x ) = ~x(x ,±h±0 (x )), (1.2.6)

natomiast powierzchnia boczna jest opisana wektorem wodz¡cym

~x(x) = ~x(x , ξ), (1.2.7)

gdzie punkty x ∈ ∂M = M ∩ ∂B′ mog¡ by¢ okre±lone równie» parametrem
dªugo±ci ªuku s wzdªu» brzegu ∂M , x = x (s). Wektor wodz¡cy (1.2.7) jest wi¦c
funkcj¡ dwóch zmiennych: s i ξ.

W wielu przypadkach wektor wodz¡cy (1.2.4) mo»na przyj¡¢ w postaci (patrz
rys. 1.2.10)

~x(x , ξ) = ~x (x ) + ξt0(x ), ξ ∈ [−h−0 (x ), +h+
0 (x )], (1.2.8)

gdzie t0(x ) jest polem wektorów jednostkowych, de�niuj¡cym pierwotnie prosto-
kre±lne przekroje poprzeczne powªoki i jej brzegu ∂B′. Dlatego t0(x ) nie mo»e
by¢ polem stycznym do M .
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Rys. 1.2.10. Kon�guracja odniesienia ciaªa typu powªoka przy zaªo»eniu (1.2.8).

Najcz¦±ciej t0(x ) jest przyjmowane jako pole prostopadªe do M , gdy» w zde-
cydowanej wi¦kszo±ci zada« in»ynierskich powierzchnia brzegowa ∂B′ jest nie
tylko prostokre±lna, lecz równie» ortogonalna do M wzdªu» ∂M . Okre±lenie pola
t0(x ), jako niekoniecznie jednostkowego i prostopadªego do M , wprowadziªWo¹-
niak [1966], co mo»e by¢ wygodne przy analizie powªok zaªamanych, por. Chró-
±cielewski [1996], Chró±cielewski, Makowski i Stumpf [1997]. Pole wek-
torów t0(x ) mo»e by¢ okre±lone w sposób ci¡gªy na caªej kawaªkami gªadkiej
powierzchni M , wª¡czaj¡c w to kraw¦dzie i wierzchoªki.

Zauwa»my, »e je±li nawet kon�guracj¦ odniesienia powªoki mo»na opisa¢ zale»-
no±ci¡ (1.2.8), to taki prostokre±lny opis kon�guracji aktualnej tej samej powªoki
nie jest ju» na ogóª mo»liwy (rys. 1.2.11).

Rys. 1.2.11. Kon�guracja aktualna ciaªa typu powªoka.

1.3. Caªkowe zasady mechaniki powªok
1.3.1. Ogólna posta¢ przekrojowych zasad mechaniki powªok

Zgodnie z koncepcj¡ przyj¦t¡ w poprzednim podrozdziale, poni»ej formuªu-
jemy zasady mechaniki dla powªok w taki sposób, aby byªy one ±cisª¡ implikacj¡
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trójwymiarowych zasad mechaniki o±rodka ci¡gªego. Takie zasady mechaniki po-
wªok mo»na formalnie sformuªowa¢ w sposób nast¦puj¡cy:

Oznaczmy przez S reprezentuj¡ce powªok¦ dwuwymiarowe kontinuum, a przez
P t¦ jego cz¦±¢, która odpowiada cz¦±ci P ciaªa B. Wtedy dla ka»dej wielko±ci
dynamicznej, wyst¦puj¡cej w zasadach mechaniki (1.1.4)�(1.1.6), odpowiedni¡
wielko±¢ w teorii powªok de�niuje si¦ nast¦puj¡co:

m(P, t) ≡ M(P, t),

p(P, t) ≡ P(P, t), f(P, t) ≡ F(P, t),

m(P, t) ≡ M(P, t), t(P, t) ≡ T(P, t).

(1.3.1)

Te formalne de�nicje mówi¡ nam, »e ka»dej wielko±ci dynamicznej, przypisa-
nej dowolnej cz¦±ci P ciaªa trójwymiarowego B, odpowiada jednoznacznie wiel-
ko±¢ dynamiczna, przypisana cz¦±ci P powªoki S, oraz »e wielko±ci te s¡ liczbowo
sobie równe. Zasadnicza ró»nica mi¦dzy wielko±ciami wyst¦puj¡cymi po obu stro-
nach (1.3.1) polega na tym, »e wielko±ci trójwymiarowe po prawej stronie równa«
(1.3.1) s¡ okre±lone na cz¦±ci P ciaªa B, natomiast wielko±ci sprowadzone po le-
wej stronie równa« (1.3.1) s¡ okre±lone na odpowiedniej cz¦±ci P powªoki S,
rozumianej jako dwuwymiarowe kontinuum.

Wykorzystuj¡c formalne de�nicje (1.3.1), zasady mechaniki (1.1.4)�(1.1.6)
przepisane dla powªok przyjmuj¡ posta¢:

Zasada zachowania masy : ka»da cz¦±¢ P powªoki ma mas¦ m(P, t), która jest
wielko±ci¡ niezmiennicz¡ wzgl¦dem ruchu,

[m(P, t)]t2t1 = 0. (1.3.2)

Zasada zachowania p¦du: istnieje inercjalny ukªad odniesienia, w którym zmia-
na p¦du p(P, t) cz¦±ci P powªoki w trakcie jej ruchu w przedziale czasu [t1, t2]
jest równa caªkowitemu impulsowi siªy f(P, t), dziaªaj¡cej na P w rozwa»anym
przedziale czasu,

[p(P, t)]t2t1 =

t2∫

t1

f(P, t) dt. (1.3.3)

Zasada zachowania momentu p¦du (kr¦tu): istnieje inercjalny ukªad odniesie-
nia, w którym zmiana momentu p¦du (kr¦tu) m(P, t) cz¦±ci P powªoki w trakcie
jej ruchu w przedziale czasu [t1, t2] jest równa caªkowitemu impulsowi momentu
t(P, t), dziaªaj¡cego na P w rozwa»anym przedziale czasu,

[m(P, t)]t2t1 =

t2∫

t1

t(P, t) dt. (1.3.4)
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Zale»no±ci (1.3.2)�(1.3.4) s¡ poszukiwanymi zasadami mechaniki powªok, wy-
prowadzonymi tutaj na drodze trywialnej. Formalnie, wyª¡czaj¡c dziedzin¦, po-
wªokowe prawa przekrojowe maj¡ tak¡ sam¡ posta¢ jak odpowiednie prawa wyj-
±ciowej teorii trójwymiarowej. Istota problemu sprowadza si¦ teraz do wykazania,
»e wszystkie wielko±ci wyst¦puj¡ce w (1.3.2)�(1.3.4) mo»na rzeczywi±cie wyrazi¢
w sposób ±cisªy przez pola okre±lone jedynie na powierzchni podstawowej po-
wªoki.

1.3.2. Regularne podciaªo materialne typu powªoka
Niech P b¦dzie cz¦±ci¡ ciaªa B typu powªoka, które w kon�guracji odniesienia

zajmuje obszar P ⊂ B, o takich samych wªasno±ciach jak obszar B zajmowany
przez B. Tak wi¦c, brzeg ∂P skªada si¦ z trzech rozª¡cznych cz¦±ci: powierzchni
granicznych Π± ⊂ M± i powierzchni bocznej ∂P ′,

∂P = Π+ ∪Π− ∪ ∂P ′. (1.3.5)

Ponadto, niech Π oznacza cz¦±¢ powierzchni podstawowej powªoki w kon�guracji
odniesienia, która odpowiada cz¦±ci P obszaru B i niech ∂Π oznacza brzeg Π.
Tak wi¦c, Π i ∂Π s¡ zde�niowane nast¦puj¡co:

Π = M ∩ P, ∂Π = M ∩ ∂P ′. (1.3.6)

Rys. 1.3.1. Obszar zajmowany przez podciaªo typu powªoka w kon�guracji odniesienia.

Poza tymi formalnymi de�nicjami, nie wprowadzamy tu »adnych zaªo»e«.
Rozwa»ane ciaªo typu powªoka mo»e by¢ wykonane z dowolnego materiaªu, mo»e
by¢ ono równie» niejednorodne, np. mie¢ struktur¦ warstwow¡ lub by¢ miesza-
nin¡ dowolnej liczby ró»nych materiaªów. Nie nakªadamy tu równie» »adnych
ogranicze« ani na deformacj¦ rozwa»anego ciaªa, ani te» na jego grubo±¢.
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1.3.3. G¦sto±ci masy, p¦du i momentu p¦du

W opisie wzgl¦dem kon�guracji odniesienia masa cz¦±ci P ciaªa B, wyra»ona
przez g¦sto±¢ masy ρ0(x), dana jest wzorem (1.1.9). W teorii powªok, przekrojow¡
g¦sto±¢ masy m0(x ), mierzon¡ na jednostk¦ powierzchni M , de�niujemy w sposób
naturalny: ∫∫

Π

m0 da ≡
∫∫∫

P

ρ0 dv. (1.3.7)

Sens �zyczny tej de�nicji jest raczej oczywisty i nie wymaga komentarzy. Pod-
stawowe zaªo»enie mechaniki o±rodków ci¡gªych wymaga, aby g¦sto±¢ masy byªa
dodatnia, ρ0(x) > 0, oraz aby byªa ona zde�niowana prawie wsz¦dzie, poza by¢
mo»e podzbiorami obszaru B, których miara Lebesgue'a jest równa zeru. De�-
nicja (1.3.7) wraz z klasycznym twierdzeniem teorii caªki implikuje, »e równie»
przekrojowa g¦sto±¢ masy ma te same wªasno±ci, tzn. m0(x ) > 0, i jest ona dobrze
zde�niowana we wszystkich punktach x ∈ M , z wyj¡tkiem by¢ mo»e podzbiorów
powierzchni M , których miara Hausdor�a jest równa zeru.

W mechanice o±rodków ci¡gªych p¦d i moment p¦du ciaªa s¡ zde�niowane
przez iloczyn g¦sto±ci masy i pr¦dko±ci ciaªa, por. (1.1.10). Jednak na tym etapie
wyprowadzenia przekrojowych praw powªokowych brak jest nawet jasnej kon-
cepcji poj¦cia pr¦dko±ci powªoki. Problem ten mo»na jednak na razie omin¡¢,
de�niuj¡c przekrojow¡ g¦sto±¢ p¦du p(x , t) i przekrojow¡ g¦sto±¢ momentu p¦du
s(x , t), mierzone na jednostk¦ pola powierzchni podstawowej M , nast¦puj¡cymi
zale»no±ciami: ∫∫

Π

p da ≡
∫∫∫

P

ρ0v dv,

∫∫

Π

(s + ~y × p) da ≡
∫∫∫

P

ρ0~y × v dv.

(1.3.8)

Poniewa» powierzchniowa g¦sto±¢ masy m0 jest jednoznacznie okre±lona przez
(1.3.7), mo»na równie» u»ywa¢ zamiennie g¦sto±ci p¦du i momentu p¦du, π(x , t)
i σ(x , t), mierzonych na jednostk¦ masy. Wówczas

p(x , t) = m0(x )π(x , t), s(x , t) = m0(x )σ(x , t). (1.3.9)

W ogólnej mechanice powªok nie mo»na oczekiwa¢ prostych de�nicji dla p(x ,t)
i s(x , t), analogicznych do tych wyst¦puj¡cych po prawej stronie (1.3.8). Wy-
ra»enia na p(x , t) i s(x , t) powinny by¢ tu okre±lone przez dodatkowe relacje
konstytutywne, sprz¦gaj¡ce te pola dynamiczne ze zmiennymi kon�guracyjnymi
i kinematycznymi powªoki. Takie relacje b¦dziemy nazywali kinetycznymi równa-
niami konstytutywnymi.
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Rys. 1.3.2. Przekrojowe g¦sto±ci p¦dów.

1.3.4. Przekrojowe siªy i momenty

W dalszych rozwa»aniach warto±ci siª kontaktowych na powierzchniach gra-
nicznych M± oznacza¢ b¦dziemy przez±t±n = tn(x±, t), gdzie znak minus wynika
z przyj¦tej konwencji oznacze«.

Uwzgl¦dniaj¡c (1.3.5), caªkowit¡ siª¦ F(P, t) i caªkowity moment T(P, t), dzia-
ªaj¡ce na ciaªo typu powªoka, mo»na zapisa¢ w postaci

F(P, t) =
∫∫∫

P

f dv +
∫∫

Π+

t+
n da+ −

∫∫

Π−

t−n da−

+
∫∫

∂P ′\∂Bf

tn da∗ +
∫∫

∂P ′∩∂Bf

t∗ da∗,

T(P, t) =
∫∫∫

P

~y × f dv +
∫∫

Π+

~y+ × t+
n da+ −

∫∫

Π−

~y− × t−n da−

+
∫∫

∂P ′\∂Bf

~y × tn da∗ +
∫∫

∂P ′∩∂Bf

~y × t∗ da∗.

(1.3.10)

Siªy masowe (obj¦to±ciowe) f(x, t) i siªy kontaktowe t±n , dziaªaj¡ce na po-
wierzchniach granicznych powªoki, s¡ zwykle traktowane jako dane obci¡»enia
zewn¦trzne. Mog¡ wi¦c by¢ wspólnie uj¦te w de�nicjach przekrojowego wektora
siª powierzchniowych f (x , t) i przekrojowego wektora momentów powierzchnio-
wych c(x , t):
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∫∫

Π

f da ≡
∫∫∫

P

f dv +
∫∫

Π+

t+
n da+ −

∫∫

Π−

t−n da−,

∫∫

Π

(c + ~y × f ) da ≡
∫∫∫

P

~y × f dv +
∫∫

Π+

~y+ × t+
n da+

−
∫∫

Π−

~y− × t−n da−.

(1.3.11)

Rys. 1.3.3. Przekrojowe wektory siª i momentów powierzchniowych.

Siªy kontaktowe tn(x, t), dziaªaj¡ce na powierzchni bocznej ∂P ′, okre±laj¡
napr¦»enie wewn¦trzne w ciele. Wektor siª przekrojowych nν(x , t) oraz wektor
momentów przekrojowych mν(x , t) wzdªu» ∂Π = ∂P ′ ∩M s¡ zde�niowane na-
st¦puj¡co: ∫

∂Π

nν dl ≡
∫∫

∂P ′

tn da∗,

∫

∂Π

(mν + ~y × nν) dl ≡
∫∫

∂P ′

~y × tn da∗.
(1.3.12)

W podobny sposób de�niuje si¦ przekrojow¡ siª¦ i przekrojowy moment ob-
ci¡»e« brzegowych, dziaªaj¡cych na powierzchni¦ boczn¡ ∂Mf = M ∩ ∂B′

f :∫

∂Mf

n∗ dl ≡
∫∫

∂B′f

t∗ da∗,

∫

∂Mf

(m∗ + ~y × n∗) dl ≡
∫∫

∂B′f

~y × t∗ da∗.
(1.3.13)



1.3. Caªkowe zasady mechaniki powªok 47

Rys. 1.3.4. Wektory siª i momentów przekrojowych.

Rys. 1.3.5. Przekrojowe wektory siª i momentów obci¡»e« brzegowych.

1.3.5. Caªkowe prawa mechaniki powªok
Prost¡ konsekwencj¡ powy»szych de�nicji s¡ nast¦puj¡ce postacie sprowadzo-

nych wielko±ci dynamicznych:
Masa dowolnej cz¦±ci powªoki dana jest wyra»eniem

m(P, t) =
∫∫

Π

m0 da. (1.3.14)

P¦d i moment p¦du dowolnej cz¦±ci powªoki maj¡ posta¢

p(P, t) =
∫∫

Π

p da, m(P, t) =
∫∫

Π

(s + ~y × p) da, (1.3.15)
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natomiast caªkowita siªa i caªkowity moment, dziaªaj¡ce na dowoln¡ cze±¢ po-
wierzchni podstawowej, przyjmuj¡ posta¢ (rys. 1.3.6)

f(P, t) =
∫∫

Π

f da +
∫

∂Π\∂Mf

nν dl +
∫

∂Π∩∂Mf

n∗ dl,

t(P, t) =
∫∫

Π

(c + ~y × f ) da +
∫

∂Π\∂Mf

(mν + ~y × nν) dl

+
∫

∂Π∩∂Mf

(m∗ + ~y × n∗) dl.

(1.3.16)

Rys. 1.3.6. Przekrojowe siªy i momenty dziaªaj¡ce na dowoln¡ cz¦±¢ powªoki.

Powy»sze wyniki stanowi¡ istotny krok na drodze do sformuªowania komplet-
nego ukªadu równa« nieliniowej mechaniki powªok. Wyniki te zostaªy tu otrzy-
mane bez »adnych zaªo»e« upraszczaj¡cych, które tak wymownie s¡ zawsze przy-
pisywane ró»nym teoriom powªok. Warto równie» zwróci¢ uwag¦, »e w powy»-
szych wzorach grubo±¢ powªoki nie odgrywa »adnego znaczenia.

Podstawiaj¡c do (1.3.1) otrzymane wyra»enia (1.3.14)�(1.3.16) dla sprowa-
dzanych do powierzchni podstawowej wielko±ci dynamicznych, otrzymujemy:

zasad¦ zachowania masy




∫∫

Π

m0 da




t2

t1

= 0, (1.3.17)
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zasad¦ zachowania p¦du



∫∫

Π

p da




t2

t1

=

t2∫

t1





∫∫

Π

f da +
∫

∂Π\∂Mf

nν dl +
∫

∂Π∩∂Mf

n∗ dl





dt, (1.3.18)

zasad¦ zachowania momentu p¦du



∫∫

Π

(s + ~y × p) da




t2

t1

=

t2∫

t1





∫∫

Π

(c + ~y × f ) da +
∫

∂Π\∂Mf

(mν + ~y × nν) dl

+
∫

∂Π∩∂Mf

(m∗ + ~y × n∗) dl





dt. (1.3.19)

Z dotychczasowych rozwa»a« wyªania si¦ wi¦c koncepcja powªoki jako dwuwy-
miarowego kontinuum materialnego, reprezentowanego przez powierzchni¦ pod-
stawow¡ wyposa»on¡ w cechy ukªadu dynamicznego, którego ruchem w prze-
strzeni �zycznej rz¡dz¡ zasady mechaniki (1.3.17)�(1.3.19).

Przyj¦cie zasad mechaniki wyra»onych w postaci caªkowej, jako punktu wyj-
±cia formuªowania teorii powªok, ma t¦ istotn¡ zalet¦, »e wymagane warunki for-
malno-matematyczne s¡ najsªabszymi z mo»liwych. Istotnie, aby zasady (1.3.17)�
(1.3.19) miaªy sens, wystarcza by powierzchnia M i jej brzeg ∂M byªy na tyle
regularne, aby caªka powierzchniowa i caªka krzywoliniowa mogªy by¢ zde�nio-
wane (w sensie teorii miary). Natomiast wszystkie pola wyst¦puj¡ce w tych zasa-
dach mog¡ by¢ jedynie polami caªkowalnymi, czyli nie musz¡ by¢ nawet polami
ci¡gªymi.

Zasady mechaniki powªok (1.3.17)�(1.3.19), otrzymane tutaj jako ±cisªe kon-
sekwencje zasad mechaniki o±rodka ci¡gªego, mog¡ by¢ równie» traktowane jako
podstawowe postulaty dynamiczne nieliniowej teorii powªok. Przyjmuj¡c taki
punkt widzenia, dalsze formuªowanie teorii powªok mo»e post¦powa¢ bez odwoªy-
wania si¦ do teorii trójwymiarowej. Wªa±nie takie podej±cie przyjmiemy w cz¦±ci
dalszych rozwa»a«, a do zwi¡zków z teori¡ trójwymiarow¡ powrócimy w podroz-
dziale 1.8.

1.4. Lokalne równania ruchu i dynamiczne warunki uboczne
1.4.1. Kon�guracja odniesienia powierzchni podstawowej

Z caªkowej postaci zasad zachowania masy, p¦du i momentu p¦du dla powªok
(1.3.17)�(1.3.19) mo»emy teraz wyprowadzi¢ odpowiadaj¡ce im postacie lokalne.
Wymaga to jednak sformuªowania szeregu zaªo»e« natury czysto matematycznej,
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które musz¡ by¢ speªnione przez wszystkie wielko±ci wyst¦puj¡ce w tych zasadach.
Odpowiednie zaªo»enia musz¡ by¢ równie» przyj¦te w odniesieniu do powierzchni
podstawowej powªoki, co wymaga wprowadzenia szeregu de�nicji i sformuªowania
odpowiednich twierdze«. Musimy równie» u±ci±li¢ niektóre poj¦cia z rachunku
tensorowego na powierzchni.

Zaªó»my chwilowo, »e powierzchnia podstawowa M w kon�guracji odniesienia
powªoki jest powierzchni¡ gªadk¡. Wówczas w ka»dym punkcie wewn¦trznym
x ∈ M mo»emy zde�niowa¢ pªaszczyzn¦ styczn¡ do M , która jest gra�cznym
przedstawieniem przestrzeni stycznej TxM w danym punkcie x ∈ M powierzchni
(rys. 1.4.1). Zauwa»my, »e TxM jest dwuwymiarow¡ podprzestrzeni¡ wektorow¡
przestrzeni translacyjnej E = TxE, a iloczyn skalarny wektorów z przestrzeni E
indukuje iloczyn skalarny wektorów z przestrzeni TxM .

Rys. 1.4.1. Przestrze« styczna i przestrze« normalna.

Niech L(TxM,E) oznacza przestrze« wektorow¡ wszystkich odwzorowa« li-
niowych TxM w E. Poniewa» TxM i E s¡ przestrzeniami wektorowymi z ilo-
czynem skalarnym, wi¦c przestrze« wektorow¡ L(TxM, E) mo»emy uto»samia¢
z przestrzeni¡ tensorow¡ E ⊗ TxM , gdzie ⊗ oznacza iloczyn tensorowy prze-
strzeni wektorowych. Faktycznie, obie przestrzenie s¡ izomor�czne, tak samo jak
przestrze« L(TxM, TxM) odwzorowa« liniowych TxM w siebie jest izomor�czna
z przestrzeni¡ tensorow¡ TxM ⊗ TxM :

L(TxM, E) ' E ⊗ TxM, L(TxM, TxM) ' TxM ⊗ TxM, (1.4.1)

gdzie ' oznacza izomor�zm przestrzeni wektorowych. Na mocy izomor�zmów
(1.4.1) mo»emy w dalszych rozwa»aniach korzysta¢ ze wszystkich znanych de�ni-
cji i twierdze« klasycznego rachunku tensorowego. Poni»ej ograniczymy si¦ wi¦c
do przytoczenia kilku najcz¦±ciej wykorzystywanych dalej de�nicji.
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Dla dowolnego tensora S ∈ E ⊗ TxM istnieje dokªadnie jeden tensor ST ∈
TxM ⊗ E, nazywany transpozycj¡ tensora S , taki »e

Su ·w = u · STw , ∀ u ∈ TxM, w ∈ E. (1.4.2)

Iloczyn skalarny w przestrzeni tensorowej E ⊗ TxM jest zde�niowany nast¦-
puj¡co:

S ·T = tr (STT ) = tr (STT), ∀ S , T ∈ E ⊗ TxM. (1.4.3)

Zauwa»my, »e STT ∈TxM ⊗ TxM , natomiast STT ∈E ⊗ E, w obu wi¦c przy-
padkach operacja ±ladu tensora (ang. trace) jest dobrze zde�niowana.

Je±li M jest powierzchni¡ zorientowan¡, przestrze« wektorow¡ E w ka»dym
punkcie x ∈ M mo»na przedstawi¢ jako sum¦ prost¡ ⊕ dwóch przestrzeni wek-
torowych (rys. 1.4.1)

E = TxE = TxM ⊕ TxM⊥, (1.4.4)
gdzie TxM jest przestrzeni¡ dwuwymiarow¡ styczn¡ do M w punkcie x ∈ M ,
a TxM⊥ jest przestrzeni¡ jednowymiarow¡ ortogonaln¡ do TxM . Z (1.4.4) wy-
nika, »e w ka»dym punkcie gªadkiej powierzchni M s¡ dobrze zde�niowane dwa
operatory liniowe

I 0(x ) : TxM → E, P0(x ) : E → TxM. (1.4.5)

Operator inkluzji I 0(x ) odwzorowuje ka»dy wektor styczny u ∈ TxM na
siebie, lecz traktowany ju» jako element przestrzeni wektorowej E = TxE, to zna-
czy I 0(x )u ∈ E. Z kolei, operator projekcji P0(x ) wzdªu» wektora normalnego
n(x ) do powierzchni M w punkcie x ∈ M przyporz¡dkowuje ka»demu wektorowi
w ∈ E jego skªadow¡ styczn¡ P0(x )w ∈ TxM . Przestrze« normalna TxM⊥ jest
wi¦c zde�niowana nast¦puj¡co:

TxM⊥ = {w ∈ E | w · I 0u = 0, ∀ u ∈ TxM} . (1.4.6)

Zale»no±¢ mi¦dzy operatorami liniowymi (tensorami) I 0(x ) i P0(x ) oraz ten-
sorami jednostkowymi 10(x ) ∈ TxM ⊗ TxM i 1 ∈ E ⊗ E ilustruje nast¦puj¡cy
diagram.

Rys. 1.4.2. Kanoniczne operatory w regularnym punkcie powierzchni.
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Wprowadzone tutaj poj¦cia operatorów kanonicznych i ró»niczkowe operatory
na powierzchniach, wprowadzone w p. 1.4.3, s¡ szczegóªowo omawiane w pracach
Gurtin i Murdoch [1975], Murdoch [1976], Murdoch i Cohen [1979], Man
i Cohen [1986] oraz Murdoch [1990].

1.4.2. Pola tensorowe na powierzchni
Niech M b¦dzie dan¡ powierzchni¡ w przestrzeni euklidesowej E. Odwzorowa-

nie φ : M → R, które ka»demu punktowi x ∈ M przyporz¡dkowuje liczb¦ rzeczy-
wist¡, nazywamy polem skalarnym na M . Podobnie, odwzorowanie u : M → E
nazywamy przestrzennym polem wektorowym na M . Zbiory wszystkich pól ska-
larnych i pól wektorowych na M oznacza¢ b¦dziemy, odpowiednio, przez C(M,R)
i C(M,E). Te de�nicje nie nakªadaj¡ »adnych ogranicze« na M : nie musi by¢
ona ani powierzchni¡ gªadk¡, ani nawet orientowaln¡. Jednak wªasno±ci pól po-
wierzchniowych, a w szczególno±ci ich ró»niczkowalno±¢, zale»¡ w istotny sposób
od regularno±ci samej powierzchni.

Je±li M jest powierzchni¡ gªadk¡ co najmniej klasy C1, to w ka»dym jej punk-
cie istnieje dobrze zde�niowana przestrze« styczna TxM . W takim przypadku
mo»na zde�niowa¢ styczne pole wektorowe na M , tzn. pole wektorowe takie, »e
u(x ) ∈ TxM w ka»dym punkcie x ∈ M . Zbiór wszystkich takich pól oznacza¢
b¦dziemy przez C(TM ).

Rys. 1.4.3. Przestrzenne i styczne pole wektorowe na powierzchni.

1.4.3. Powierzchniowe operatory ró»niczkowe
Zaªó»my, »e M jest powierzchni¡ gªadk¡ klasy Cm, m ≥ 1, bez brzegu. Ka»dy

punkt x ∈ M jest wi¦c punktem wewn¦trznym tej powierzchni. Niech u : M → E
b¦dzie danym polem wektorowym na M , a C ⊂ M krzyw¡ gªadk¡ okre±lon¡
wektorem wodz¡cym w postaci parametrycznej ~x = ~x (s). Wówczas pole u(x ),
rozpatrywane wzdªu» krzywej C, jest polem wektorowym zale»nym równie» od
skalarnego parametru s, rys. 1.4.4:

u(s) = u(x (s)). (1.4.7)
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Rys. 1.4.4. Pole wektorowe wzdªu» krzywej na powierzchni.

Wektor ~x ′(x ) ≡ d
ds

~x (x (s)) jest wektorem stycznym do krzywej C w ka»dym
punkcie x (s) ∈ C.

Pole wektorowe u : M → E nazywamy ró»niczkowalnym w punkcie x ∈ M ,
je±li istnieje odwzorowanie liniowe ∆u(x ) : TxM → E takie, »e5

u ′(x ) = (
∆u(x )) ~x ′(x ), (1.4.8)

dla ka»dej krzywej C przechodz¡cej przez ten punkt. Je±li ∆u(x ) istnieje, to jest
jednoznacznie okre±lone i wówczas mówimy, »e odwzorowanie liniowe (tensor)

∆u(x ) ∈ L(TxM,E) ' E ⊗ TxM (1.4.9)

jest powierzchniowym gradientem tego pola w danym punkcie.
Pole wektorowe u : M → E nazywamy ró»niczkowalnym na powierzchni M ,

je±li jest ró»niczkowalne w ka»dym jej punkcie. Wówczas powierzchniowy gradient
jest polem tensorowym na M , a wiec odwzorowaniem

∆u : M → L(TxM, E) ' E ⊗ TxM, x → ∆u(x ). (1.4.10)

Mówimy, »e u : M → E jest polem wektorowym klasy C1 na M , je±li jest ono
ró»niczkowalne, a powierzchniowy gradient ∆u jest polem ci¡gªym. Je±li pola
wektorowe u : M → E i w : M → E s¡ ró»niczkowalne, wówczas pole λu + w
jest równie» ró»niczkowalne na M dla ka»dej liczby rzeczywistej λ oraz

∆

(λu +w) = λ

∆u +

∆w . (1.4.11)
5W tej ksi¡»ce zachowujemy klasyczne oznaczenia ∇ i Div dla operatorów w trzech wymia-

rach, natomiast odpowiadaj¡ce im operatory na powierzchni M oznaczamy kursyw¡: ∆, Div.
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W szczególnym przypadku pola skalarnego φ : M → R, de�nicja (1.4.8) przyjmuje
posta¢

φ′(x ) =

∆

φ(x ) · ~x ′(x ). (1.4.12)
Wektor wodz¡cy ~x powierzchni M jest polem wektorowym, ~x : M → E, oraz

ró»niczkowalnym, je±li powierzchnia jest gªadka. Wówczas

~x ′(x ) = (

∆

~x (x ))~x ′(x ) = I 0(x )~x ′(x ). (1.4.13)

Tak wi¦c, gradient powierzchniowy wektora wodz¡cego jest po prostu operatorem
inkluzji.

Je±li u ∈ Ck(TM), k ≥ 1, jest polem wektorowym klasy Ck, to operator
powierzchniowej dywergencji Divu ∈ Ck−1(M) jest polem skalarnym zde�niowa-
nym punktowo przez

Divu(x ) = tr (

∆

u(x )). (1.4.14)
Poniewa» ∆

u ∈ Ck−1(TM ⊗ TM) jest stycznym polem tensorowym, wiec jego
±lad jest dobrze zde�niowany. Dla dowolnych pól u, w ∈ C1(TM) i ka»dej liczby
rzeczywistej λ ∈ R,

Div (λu + w) = λDivu + Divw. (1.4.15)
Je±li S ∈ Ck(E ⊗ TM), to pole tensorowe DivS ∈ Ck−1(M, E) jest zde�nio-

wane przez zale»no±¢

(DivS) · k = Div (STk), ∀ k ∈ E. (1.4.16)

Poniewa» STk jest stycznym polem wektorowym dla ka»dego staªego wektora
k ∈ E, wi¦c prawa strona jest dobrze zde�niowana.

Zaªo»enie, »e M jest powierzchni¡ klasy C1 jest zarówno zbyt silne jak i nie-
po»¡dane, a nawet niepotrzebne. W wielu przypadkach wystarczy zaªo»y¢, »e M
jest powierzchni¡ lokalnie ci¡gª¡ w sensie Lipschitza. Zaªo»enie to gwarantuje,
»e wektor wodz¡cy ~x = ~x (x ), jako odwzorowanie ~x : M → E, jest ró»niczko-
walny prawie wsz¦dzie na M oraz ma przedªu»enie tej samej klasy na domkniecie
cl M = M ∪∂M . Ró»niczkowalno±¢ prawie wsz¦dzie oznacza istnienie powierzch-
niowego gradientu ∆

~x (x ) wektora wodz¡cego we wszystkich punktach x ∈ M ,
z wyj¡tkiem zbioru punktów powierzchni M , których miara powierzchniowa jest
równa zeru. Mniej formalnie oznacza to, »e prawie we wszystkich punktach x ∈ M
istnieje przestrze« styczna TxM do powierzchni M , geometrycznie reprezento-
wana przez pªaszczyzn¦ styczn¡.

1.4.4. Krzywe osobliwe wzgl¦dem pól powierzchniowych
Niech η(x , t) b¦dzie pewnym polem (by¢ mo»e zale»nym od czasu) o warto-

±ciach w dowolnej przestrzeni wektorowej F , w tym równie» E lub R. Zaªó»my, »e
pole η(x , t) jest okre±lone we wszystkich punktach powierzchni M , z wyj¡tkiem
by¢ mo»e punktów nale»¡cych do izolowanych krzywych.
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Niech krzywa C dzieli powierzchni¦ M na dwie rozª¡czne cz¦±ci M (−) i M (+),
b¦d¡c jednocze±nie cz¦±ci¡ ich wspólnych brzegów, rys. 1.4.5. Je±li C ⊂ M jest
krzyw¡, wzdªu» której pole η(x , t) nie jest ci¡gªe, ale ma sko«czone obustronne
granice η(±)(x , t) w ka»dym punkcie x ∈ C to mówimy, »e C jest krzyw¡ oso-
bliw¡ wzgl¦dem pola η(x , t). Aby pole η(x , t), dla którego C jest krzyw¡ oso-
bliw¡, miaªo granice η(±)(x , t), potrzeba i wystarcza, aby η(x , t) byªo ci¡gªe we
wn¦trzach M (−) i M (+) oraz miaªo ci¡gªe przedªu»enia na domkni¦cia.

Rys. 1.4.5. Stacjonarna krzywa osobliwa wzgl¦dem pola na powierzchni.

Powy»sze de�nicje odnosz¡ si¦ równie» do ogólniejszej sytuacji, gdy C(t) jest
krzyw¡ zale»n¡ od czasu, a M nie jest powierzchni¡ gªadk¡, rys. 1.4.6. Takie
krzywe C(t) nazywa¢ b¦dziemy krzywymi ruchomymi (dynamicznymi). Dziel¡
one powierzchni¦ M na dwie rozª¡czne cz¦±ci M (−)(t) i M (+)(t), które równie»
zale»¡ wówczas od czasu. Je±li C(t)⊂M jest krzyw¡ ruchom¡, wzdªu» której pole
η(x , t) nie jest ci¡gªe, ale ma sko«czone obustronne granice η(±)(x , t) w ka»dym
punkcie x ∈ C(t), to mówimy, »e C(t) jest ruchom¡ krzyw¡ osobliw¡ wzgl¦dem
pola η(x , t).

Rys. 1.4.6. Ruchoma krzywa osobliwa wzgl¦dem pola na powierzchni.
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Je±li C(t) jest ruchom¡ krzyw¡ osobliw¡ wzgl¦dem pola η(x , t), to skok [[η]]
tego pola w punktach x ∈ C(t) jest zde�niowany nast¦puj¡co:

[[η]](x , t) = η(+)(x , t)− η(−)(x , t). (1.4.17)

Podstawy termodynamiki powªok z ruchomymi krzywymi osobliwymi opra-
cowali Makowski i Pietraszkiewicz [2002]. Ruchome krzywe osobliwe mog¡
modelowa¢ powierzchniowe nieci¡gªe zjawiska dynamiczne jak np. ruch czoªa fali
powierzchniowej, ruch granic przeksztaªcenia fazowego (por. Eremeyev i Pie-
traszkiewicz [2004]), dynamik¦ p¦kni¦¢ w powªoce itp. W tej ksi¡»ce ograni-
czamy si¦ tylko do przedstawienia teorii stacjonarnych krzywych osobliwych.

Zaªó»my, »e pole η : M → F jest ró»niczkowalne na M , z wyj¡tkiem by¢
mo»e punktów nale»¡cych do krzywej C. Wówczas ∆

η istnieje we wszystkich
punktach nale»¡cych do intM (−) i intM (+). Je±li ponadto ∆

η ma jednostronne
granice we wszystkich punktach nale»¡cych do C i granice te s¡ sko«czone, to
skok powierzchniowego gradientu ∆

η jest zde�niowany nast¦puj¡co:

[[ ∆

η]](x ) = (

∆

η)(+)(x )− (

∆

η)(−)(x ). (1.4.18)

Je±li pole η i jego powierzchniowe gradienty a» do rz¦du k − 1 wª¡cznie s¡
ci¡gªe wzdªu» C, lecz gradienty rz¦du k i wy»szego rz¦du doznaj¡ skoku na C, to
C nazywa si¦ krzyw¡ osobliw¡ rz¦du k wzgl¦dem pola η. Oznacza to, »e [[η]] = 0
i [[ ∆(l)η]] = 0 dla l = 1, 2, . . . , k − 1, natomiast [[ ∆(k)η]] 6= 0. Najsilniejsz¡
osobliwo±ci¡ jest wi¦c osobliwo±¢ rz¦du zero, w którym to przypadku samo pole
η nie jest polem ci¡gªym wzdªu» krzywej C.

Zaªó»my, »e M jest powierzchni¡ gªadk¡. Pole η na M jest kawaªkami ci¡gªe
na M , je±li istnieje podziaª {M (1), . . .M (p)} powierzchni M taki, »e ogranicze-
nie pola η do ka»dego M (k) jest ci¡gªe i ma ci¡gªe rozszerzenia do domkni¦cia
clM (k) = M (k) ∪ ∂M (k). Mniej oczywistym jest precyzyjne sformuªowanie ogra-
nicze« nakªadanych na M (k). W istocie, nie istnieje w literaturze matematycznej
formalna teoria pól kawaªkami gªadkich, z wyj¡tkiem przypadku pól okre±lonych
na przestrzeni jednowymiarowej.

Pole η : M → F jest kawaªkami gªadkie na clM = M ∪ ∂M , je±li istnieje
podziaª {M (1), . . . , M (n)} powierzchni M taki, »e dla ka»dego M (k) gradient ∆

η
istnieje w intM (k) i jest on ci¡gªy na clM = M ∪ ∂M .

Przykªadem stacjonarnych krzywych osobliwych wzgl¦dem pól tensorowych
na powierzchni s¡ kraw¦dzie Γ powierzchni kawaªkami gªadkich. Je±li S(x , t)
jest polem tensorowym na M takim, »e S(x , t) ∈ E ⊗ TxM w ka»dym regu-
larnym punkcie powierzchni kawaªkami gªadkiej, to lewo- i prawostronne granice
w punkcie krzywej osobliwej, b¦d¡cej kraw¦dzi¡ tej powierzchni, s¡ zde�niowane
nast¦puj¡co (rys. 1.4.7):

s(±)
ν (x , t) = S (±)(x , t)ν(±)(x , t). (1.4.19)



1.4. Lokalne równania ruchu i dynamiczne warunki uboczne 57

Rys. 1.4.7. De�niowanie skoku pola na powierzchni kawaªkami gªadkiej.

Wówczas skok tego pola wzdªu» kraw¦dzi de�niujemy nast¦puj¡co:
[sν ] = [Sν] = s(+)

ν + s(−)
ν . (1.4.20)

W szczególnym przypadku, gdy M jest powierzchni¡ gªadk¡, a orientacja C
jest zgodna z orientacj¡ ∂M (−), wówczas ν = ν(−) = −ν(+) i de�nicja (1.4.20)
redukuje si¦ do postaci

[sν ] = S (+)ν(+) + S (−)ν(−) = −S (+)ν + S (−)ν = −[[S ]]ν. (1.4.21)

1.4.5. Twierdzenia caªkowe dla pól powierzchniowych
Niech M ⊂ E b¦dzie pªatem regularnym, spójnym, lecz niekoniecznie jedno-

spójnym, którego brzeg ∂M jest sko«czon¡ sum¡ kawaªkami gªadkich krzywych
zamkni¦tych zorientowanych zgodnie z M i nie zawieraj¡cych punktów osobli-
wych typu �szpicy�. Je±li u jest polem wektorów stycznych na M , tj. u(x ) ∈ TxM
w ka»dym punkcie x ∈ M , klasy C1 lub wy»szej na intM i maj¡cym przedªu»enie
tej samej klasy na domkniecie clM = M ∪ ∂M , to∫

∂M

u · ν dl =
∫∫

M

Divu da, (1.4.22)

gdzie ν(x ) ∈ TxM jest jednostkowym wektorem zewn¦trznej normali do brzegu
w ka»dym punkcie regularnym x ∈ ∂M .

W przypadku wielospójnego pªata powierzchni regularnej M , caªka wzdªu»
brzegu ∂M w twierdzeniu (1.4.22) jest sum¡ caªek po wszystkich krzywych za-
mkni¦tych Γk tworz¡cych brzeg:

∫

∂M

u · ν dl =
n∑

k=1

∫

Γk

u · ν dl. (1.4.23)
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Jako konsekwencj¦ (1.4.22), przy tych samych zaªo»eniach mo»na udowodni¢
szereg twierdze« dla innych pól powierzchniowych. W szczególno±ci, je±li S(x ) ∈
E ⊗ TxM jest polem tensorowym, to

∫

∂M

Sν dl =
∫∫

M

DivS da. (1.4.24)

Je±li M jest powierzchni¡ zamkni¦t¡ ∂M = ∅, wówczas caªka wzdªu» brzegu
znika.

Niech u(x ) ∈ E b¦dzie przestrzennym polem wektorowym na M a S(x )
polem tensorowym jak wy»ej. Wówczas jako konsekwencje twierdzenia (1.4.24)
sªuszne s¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

∫

∂M

u ⊗ Sν dl =
∫∫

M

{
u ⊗ (DivS) + (

∆u)ST
}

da,

∫

∂M

u · Sν dl =
∫∫

M

{u · (DivS) + S · ∆u}da,

∫

∂M

u ∧ Sν dl =
∫∫

M

{
u ∧ (DivS) + (

∆u)ST − S(

∆u)T
}

da,

∫

∂M

u × Sν dl =
∫∫

M

{
u × (DivS)− ad−1((

∆u)ST − S(

∆u)T)
}

da,

(1.4.25)

gdzie ∧ jest iloczynem zewn¦trznym wektorów. Przypomnijmy (zob. Rymarz
[1993]), »e iloczyn zewn¦trzny ∧ dwóch wektorów a,b ∈ E jest tensorem sko±nie
symetrycznym zde�niowanym nast¦puj¡co: a ∧ b = a ⊗ b − b ⊗ a. We wzorze
(1.4.25)4 operator ad: E → E∧E jest odwzorowaniem przestrzeni wektorowej E
w przestrze« tensorów sko±nie symetrycznych E ∧ E, które dowolnemu wekto-
rowi w przyporz¡dkowuje tensor sko±nie symetryczny W taki, »e Wu = w × u
dla ka»dego wektora u. �atwo sprawdzi¢, »e tak zde�niowany operator ad jest
izomor�zmem algebr Liego E i E ∧ E. W algebrze Liego E klasyczny iloczyn
wektorowy speªnia rol¦ nawiasu Liego, natomiast w algebrze Liego E ∧E nawias
Liego jest komutatorem. Przypomnijmy równie», »e komutator dwóch tensorów
A i B jest zde�niowany jako [A,B] = AB−BA. Zauwa»my przy tym, »e je±li A
i B s¡ tensorami sko±nie symetrycznymi, to [A,B] jest równie» tensorem sko±nie
symetrycznym.

1.4.6. Uogólnione twierdzenia caªkowe
Niech η(x , t) b¦dzie pewnym polem caªkowalnym na regularnej powierzchni

M . Warunek caªkowalno±ci nie wymaga, aby pole η(x , t) byªo ci¡gªe. Je±li krzywa
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C ⊂ M jest zbiorem osobliwym wzgl¦dem tego pola i miara powierzchniowa
Hausdor�a zbioru C jest równa zeru, H2(C) = 0, to dla ka»dego Π ⊂ M mamy

∫∫

Π

η(x , t) da =
∫∫

Π\C

η(x , t) da. (1.4.26)

Niech Γ b¦dzie stacjonarn¡ krzyw¡ osobliw¡ wzgl¦dem pola tensorowego S ∈
C(E⊗TM), która dzieli M na dwie rozª¡czne cz¦±ci M (−) i M (+), rys. 1.4.5. Za-
ªó»my, »e S jest polem ró»niczkowalnym w punktach wewn¦trznych M (−) i M (+)

oraz ma sko«czone granice w punktach regularnych krzywej C. Zgodnie z (1.4.26),
caªk¦ po powierzchni M z powierzchniowej dywergencji pola S mo»emy przed-
stawi¢ jako sum¦ caªek po M (−) i M (+):

∫∫

M

DivS da =
∫∫

M\C

DivS da =
∫∫

M(−)

DivS da +
∫∫

M(+)

DivS da. (1.4.27)

Stosuj¡c twierdzenie (1.4.24) oddzielnie na M (−) i M (+), otrzymamy
∫∫

M(−)

DivS da =
∫

∂M(−)\C

Sν dl +
∫

C

S (−)ν(−) dl,

∫∫

M(+)

DivS da =
∫

∂M(+)\C

Sν dl +
∫

C

S (+)ν(+) dl.

(1.4.28)

Podstawienie (1.4.28) do (1.4.27) prowadzi do
∫∫

M\C

DivS da =
∫

∂M

Sν dl +
∫

C

(S (−)ν(−) + S (+)ν(+)) dl. (1.4.29)

Wykorzystuj¡c teraz de�nicje (1.4.19) i (1.4.20), mamy
∫∫

M\C

DivS da =
∫

∂M

Sν dl +
∫

C

[Sν] dl. (1.4.30)

Przyjmuj¡c, »e krzywa C ma orientacj¦ zgodn¡ z ∂M (−), wówczas ν = ν(−) =
−ν(+) i z (1.4.30) otrzymamy

∫

∂M

Sν dl =
∫∫

M\C

DivS da−
∫

C

[Sν] dl

=
∫∫

M\C

DivS da +
∫

C

[[S ]]ν dl. (1.4.31)
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Twierdzenie (1.4.31), wyprowadzone tu dla powierzchni regularnej M , mo»na
uogólni¢ na przypadek powierzchni kawaªkami gªadkich. Niech M b¦dzie kawaª-
kami gªadk¡ powierzchni¡ klasy Cr, r ≥ 1, z brzegiem ∂M zorientowanym zgodnie
z M . Wówczas zbiór kraw¦dzi Γ (stacjonarna krzywa osobliwa) jest zde�niowany
jako suma wszystkich krzywych Γ (k,l), k 6= l, b¦d¡cych wspólnym brzegiem ka»-
dych dwóch s¡siednich i rozª¡cznych pªatów M (k) i M (l), rys. 1.4.8. Tak wi¦c,

M =
n⋃

k=1

clM (k), Γ =
n⋃

k,l=1, k 6=l

Γ (k,l). (1.4.32)

W ka»dym regularnym punkcie x ∈ Γ (k,l) s¡ okre±lone jednostkowe wektory
normalne n (k) i n (l), wynikaj¡ce z orientacji M (k) i M (l). Równie» jednostkowe
wektory ν(k) oraz ν(l) s¡ okre±lone w przestrzeniach stycznych TxM (k) i TxM (l).

Rys. 1.4.8. Powierzchnia kawaªkami gªadka.

Niech S ∈ C(F ⊗ TM) b¦dzie polem tensorowym na kawaªkami gªadkiej po-
wierzchni M takim, »e istniej¡ wszystkie sko«czone granice jednostronne w punk-
tach nale»¡cych do zbioru kraw¦dzi Γ

s(k)
ν (x ) ≡ S (k)(x )ν(k)(x ). (1.4.33)

Wówczas caªk¦ powierzchniowej dywergencji pola S po caªej powierzchni M mo-
»emy zapisa¢ jako sum¦ caªek po pªatach M (k):

∫∫

M

DivS da =
∫∫

M\Γ

DivS da =
n∑

k=1

∫∫

M(k)

DivS da. (1.4.34)

Z twierdzenia (1.4.24) zastosowanego do ka»dego pªata oddzielnie mamy
∫∫

M(k)

DivS da =
∫

∂M(k)

Sν dl =
∫

∂M(k)\Γ

Sν dl +
∫

∂M(k)∩Γ

S (k)ν(k) dl, (1.4.35)
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i sumuj¡c po wszystkich pªatach otrzymujemy
n∑

k=1

∫∫

M(k)

DivS da =
n∑

k=1

∫

∂M(k)\Γ

Sν dl

+
n∑

k,l=1
k 6=l

∫

∂M(k)∩Γ (k,l)

(S (k)ν(k) + S (l)ν(l)) dl. (1.4.36)

Uwzgl¦dniaj¡c nast¦pnie, »e
n∑

k=1

∫

∂M(k)\Γ

Sν dl =
∫

∂M

Sν dl (1.4.37)

oraz
n∑

k,l=1
k 6=l

∫

∂M(k)∩Γ (k,l)

(
S (k)ν(k) + S (l)ν(l)

)
dl =

∫

Γ

(
S (k)ν(k) + S (l)ν(l)

)
dl, (1.4.38)

z (1.4.36) otrzymujemy
∫∫

M\Γ

DivS da =
∫

∂M

Sν dl +
∫

Γ

[Sν] dl, (1.4.39)

gdzie skok pola S w ka»dym regularnym punkcie x ∈ Γ (k,l), k 6= l, kraw¦dzi
dwóch s¡siednich pªatów powierzchni M jest zde�niowany nast¦puj¡co:

[sν ] = [Sν] = S (k)ν(k) + S (l)ν(l). (1.4.40)

Przy tych samych zaªo»eniach, jako konsekwencje twierdzenia (1.4.39) mamy
nast¦puj¡ce twierdzenia:

∫

∂M

u ⊗ Sν dl =
∫∫

M

{
u ⊗ (DivS) + (

∆u)ST
}

da−
∫

Γ

[u ⊗ Sν] dl,

∫

∂M

u · Sν dl =
∫∫

M

{
(DivS) · u + S · ∆u

}
da−

∫

Γ

[u · Sν] dl,

∫

∂M

u ∧ Sν dl =
∫∫

M

{
u ∧ (DivS) + (

∆u)ST − S(

∆u)T
}

da

−
∫

Γ

[u ∧ Sν] dl,

(1.4.41)
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∫

∂M

u × Sν dl =
∫∫

M

{
u × (DivS)− ad−1((

∆u)ST − S(

∆u)T)
}

da

−
∫

Γ

[u × Sν] dl, (1.4.41)4

dla dowolnego pola wektorowego u(x ) i dowolnego pola tensorowego S(x ) ∈
C(E ⊗ TxM).

W (1.4.41)1 skok z iloczynu tensorowego dwóch pól w punktach x ∈ Γ (k,l),
k 6= l, jest zde�niowany nast¦puj¡co:

[u ⊗ Sν] = u (k) ⊗ S (k)ν(k) + u (l) ⊗ S (l)ν(l). (1.4.42)
De�nicja ta stosuje si¦ równie» do iloczynu skalarnego, zewn¦trznego i wektoro-
wego dwóch pól wektorowych.

Je±li M jest powierzchni¡ gªadk¡, to w punktach x ∈ Γ (k,l), k 6= l, krzywej
osobliwej wektory zewn¦trznej normali speªniaj¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

ν(k) ≡ ν(−) = ν, ν(l) ≡ ν(+) = −ν. (1.4.43)
W tym przypadku [u ⊗Sν] = −[[u ⊗S ]]ν, gdzie skok [[u ⊗S ]] jest zde�niowany
wzorem (1.4.17).

1.4.7. Opis ruchu powierzchni podstawowej powªoki
Odpowiednie zaªo»enia o regularno±ci musz¡ by¢ poczynione równie» w sto-

sunku do ruchu powierzchni podstawowej powªoki i do wszystkich pól wyst¦pu-
j¡cych w trzech zasadach mechaniki powªok.

Wzgl¦dem kon�guracji odniesienia M , ruch powierzchni podstawowej jest opi-
sany przez odwzorowanie χ : M×T → E, które, wyra»one w terminach wektorów
wodz¡cych, przyjmuje posta¢

~y(x , t) = ~x (x ) + u(x , t), (1.4.44)
gdzie pole u(x , t) jest wektorem przesuni¦cia powierzchni podstawowej.

Je±li (1.4.44) jest ró»niczkowalne wzgl¦dem czasu, to pole pr¦dko±ci υ(x , t)
powierzchni podstawowej powªoki jest zde�niowane jako

υ(x , t) = ~̇y(x , t) = u̇(x , t). (1.4.45)
Zakªadaj¡c, »e odwzorowanie (1.4.44) jest ró»niczkowalne na M , otrzymamy rów-
nie»

F (x , t) =

∆

~y(x , t) = I 0(x ) +

∆u(x , t). (1.4.46)
Pole F (x , t) nazywamy gradientem deformacji powierzchni podstawowej.

Zauwa»my, »e pole pr¦dko±ci υ(x , t) mo»e istnie¢ we wszystkich punktach
powierzchni M , ª¡cznie z punktami nale»¡cymi do zbioru jej kraw¦dzi Γ , ale
gradient deformacji F (x , t) jest okre±lony jedynie w punktach regularnych M .
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Gradient deformacji F (x , t) jest odwzorowaniem liniowym (tensorem) prze-
strzeni stycznej TxM w przestrze« E ' TyE, F (x , t) ∈ E ⊗ TxM , gdzie y =
χ(x , t). Je±li y ∈ M(t) jest punktem regularnym to

F (x , t) = I (χ(x , t), t)F(x , t), (1.4.47)

gdzie F ∈ TyM(t) ⊗ TxM jest stycznym gradientem deformacji powierzchni
podstawowej powªoki, natomiast I (y , t) ∈ E ⊗ TyM(t) jest operatorem inklu-
zji w punkcie y = χ(x , t).

Rys. 1.4.9. Styczny gradient deformacji powierzchni podstawowej powªoki.

1.4.8. Lokalne prawa dynamiki
Je±li powierzchnia podstawowa powªoki zawiera jedynie stacjonarne krzywe

osobliwe typu zbioru kraw¦dzi Γ , to w opisie odniesienia zasada zachowania masy
jest speªniona to»samo±ciowo. Zakªadaj¡c bowiem, »e masa m(P, t) dowolnej cz¦-
±ci powªoki jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡ wzgl¦dem czasu, zasad¦ zachowania masy
(1.3.17) mo»na zapisa¢ w postaci




∫∫

Π

m0 da




t2

t1

=

t2∫

t1





d
dt

∫∫

Π

m0 da



dt =

t2∫

t1





∫∫

Π

ṁ0 da



dt. (1.4.48)

Zakªadaj¡c nast¦pnie, »e g¦sto±¢ masy m0(x ) jest funkcj¡ ci¡gª¡ prawie wsz¦dzie,
zasada zachowania masy przyjmuje posta¢

t2∫

t1





∫∫

Π

ṁ0 da



dt = 0. (1.4.49)
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Ze wzgl¦du na dowolno±¢ podobszaru Π ⊂ M , znikanie caªki powierzchniowej
wymaga, aby ṁ0 = 0, co jest tu speªnione automatycznie, poniewa» g¦sto±¢
masy m0(x ) z de�nicji nie zale»y od czasu.

Je±li p¦d p(P, t) i moment p¦du m(P, t), czyli lewe strony w zasadach (1.3.3)
i (1.3.4), s¡ funkcjami ró»niczkowalnymi wzgl¦dem czasu, to te dwie zasady me-
chaniki powªok mo»na zapisa¢ w postaci

t2∫

t1

{ṗ(P, t)− f(P, t)} dt = 0,

t2∫

t1

{ṁ(P, t)− t(P, t)}dt = 0. (1.4.50)

St¡d

b(P, t) ≡ ṗ(P, t)− f(P, t) = 0, l(P, t) ≡ ṁ(P, t)− t(P, t) = 0. (1.4.51)

Je±li p(P, t) i m(P, t) nie s¡ ró»niczkowalne w dyskretnych chwilach czasowych,
to z (1.3.18) i (1.3.19) mo»na otrzyma¢ dodatkowe warunki dla impulsów.

Zakªadaj¡c, »e p(P, t) i m(P, t) s¡ ró»niczkowalne wzgl¦dem czasu, a zbiór
kraw¦dzi Γ jest stacjonarn¡ krzyw¡ osobliw¡ na M , zgodnie z (1.4.26) otrzymamy

d
dt

∫∫

Π

p da =
∫∫

Π\Γ

ṗ da,

d
dt

∫∫

Π

(
s + ~y × p

)
da =

∫∫

Π\Γ

(
ṡ + ~̇y × p + ~y × ṗ

)
da.

(1.4.52)

Podstawiaj¡c teraz (1.4.52) do (1.3.18) i (1.3.19) oraz uwzgl¦dniaj¡c (1.4.26),
zasady zachowania p¦du i momentu p¦du powªoki zapiszemy w postaci

∫∫

Π\Γ

(f − ṗ) da +
∫

∂Π\∂Mf

nν dl +
∫

∂Π∩∂Mf

n∗ dl = 0,

∫∫

Π\Γ

{
c − (ṡ + ~̇y × p) + ~y × (f − ṗ)

}
da

+
∫

∂Π\∂Mf

(mν + ~y × nν) dl +
∫

∂Π∩∂Mf

(m∗ + ~y × n∗) dl = 0.

(1.4.53)

Do wyprowadzenia lokalnych równa« pola, wyra»aj¡cych zasady zachowania
p¦du i momentu p¦du, niezb¦dne s¡ równie» pewne hipotezy dotycz¡ce natury
wewn¦trznych siª i momentów kontaktowych w powªoce. Hipotezy te ª¡cz¡ si¦
z koncepcj¡ powierzchniowych miar napr¦»e« w powªoce.
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Rys. 1.4.10. Postulat Cauchy'ego w teorii powªok.

Fizyczna interpretacja wektorów siª i momentów przekrojowych nν(x , t)
i mν(x , t) wyst¦puj¡cych w (1.4.53) wynika z ich de�nicji (1.3.12). Niech x ∈ M
b¦dzie punktem regularnym krzywej ∂Π. Podej±cie niewiele ró»ni¡ce si¦ od u»y-
wanego w mechanice o±rodka ci¡gªego przy wyprowadzeniu wzoru (1.1.12) po-
zwala wykaza¢, »e istnieje tensor przekrojowych siª N (x , t) i tensor przekrojowych
momentów M (x , t), takie »e

nν(x , t) = N (x , t)ν(x ), mν(x , t) = M (x , t)ν(x ). (1.4.54)

Pola N (x , t) i M (x , t) s¡ okre±lone jedynie w punktach regularnych powierzchni
podstawowej powªoki.

Wykorzystuj¡c ten analog twierdzenia Cauchy'ego (1.4.54) dla powªok (który
mo»na równie» udowodni¢ na podstawie zasad zachowania (1.4.53)) oraz twier-
dzenie (1.4.39), mamy

∫

∂Π\∂Mf

nν dl =
∫

∂Π\∂Mf

Nν dl =
∫

∂Π

Nν dl −
∫

∂Π∩∂Mf

Nν dl

=
∫∫

Π\Γ

DivN da−
∫

Π∩Γ

[nν ] dl −
∫

∂Π∩∂Mf

Nν dl. (1.4.55)

Na tej samej podstawie
∫

∂Π\∂Mf

mν dl =
∫

∂Π\∂Mf

Mν dl

=
∫∫

Π\Γ

DivM da−
∫

Π∩Γ

[mν ] dl −
∫

∂Π∩∂Mf

Mν dl. (1.4.56)
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Zakªadaj¡c dodatkowo, »e deformacja powierzchni podstawowej jest ró»niczko-
walna prawie wsz¦dzie, z twierdzenia (1.4.41)4 otrzymujemy

∫

∂Π\∂Mf

~y ×Nν dl =
∫

∂Π

~y ×Nν dl −
∫

∂Π∩∂Mf

~y ×N ν dl

=
∫∫

Π\Γ

{
ad−1(NFT − FN T) + ~y × (DivN )

}
da

−
∫

Π∩Γ

[~y × nν ] dl −
∫

∂Π∩∂Mf

~y ×Nν dl. (1.4.57)

Podstawiaj¡c teraz (1.4.55)�(1.4.57) do (1.4.53), ostatecznie otrzymujemy
∫∫

Π\Γ

(
DivN + f − ṗ

)
da−

∫

Π∩Γ

[nν ] dl +
∫

∂Π∩∂Mf

(n∗ −Nν) dl = 0,

∫∫

Π\Γ

{
DivM + ad−1(NFT − FN T

)
+ c − (

ṡ + ~̇y × p
)

+ ~y × (DivN + f − ṗ)
}

da−
∫

Π∩Γ

(
[mν ] + [~y × nν ]

)
dl

+
∫

∂Π∩∂Mf

{
m∗ −Mν + ~y × (n∗ −Nν)

}
dl = 0.

(1.4.58)

Poniewa» prawa mechaniki musz¡ by¢ speªnione jednocze±nie, z (1.4.58) wynikaj¡
nast¦puj¡ce zale»no±ci lokalne:

równania ruchu
DivN + f = ṗ,

DivM + ad−1(NFT − FN T) + c = ṡ + ~̇y × p,
(1.4.59)

wyra»aj¡ce dynamiczne warunki równowagi w postaci ró»niczkowej w punktach
regularnych x ∈ M\Γ ,

dynamiczne warunki brzegowe

Nν = n∗, Mν = m∗ (1.4.60)

w punktach regularnych x ∈ ∂Mf cz¦±ci brzegu powªoki oraz
dynamiczne warunki ci¡gªo±ci

[nν ] = 0, [mν ] + [~y × nν ] = 0 (1.4.61)

w punktach x ∈ Γ .
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W ogólnym przypadku, funkcja ruchu ~y(x , t) mo»e nie by¢ funkcj¡ ci¡gª¡
wzdªu» krzywej osobliwej Γ . Gdy Γ jest zbiorem stacjonarnych kraw¦dzi po-
wierzchni kawaªkami gªadkiej M , brak ci¡gªo±ci ~y(x , t) na Γ oznacza, »e podczas
ruchu nast¦puje p¦kni¦cie powªoki wzdªu» Γ . Je±li chcemy wykluczy¢ mo»liwo±¢
powstania takiego p¦kni¦cia, to musimy zaªo»y¢ [~y(x , t)] = 0. Wówczas dyna-
miczne warunki ci¡gªo±ci (1.4.61) upraszczaj¡ si¦ do postaci

[nν ] = 0, [mν ] = 0. (1.4.62)

Zapisane w postaci jawnej, z uwzgl¦dnieniem de�nicji (1.4.40), warunki ci¡gªo±ci
(1.4.62) na przykªadowej powierzchni dwupªatowej przyjmuj¡ posta¢ (rys. 1.4.11)

[nν ] ≡ n (k)
ν + n (l)

ν = N (k)ν(k) +N (l)ν(l) = 0,

[mν ] ≡ m (k)
ν +m (l)

ν = M (k)ν(k) +M (l)ν(l) = 0,
(1.4.63)

sªuszn¡ w punktach nale»¡cych do wspólnej kraw¦dzi Γ (k,l) dwóch s¡siednich
pªatów regularnych powierzchni kawaªkami gªadkiej M .

Rys. 1.4.11. Dynamiczne warunki ci¡gªo±ci.

1.4.9. Parametryczny opis powierzchni podstawowej powªoki
W dotychczasowych rozwa»aniach ±wiadomie unikali±my wprowadzania ukªa-

dów wspóªrz¦dnych, aby nie sugerowa¢, »e rezultaty naszych rozwa»a« zale»¡
w jakim± sensie od wyboru takich ukªadów.

W analizie równa« i zale»no±ci lokalnych, w otoczeniu punktów regularnych
powierzchni podstawowej powªoki mo»na wprowadzi¢ opis parametryczny, tj. wy-
ra»ony przez wspóªrz¦dne powierzchniowe. Je±li x ∈ M jest punktem regularnym,
to istnieje otwarte otoczenie N ⊂ M tego punktu oraz dyfeomor�czne odwzoro-
wanie ϕ : N → U tego otoczenia na pewien zbiór otwarty U ⊂ R2, które ka»demu
punktowi x ∈ M przyporz¡dkowuje par¦ liczb rzeczywistych (ξ1, ξ2), nazywanych
wspóªrz¦dnymi powierzchniowymi tego punktu.
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Rys. 1.4.12. Parametryczny opis powierzchni podstawowej.

Je±li {ξα}, α = 1, 2, jest dowolnie wybranym ukªadem wspóªrz¦dnych po-
wierzchniowych na M , to wektor wodz¡cy M mo»na zapisa¢ jako ~x = ~x (ξα).
Wówczas wektory bazy naturalnej oraz bazy odwrotnej w x ∈ M mo»na wyli-
czy¢ z klasycznych wzorów

aα(x ) = P0(x )~x ,α(x ), aα(x ) · aβ(x ) = δα
β , (1.4.64)

gdzie P0(x ) jest kanonicznym operatorem projekcji. Wzór (1.4.64) uwzgl¦dnia
fakt, »e pochodne cz¡stkowe ~x ,α(x ) wektora wodz¡cego s¡ elementami przestrzeni
wektorowej E ' TxE, natomiast wektory aα(x ) bazy naturalnej s¡ elementami
przestrzeni stycznej TxM .

Dla dowolnie wybranego ukªadu wspóªrz¦dnych powierzchniowych na M , ope-
rator inkluzji I 0(x ) dany jest wyra»eniem

I 0(x ) =

∆

~x (x ) = ~x ,α(x )⊗ aα(x ). (1.4.65)

Wzór (1.4.65) wyra»a ogóln¡ reguª¦ obliczania powierzchniowego gradientu
dowolnego pola wektorowego, w przypadku powierzchni danej w postaci pa-
rametrycznej. Zauwa»my jednak, »e istnienie pochodnych cz¡stkowych ~x ,α(x )
jest warunkiem koniecznym, lecz nie wystarczaj¡cym istnienia gradientu ∆

~x (x ).
Dodatkowo musimy zakªada¢, »e pochodne cz¡stkowe ~x ,α(x ) s¡ ci¡gªe na po-
wierzchni M .

Wspóªrz¦dne tensora metrycznego powierzchni M w dowolnie przyj¦tym ukªa-
dzie wspóªrz¦dnych mo»na obliczy¢ ze wzorów

aαβ = aα · aβ, aαβ = aα · aβ, a = det[aαβ] > 0. (1.4.66)

Tak wi¦c, powierzchniowy tensor jednostkowy w dowolnym punkcie x ∈ M mo»-
na wyrazi¢ jako iloczyn tensorowy wektorów bazy naturalnej i bazy odwrotnej,
10 = aα ⊗ aα.
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Wykorzystuj¡c symbole permutacyjne εαβ , takie »e ε12 = −ε21 = 1/
√

a,
ε11 = ε22 = 0, jednostkowy wektor normalny do powierzchni danej w postaci
parametrycznej mo»na obliczy¢ ze wzoru

n =
1
2
εαβ~x ,α × ~x ,β. (1.4.67)

Szczegóªowy opis geometrii powierzchni regularnych w przestrzeni euklideso-
wej zawieraj¡ klasyczne monogra�e matematyczne, np. Eisenhart [1947], Ka-
gan [1947], do Carmo [1976], a w zakresie potrzebnym w teorii powªok np.
Green i Zerna [1968], Naghdi [1963], Czernych [1964], Pietraszkiewicz
[1977], Ba³ar i Krätzig [1985, 2001].

Je±li funkcja ruchu χ(x , t) jest klasy C1 lub wy»szej, to dowolnie wybrany
ukªad wspóªrz¦dnych na powierzchni podstawowej M w kon�guracji odniesie-
nia generuje ukªad wspóªrz¦dnych na powierzchni podstawowej M(t) w kon�gu-
racji aktualnej. Taki ukªad wspóªrz¦dnych przeniesionych przez ruch nazywany
jest ukªadem wspóªrz¦dnych konwekcyjnych. Wówczas wektor wodz¡cy ~y(x , t) po-
wierzchni M(t) mo»na traktowa¢ równie» jako funkcj¦ wektorow¡ wspóªrz¦dnych
{ξα}. Deformacj¦ powierzchni podstawowej powªoki mo»na wtedy opisa¢ nast¦-
puj¡co:

~y(ξα, t) = ~y(x (ξα), t) = ~x (ξα) + u(ξα, t). (1.4.68)
Wówczas z ogólnej reguªy obliczania powierzchniowego gradientu wynika, »e gra-
dient deformacji F (x , t) =

∆
~y(x , t) dany jest wzorem

F (x , t) = ~y ,α(x , t)⊗ aα(x ). (1.4.69)
Wzór (1.4.69) pozostaje sªusznym równie» wtedy, gdy powierzchnia M(t) b¦-

dzie dana w postaci parametrycznej ~y = ~y(ζα, t), gdzie {ζα} s¡ wspóªrz¦dnymi
powierzchniowymi wybranymi na M(t) niezale»nie od wspóªrz¦dnych konwekcyj-
nych {ξα}. Jednak, zgodnie z przyj¦t¡ tutaj konwencj¡, przecinkiem po symbolu
pola oznaczamy pochodne cz¡stkowe tego pola wzgl¦dem wspóªrz¦dnych konwek-
cyjnych {ξα}, a nie wzgl¦dem {ζα}. Pochodne cz¡stkowe wzgl¦dem {ζα} mo»na
obliczy¢ z reguªy ró»niczkowania funkcji zªo»onej, np. ∂~y/∂ζβ = ~y ,α(∂ξα/∂ζβ).

1.4.10. Lokalne zasady dynamiki powªok
we wspóªrz¦dnych powierzchniowych

Je±li powierzchnia M jest dana w postaci parametrycznej, to tensor przekro-
jowych siª N (x , t) i tensor przekrojowych momentów M (x , t), jako odwzoro-
wania liniowe przestrzeni stycznej TxM w przestrze« E, mo»na wyrazi¢ przez
iloczyny tensorowe wektorów siª przekrojowych nα(x , t) i momentów przekrojo-
wych mα(x , t) oraz wektorów bazy naturalnej:

N (x , t) = nα(x , t)⊗ aα(x ), M (x , t) = mα(x , t)⊗ aα(x ). (1.4.70)
Zauwa»my, »e nα(x , t) i mα(x , t) s¡ wektorami przestrzennymi, to znaczy ele-
mentami przestrzeni wektorowej E.
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Operator powierzchniowej dywergencji z tensorów (1.4.70) mo»na obliczy¢ ze
wzoru

DivN = nα|α = nα
,α − Γ λ

λαnα, (1.4.71)

gdzie ( )|α jest symbolem pochodnej kowariantnej, a Γ λ
αβ s¡ symbolami Christof-

fela, obliczonymi dla przyj¦tego ukªadu wspóªrz¦dnych powierzchniowych.
Wykorzystuj¡c (1.4.69) i (1.4.70), otrzymamy

NFT − FN T = (nα ⊗ aα)(aβ ⊗ ~y ,β)− (~y ,β ⊗ aβ)(aα ⊗ nα)

= nα ⊗ ~y ,α − ~y ,α ⊗ nα = nα ∧ ~y ,α. (1.4.72)

Z podstawowej wªasno±ci odwzorowania ad otrzymujemy wówczas

ad−1(NFT − FN T) = ad−1(nα ∧ ~y ,α) = −nα × ~y ,α = ~y ,α × nα. (1.4.73)

Wykorzystuj¡c (1.4.71) i (1.4.73), lokalne równania ruchu (1.4.59) zapisane
we wspóªrz¦dnych powierzchniowych przyjmuj¡ wi¦c posta¢

nα|α + f = ṗ, mα|α + ~y ,α × nα + c = ṡ + ~̇y × p. (1.4.74)

Jednostkowy wektor ν(x ) zewn¦trznej normali do brzegu ∂M , jako wektor
z przestrzeni stycznej TxM , ma reprezentacj¦ ν(x ) = να(x )aα(x ) i st¡d

N (x , t)ν(x ) = nα(x , t)να(x ), M (x , t)ν(x ) = mα(x , t)να(x ). (1.4.75)

Dynamiczne warunki brzegowe (1.4.60) mo»na wi¦c zapisa¢ w postaci

nα(x , t)να(x ) = n∗(x , t), mα(x , t)να(x ) = m∗(x , t). (1.4.76)

W wi¦kszo±ci publikacji i monogra�i z dziedziny nieliniowej mechaniki powªok
stosuje si¦ zapis tensorowy w skªadowych wzgl¦dem baz powierzchniowego ukªadu
wspóªrz¦dnych, por. np.Wo¹niak [1966], Naghdi [1972], Librescu [1975], Pie-
traszkiewicz [1979b, 2001b], Ba³ar i Krätzig [1985], Ciarlet [2000]. Cho-
cia» w tej ksi¡»ce stosujemy konsekwentnie zwarty zapis absolutny, jest jednak
oczywistym, »e wszystkie wyprowadzone tutaj zale»no±ci mo»na równie» przed-
stawi¢ przez skªadowe w wybranej bazie powierzchniowej.

1.5. To»samo±¢ caªkowa i zasada pracy wirtualnej
1.5.1. Podstawowy problem kinematyczny teorii powªok

Wªasno±ci �zyczne powªoki, wynikaj¡ce z caªkowych zasad mechaniki, okre-
±lone s¡ przez przekrojow¡ g¦sto±¢ masy, przekrojowe g¦sto±ci p¦du i momentu
p¦du oraz sprowadzone powierzchniowe i kontaktowe siªy i momenty. Wielko±ci
te caªkowicie charakteryzuj¡ powªok¦ z dynamicznego punktu widzenia. Ponadto,
lokalne równania ruchu ª¡cznie z dynamicznymi warunkami ubocznymi (brzego-
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wymi, pocz¡tkowymi i ci¡gªo±ci), wynikaj¡cymi z caªkowych zasad mechaniki,
stanowi¡ kompletny ukªad dynamicznych równa« pola i warunków ubocznych.
Natomiast charakterystyka kinematyczna powªoki jest jeszcze daleka od kom-
pletnej.

Jedynym poj¦ciem kinematycznym, przewijaj¡cym si¦ przez dotychczasowe
rozwa»ania, jest poj¦cie ruchu powierzchni podstawowej powªoki, który jest de�-
niowany w przestrzeni �zycznej E jako jednoparametrowa rodzina powierzchni
geometrycznych kawaªkami gªadkich M(t). Kinematyka powªoki, zdetermino-
wana jedynie przez kinematyk¦ jej powierzchni podstawowej, jest jednak zbyt
uboga w stosunku do wªasno±ci dynamicznych, w które wyposa»ona jest po-
wierzchnia M(t).

Lokalne równania równowagi dynamicznej, które mo»emy zapisa¢ w postaci
f̃ ≡ DivN + f − ṗ = 0,

(1.5.1)
c̃ ≡ DivM + ad−1(NFT − FN T) + c − (

ṡ + ~̇y × p
)

= 0

w ka»dym punkcie regularnym x ∈ M\Γ powierzchni podstawowej, stanowi¡
ukªad sze±ciu niezale»nych, skalarnych równa« ró»niczkowych cz¡stkowych. Rów-
nie» dynamiczne warunki brzegowe

ñ ≡ n∗ −N ν = 0, m̃≡m∗ −Mν = 0 (1.5.2)
oraz dynamiczne warunki ci¡gªo±ci

[Nν] = 0, [Mν] + [~y ×Nν] = 0 (1.5.3)
wymagaj¡ speªnienia sze±ciu niezale»nych skalarnych warunków, odpowiednio,
w punktach x ∈ ∂Mf cz¦±ci brzegu i w punktach x ∈ Γ zbioru kraw¦dzi po-
wierzchni podstawowej. Wydaje si¦ wi¦c naturalnym i rozs¡dnym oczekiwanie,
»e peªna charakterystyka kinematyczna powªoki, tak jak jej charakterystyka dy-
namiczna, powinna by¢ wynikiem wyprowadzenia spójnego z równaniami (1.5.1)�
(1.5.3). Nie powinna ona wynika¢ z dodatkowych zaªo»e« i postulatów kinema-
tycznych o przewidywanym rozkªadzie odksztaªce« lub napr¦»e« po grubo±ci ciaªa
powªokopodobnego, tak ch¦tnie u»ywanych w literaturze do formuªowania ró»-
nych wariantów teorii powªok.

Ju»Reissner [1974, 1982] zauwa»yª, »e za podstaw¦ formuªowania nieliniowej
statyki powªok regularnych wystarczy przyj¡¢ dwuwymiarowe równania równo-
wagi siª i momentów typu (1.5.1) (bez siª bezwªadno±ci). Postuluj¡c nast¦pnie
powierzchniow¡ zasad¦ pracy wirtualnej wykazano, »e energetycznie odpowia-
daj¡cymi tym równaniom równowagi powierzchniowe miary przemieszcze« i od-
ksztaªce« s¡ miarami zaproponowanymi w Simmonds i Danielson [1972]. Dla
szczególnej de�nicji powierzchni podstawowej, która jest powierzchni¡ wa»on¡
wedªug rozkªadu masy po grubo±ci powªoki w kon�guracji odksztaªconej, oraz dla
szczególnych postaci przekrojowych g¦sto±ci p¦du p(x , t) i momentu p¦du s(x , t),
odpowiednie równania dynamiki powªok typu (1.5.1) i (1.5.2) podali Libai i Sim-
monds [1983]. Przez bezpo±rednie caªkowanie po grubo±ci powªoki odpowiednich
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zasad termomechaniki o±rodka ci¡gªego, Simmonds [1984a] sformuªowaª ±cisªe
postacie czterech zasad termomechaniki powªok regularnych, obejmuj¡ce równie»
równania dynamiki powªok (1.5.1) i (1.5.2). Dla tych równa« dynamiki sformu-
ªowano spójne z nimi powierzchniowe miary odksztaªce« powªoki.

W ramach ogólnej mechaniki powªok, w tym rozdziale powy»sze wyniki roz-
szerzymy najpierw na nieregularne powªoki, modelowane powierzchniami kawaª-
kami gªadkimi, zakªadaj¡c jednak, »e podczas ruchu konstrukcji regularne pªaty
powªoki s¡ na sztywno zª¡czone wzdªu» zbioru kraw¦dzi.

W rozdziale 3 niektóre wyniki uzyskane tutaj dla powªok kawaªkami regu-
larnych rozszerzymy na ogóln¡ dynamik¦ tzw. powªok strukturalnych, zªo»onych
z powªok wielopªatowych i pr¦tów kawaªkami regularnych. W ramach takiego
ogólnego modelu konstrukcji in»ynierskich przedstawimy równie» podstawy mo-
delowania poª¡cze« mi¦dzy pªatami powªoki.

1.5.2. Konstrukcja to»samo±ci caªkowej
Oznaczmy przez v(x , t) i w(x , t) dwa dowolne pola wektorowe na powierzchni

podstawowej M , b¦d¡ce odwzorowaniami M × T w E. B¦dziemy jedynie zakªa-
dali, »e pola te s¡ ci¡gªe we wszystkich punktach regularnych M ª¡cznie z brze-
giem ∂M . Dopuszczamy jednak, »e pola te mog¡ nie by¢ ci¡gªe na stacjonarnym
zbiorze kraw¦dzi Γ ⊂ M powierzchni kawaªkami gªadkiej M , gdzie te pola nie s¡
w ogóle zde�niowane.

Rozwa»my wyra»enie

G(P, t;w) ≡
∫∫

Π\Γ

(
f̃ · v + c̃ ·w)

da +
∫

∂Π∩∂Mf

(
ñ · v + m̃ ·w)

dl, (1.5.4)

gdzie w ≡ (v ,w). Na mocy (1.5.1) i (1.5.2) mamy
t2∫

t1

{G(P, t;w)}dt = 0, (1.5.5)

dla dowolnego obszaru Π ⊂ M i ka»dego przedziaªu czasu [t1, t2]. Podane dalej
rozwa»ania mo»na traktowa¢ jako czysto formaln¡ konstrukcj¦ matematyczn¡,
w której pola wektorowe v i w nie musz¡ mie¢ »adnej interpretacji �zycznej.

Bior¡c pod uwag¦ de�nicje (1.5.1) siªy f̃ i momentu c̃, caªk¦ powierzchniow¡
w (1.5.4) mo»emy zapisa¢ w postaci∫∫

Π\Γ

(
f̃ · v + c̃ ·w)

da =
∫∫

Π\Γ

{
DivN · v + DivM ·w

+ ad−1(NFT − FN T) ·w}
da

+
∫∫

Π\Γ

(f · v + c ·w) da−
∫∫

Π\Γ

{
ṗ · v +

(
ṡ + ~̇y × p

) ·w}da. (1.5.6)
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Zaªó»my, »e pola wektorowe v(x , t) i w(x , t) oraz tensor przekrojowych siª
N (x , t) i tensor przekrojowych momentów M (x , t) speªniaj¡ zaªo»enia uogól-
nionego twierdzenia o dywergencji na powierzchni kawaªkami gªadkiej (p. 1.4.6).
Wówczas korzystaj¡c z (1.4.41)2 otrzymamy

∫∫

Π\Γ

(DivN ) · v da = −
∫∫

Π\Γ

N · ∆v da +
∫

Π∩Γ

[N ν · v ] dl

+
∫

∂Π\∂M

N ν · v dl +
∫

∂Π∩∂M

Nν · v dl,

∫∫

Π\Γ

(DivM ) ·w da = −
∫∫

Π\Γ

M · ∆w da +
∫

Π∩Γ

[Mν ·w ] dl

+
∫

∂Π\∂M

Mν ·w dl +
∫

∂Π∩∂M

Mν ·w dl.

(1.5.7)

Dopuszczamy tutaj, »e brzeg ∂Π rozwa»anej cz¦±ci Π ⊂ M powierzchni pod-
stawowej mo»e mie¢ cz¦±¢ wspóln¡ z cz¦±ci¡ brzegu ∂M caªej powierzchni M .
Podstawiaj¡c (1.5.7) do (1.5.6), otrzymujemy

∫∫

Π\Γ

(
f̃ ·v+c̃ ·w)

da = −
∫∫

Π\Γ

{
N · ∆v−(ad−1(NFT−FN T))·w+M · ∆w

}
da

+
∫

Π∩Γ

(
[Nν · v ] + [Mν ·w ]

)
dl

+
∫

∂Π\∂M

(
Nν · v +Mν ·w)

dl +
∫

∂Π∩∂M

(
Nν · v +Mν ·w)

dl

+
∫∫

Π\Γ

(
f · v + c ·w)

da−
∫∫

Π\Γ

{
ṗ · v +

(
ṡ + ~̇y × p

) ·w}da. (1.5.8)

Wykorzystuj¡c nast¦pnie de�nicje (1.5.2) siªy ñ i momentu m̃ , caªk¦ krzywoli-
niow¡ wzdªu» cz¦±ci ∂Mf brzegu w wyra»eniu (1.5.4) mo»emy zapisa¢ w postaci

∫

∂Π∩∂Mf

(
ñ · v + m̃ ·w)

dl =
∫

∂Π∩∂Mf

(
n∗ · v +m∗ ·w)

dl

−
∫

∂Π∩∂Mf

(
Nν · v +Mν ·w) dl. (1.5.9)
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Podstawiaj¡c teraz (1.5.9) i (1.5.8) do (1.5.4), otrzymujemy

G(P, t;w) = −
∫∫

Π\Γ

{
ṗ · v +

(
ṡ + ~̇y × p

) ·w
}

da

−
∫∫

Π\Γ

{
N · ∆v − (

ad−1(NFT − FN T)
) ·w +M · ∆w

}
da

+
∫∫

Π\Γ

(
f · v + c ·w)

da +
∫

∂Π∩∂Mf

(
n∗ · v +m∗ ·w)

dl

+
∫

Π∩Γ

(
[Nν · v ] + [Mν ·w ]

)
dl +

∫

∂Π\∂M

(
Nν · v +Mν ·w)

dl

+
∫∫

∂Π∩∂Md

(
Nν · v +Mν ·w)

dl. (1.5.10)

W przeksztaªceniach prowadz¡cych do (1.5.10) wykorzystali±my lokalne równania
ruchu (1.5.1) i dynamiczne warunki brzegowe (1.5.2), a ponadto »e ∂M = ∂Mf ∩
∂Md.

Je±li pola v(x , t) i w(x , t) s¡ ró»niczkowalne wzgl¦dem czasu w punktach
powierzchni M , w których s¡ okre±lone, wówczas

ṗ · v +
(
ṡ + ~̇y × p

) ·w =
d
dt

(p · v + s ·w)

+
(
~̇y × p

) ·w − p · v̇ − s · ẇ

=
d
dt

(p · v + s ·w)

− {
p · (

v̇ + ~̇y ×w
)

+ s · ẇ}
.

(1.5.11)

Pierwszy skªadnik w wyra»eniu (1.5.10) mo»na wi¦c zapisa¢ w postaci
∫∫

Π\Γ

{
ṗ · v +

(
ṡ + ~̇y × p

) ·w}
da =

d
dt

∫∫

Π\Γ

(p · v + s ·w) da

−
∫∫

Π\Γ

{
p · (

v̇ + ~̇y ×w
)

+ s · ẇ}
da. (1.5.12)

Wykorzystuj¡c (1.5.12) i caªkuj¡c wzgl¦dem czasu wyra»enie (1.5.10) w przedziale
[t1, t2], ostatecznie otrzymujemy



1.5. To»samo±¢ caªkowa i zasada pracy wirtualnej 75

t2∫

t1

{
G(P, t;w)

}
dt = −




∫∫

Π\Γ

(p · v + s ·w) da




t2

t1

+

t2∫

t1





∫∫

Π\Γ

{
p · (

v̇ + ~̇y ×w
)

+ s · ẇ}
da





dt

−
t2∫

t1





∫∫

Π\Γ

{
N · ∆v − (

ad−1(NFT − FN T)
) ·w +M · ∆w

}
da





dt

+

t2∫

t1





∫∫

Π\Γ

(f · v + c ·w) da +
∫

∂Π∩∂Mf

(
n∗ · v +m∗ ·w)

dl





dt

+

t2∫

t1





∫

∂Π\∂M

(
Nν · v +Mν ·w)

dl





dt

+

t2∫

t1





∫

∂Π∩∂Md

(Nν · v +Mν ·w) dl





dt

+

t2∫

t1





∫

Π∩Γ

(
[Nν · v ] + [Mν ·w ]

)
dl



dt. (1.5.13)

Dla uproszczenia zapisu i pó¹niejszej interpretacji �zycznej, zapiszmy (1.5.13)
w zwartej formie

t2∫

t1

{
G(P, t;w)

}
dt = −




∫∫

Π\Γ

(p · v + s ·w) da




t2

t1

+

t2∫

t1

{
Gd(P, t;w)−Gi(P, t;w) + Ge(P, t;w)

+ Gk(P, t;w) + Gb(P, t;w) + GΓ (P, t;w)
}

dt, (1.5.14)
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gdzie wprowadzili±my nast¦puj¡ce oznaczenia:

Gd(P, t;w) ≡
∫∫

Π\Γ

{
p · (

v̇ + ~̇y ×w
)

+ s · ẇ}da,

Gi(P, t;w) ≡
∫∫

Π\Γ

{
N · ∆v − (

ad−1(NFT − FN T)
) ·w +M · ∆w}da,

Ge(P, t;w) ≡
∫∫

Π\Γ

(
f · v + c ·w)

da +
∫

∂Π∩∂Mf

(
n∗ · v +m∗ ·w)

dl,

Gk(P, t;w) ≡
∫

∂Π\∂M

(
Nν · v +Mν ·w)

dl,

Gb(P, t;w) ≡
∫

∂Π∩∂Md

(
Nν · v +Mν ·w)

dl,

GΓ (P, t;w) ≡
∫

Π∩Γ

(
[Nν · v ] + [Mν ·w ]

)
dl.

(1.5.15)

Oznaczaj¡c przez W (x , t) = adw(x , t) tensor sko±nie symetryczny, którego
wektorem osiowym jest w(x , t), mamy

ad−1(NFT − FN T) ·w =
1
2
(NFT − FN T) ·W = N ·WF . (1.5.16)

Wówczas wyra»enie Gi(P, t;w) mo»na zapisa¢ w postaci

Gi(P, t;w) ≡
∫∫

Π\Γ

w da, (1.5.17)

gdzie w(x , t) jest funkcj¡ skalarn¡ zde�niowan¡ nast¦puj¡co:
w ≡ N · ∆v − {ad−1(NFT − FN T)} ·w +M · ∆w

= N · (

∆v −WF ) +M · ∆w . (1.5.18)
Poniewa» zachodzi (1.5.5), wynikiem tych formalnych rozwa»a« jest wi¦c nast¦-
puj¡ca to»samo±¢ caªkowa:

t2∫

t1

{
Gd(P, t;w)−Gi(P, t;w) + Ge(P, t;w) + Gk(P, t;w) + Gb(P, t;w)

+ GΓ (P, t;w)
}

dt−




∫∫

Π\Γ

(p · v + s ·w) da




t2

t1

= 0. (1.5.19)
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To»samo±¢ caªkowa (1.5.19) wyra»a nast¦puj¡ce twierdzenie: je±li speªnione s¡
lokalne równania równowagi dynamicznej (1.5.1) i dynamiczne warunki brzegowe
(1.5.2), to równanie (1.5.19) jest speªnione to»samo±ciowo dla ka»dych dwóch
pól wektorowych v(x , t) i w(x , t), speªniaj¡cych zaªo»one warunki regularno±ci.
Twierdzenie odwrotne jest równie» prawdziwe, co ªatwo udowodni¢ powtarzaj¡c
caªe post¦powanie w odwrotnej kolejno±ci.

To»samo±¢ (1.5.19) otrzymali±my na drodze czysto formalnych przeksztaªce«
matematycznych, wprowadzaj¡c dwa dowolne pola wektorowe, którym nie przy-
pisali±my dot¡d »adnego znaczenia �zycznego. Wobec tego, równie» równaniu
(1.5.19) nie mo»emy przypisywa¢ na razie okre±lonego sensu �zycznego.

1.5.3. Zasada pracy wirtualnej
To»samo±¢ caªkowa (1.5.19) jest sªuszna, w szczególno±ci, dla caªej powªoki

wielopªatowej, tzn. gdy P ≡ S.
Pola v(x , t) i w(x , t) mo»emy równie» zinterpretowa¢, w szczególno±ci, jako

kinematycznie dopuszczalne pola wirtualnych przesuni¦¢ i obrotów, speªniaj¡ce
warunki v(x , t) = w(x , t) = 0 na ∂Md. Wtedy Gb(S, t;w) = 0, a z de�nicji
(1.5.15)4 otrzymamy Gk(S, t;w) ≡ 0. Wyra»eniu Ge(S, t;w) z (1.5.15)3 mo»na
teraz nada¢ sens �zyczny zewn¦trznej pracy wirtualnej, wykonanej przez obci¡»e-
nia powierzchniowe i brzegowe, a wyra»eniu Gi(S, t;w) sens �zyczny wewn¦trznej
pracy wirtualnej, w którym ∆v −WF i ∆w mog¡ by¢ teraz interpretowane jako
wirtualne miary odksztaªce« powªoki energetycznie spójne z miarami napr¦»e«
N i M . Przy takiej interpretacji pól v(x , t) i w(x , t) oraz wyra»e« Ge(S, t;w)
i Gi(S, t;w), to»samo±¢ caªkowa (1.5.19) wyra»a nast¦puj¡c¡ zasad¦ pracy wir-
tualnej dla caªej powªoki, nazywan¡ równie» zasad¡ prac przygotowanych:

t2∫

t1

{Gd(S, t;w)−Gi(S, t;w) + Ge(S, t;w) + GΓ (S, t;w)}dt

−




∫∫

M\Γ

(p · v + s ·w) da




t2

t1

= 0, (1.5.20)

gdzie teraz

Gd(S, t;w) ≡
∫∫

M\Γ

{
p · (

v̇ + ~̇y ×w
)

+ s · ẇ}
da,

(1.5.21)
Gi(S, t;w) ≡

∫∫

M\Γ

{N · (

∆v −WF ) +M · ∆w}da,
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Ge(S, t;w) ≡
∫∫

M\Γ

(f · v + c ·w) da +
∫

∂Mf

(
n∗ · v +m∗ ·w)

dl,

(1.5.21)
[cont.]

GΓ (S, t;w) ≡
∫

M∩Γ

(
[Nν · v ] + [Mν ·w ]

)
dl.

Zasada pracy wirtualnej (1.5.20) zostaªa tutaj sformuªowana dla ogólnego
przypadku dynamiki powªoki wielopªatowej o powierzchni podstawowej M ka-
waªkami gªadkiej, przy dopuszczeniu nieci¡gªej deformacji ~y(x , t) powierzchni
podstawowej powªoki i nieci¡gªych pól wirtualnych przemieszcze« w = (v ,w) na
stacjonarnej krzywej osobliwej Γ .

Dla rozwa»anej tu kawaªkami gªadkiej powierzchni podstawowej mo»emy do-
datkowo zaªo»y¢ ci¡gªo±¢ funkcji ruchu na Γ , tzn. [~y ] = 0. Przy tym zaªo»eniu
dynamiczne warunki ci¡gªo±ci upraszczaj¡ si¦ do postaci (1.4.62). Mo»emy po-
nadto zaªo»y¢, »e równie» wirtualne pola wektorowe przesuni¦¢ v i obrotów w
s¡ ci¡gªe na caªej powierzchni M , tzn. [v ] = 0 i [w ] = 0 wzdªu» Γ . Przez te
dodatkowe zaªo»enia wykluczamy mo»liwo±¢ pojawienia si¦ nieci¡gªej deformacji
podczas ruchu powªoki, zarówno typu p¦kni¦cia (nieci¡gªo±¢ translacyjna) jak
i typu zªamania (nieci¡gªo±¢ obrotowa) powierzchni podstawowej wzdªu» krzywej
osobliwej Γ . Przy tych dodatkowych zaªo»eniach

[Nν · v ] + [Mν ·w ] = [Nν] · v + [Mν] ·w = 0 (1.5.22)

na mocy uproszczonych dynamicznych warunków ci¡gªo±ci (1.4.62). Wtedy
z (1.5.22) i (1.5.15) wynika, »e równie» GΓ (S, t;w) = 0. W tym szczególnym
przypadku zasada pracy wirtualnej (1.5.20) upraszcza si¦ do postaci

t2∫

t1

{Gd(S, t;w)−Gi(S, t;w) + Ge(S, t;w)}dt

−




∫∫

M\Γ

(p · v + s ·w) da




t2

t1

= 0, (1.5.23)

gdzie poszczególne czªony s¡ okre±lone przez (1.5.21) przy teraz ci¡gªej funkcji
ruchu ~y(x , t) i ci¡gªych polach wirtualnych przemieszcze« v(x , t) i w(x , t) na
caªej powierzchni podstawowej M , ª¡cznie ze zbiorem kraw¦dzi Γ .

Istotn¡ zalet¡ zasady pracy wirtualnej (1.5.20) lub (1.5.23) jest to, »e lokalne
równania ruchu i dynamiczne warunki brzegowe s¡ tu wyra»one w równowa»-
nej postaci za pomoc¡ jednego wyra»enia caªkowego. Zasada pracy wirtualnej
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stanowi dobry punkt wyj±cia do formuªowania zasad wariacyjnych ogólnej nieli-
niowej mechaniki powªok, zarówno globalnych jak i przyrostowych, które z ko-
lei stanowi¡ podstaw¦ analizy numerycznej zagadnie« pocz¡tkowo�brzegowych
mechaniki powªok metod¡ elementów sko«czonych (patrz cz¦±¢ II tej ksi¡»ki).

1.6. Kinematyka powªoki i kinematyczne warunki uboczne

1.6.1. Pr¦dko±ci rzeczywiste powªoki

Sformuªowana w p. 1.5.2 to»samo±¢ caªkowa (1.5.19) jest konsekwencj¡ caª-
kowych zasad zachowania p¦du (1.3.18) i momentu p¦du (1.3.19) powªoki, które
z kolei s¡ ±cisª¡ implikacj¡ zasad zachowania mechaniki o±rodka ci¡gªego. W tym
sensie sformuªowan¡ to»samo±¢ (1.5.19) mo»emy traktowa¢ jako wiarygodny etap
po±redni na drodze do zbudowania kompletnej teorii powªok.

To»samo±¢ (1.5.19) jest speªniona dla dowolnych pól wektorowych v(x , t)
i w(x , t), speªniaj¡cych wymagane warunki regularno±ci. W szczególno±ci, musi
by¢ ona speªniona równie» dla ruchu rzeczywistego powªoki. Wówczas dowolne
pole wektorowe v(x , t) mo»emy uto»sami¢ z rzeczywistym polem pr¦dko±ci υ(x , t)
powierzchni podstawowej, a dowolne pole wektorowew(x , t) z rzeczywistym (cho-
cia» na razie nieokre±lonym) polem pr¦dko±ci obrotowej przekroju poprzecznego
powªoki, oznaczanym zwykle przez ω(x , t).

Wprowadzaj¡c formalne podstawienia

v(x , t) ≡ υ(x , t), w(x , t) ≡ ω(x , t), (1.6.1)

wyra»enie (1.5.5), które stanowiªo punkt wyj±cia do sformuªowania to»samo±ci
(1.5.19), przyjmuje teraz posta¢

t2∫

t1





∫∫

Π\Γ

(f̃ · υ + c̃ · ω) da +
∫

∂Π∩∂Mf

(ñ · υ + m̃ · ω) dl





dt = 0. (1.6.2)

W (1.6.2), f̃ (x , t) i ñ(x , t) maj¡ �zyczny wymiar siªy, odpowiednio na jed-
nostk¦ powierzchni i jednostk¦ dªugo±ci, a υ(x , t) ma �zyczny wymiar pr¦dko±ci.
Dlatego iloczyny skalarne f̃ ·υ oraz ñ ·υ maj¡ �zyczny wymiar mocy (pr¦dko±ci
wykonywania pracy). Podobnie, c̃(x , t) i m̃(x , t) w (1.6.2) maj¡ �zyczny wymiar
momentu, odpowiednio na jednostk¦ powierzchni i jednostk¦ dªugo±ci, a iloczyny
skalarne c̃ ·ω oraz m̃ ·ω musz¡ mie¢ równie» �zyczny wymiar mocy. W rezultacie,
wektor ω(x , t) musi rzeczywi±cie mie¢ �zyczny wymiar pr¦dko±ci obrotowej.
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W ruchu rzeczywistym powªoki to»samo±¢ (1.5.19) przyjmuje posta¢

t2∫

t1





∫∫

Π\Γ

{
p · (

υ̇ + ~̇y × ω
)

+ s · ω̇
}
da−

∫∫

Π\Γ

σ da + Ge(P, t; v)





dt

−




∫∫

Π\Γ

(p · υ + s · ω) da




t2

t1

+

t2∫

t1





∫

∂Π\∂M

(Nν · υ +Mν · ω) dl + Gb(P, t; v) + GΓ (P, t; v)





dt = 0, (1.6.3)

gdzie

Ge(P, t; v) ≡
∫∫

Π\Γ

(f · υ + c · ω) da +
∫

∂Π∩∂Mf

(n∗ · υ +m∗ · ω) dl,

Gb(P, t; v) ≡
∫

∂Π∩∂Md

(Nν · υ +Mν · ω) dl, (1.6.4)

GΓ (P, t; v) ≡
∫

Π∩Γ

{
[Nν · υ] + [Mν · ω]

}
dl,

natomiast pole skalarne σ(x , t) otrzymamy, podstawiaj¡c (1.6.1) do (1.5.18):

σ ≡ N · ∆

υ − ad−1(NFT − FN T) · ω +M · ∆

ω

= N · (

∆

υ −ΩF ) +M · ∆

ω. (1.6.5)

Tutaj Ω(x , t) = adω(x , t) jest tensorem sko±nie symetrycznym pr¦dko±ci obro-
towej, którego wektorem osiowym jest ω(x , t).

Przy podstawieniu (1.6.1) do (1.6.2) druga caªka w wynikaj¡cej to»samo±ci
(1.6.3) ma teraz sens �zyczny efektywnej mocy (pr¦dko±ci pracy), wykonywanej
przez przekrojowe miary napr¦»e« wewn¦trznych powªoki. W tym kontek±cie pole
skalarne σ(x , t) przyjmuje sens �zyczny powierzchniowej g¦sto±ci efektywnej mocy
miar napr¦»e« powªoki.

1.6.2. Chwilowe kon�guracje powªoki
Wykorzystuj¡c wyniki rozwa»a« poprzedniego podrozdziaªu, mo»na teraz przy-

st¡pi¢ do wyja±nienia struktury kinematycznej powªoki, jako dwuwymiarowego
kontinuum materialnego. Poszukiwana struktura kinematyczna musi bowiem by¢
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Rys. 1.6.1. Pola pr¦dko±ci powªoki.

zgodna ze struktur¡ dynamiczn¡, która jest jednoznacznie zdeterminowana przez
zasady zachowania mechaniki.

Je±li ruch powierzchni podstawowej powªoki wzgl¦dem dowolnie wybranej
kon�guracji odniesienia M jest opisany odwzorowaniem χ(., t) : M → M(t), to
υ(x , t) i ω(x , t) nale»y rozumie¢ jako pola okre±lone na M(t) i zde�niowane na-
st¦puj¡co:

υ(χ(x , t), t), ω(χ(x , t), t), (1.6.6)
gdzie y = χ(x , t) jest miejscem w przestrzeni �zycznej, zajmowanym przez
cz¡stk¦ powierzchni podstawowej M(t) w kon�guracji aktualnej, a x ∈ M jest
miejscem tej samej cz¡stki, zajmowanym w kon�guracji odniesienia.

Pola υ(x , t) i ω(x , t) musz¡ by¢ ró»niczkowalne wzgl¦dem obu argumentów
dla prawie wszystkich x ∈ M i prawie wszystkich chwil t. Wniosek ten wynika
z konstrukcji to»samo±ci caªkowej, prowadz¡cej do (1.5.19), co �zycznie gwaran-
tuje energetyczn¡ zgodno±¢ kinematyki powªoki z zasadami mechaniki, wyra»o-
nymi w postaci caªkowo-impulsowej. Jest to istotny wynik naszych dotychczaso-
wych rozwa»a«, do którego b¦dziemy powracali w dalszej cz¦±ci ksi¡»ki.

1.6.3. Rzeczywisty ruch powªoki
Sens kinematyczny pola υ(x , t) jest oczywisty: jest to pole pr¦dko±ci cz¡-

stek powierzchni podstawowej powªoki podczas jej ruchu. W szczególno±ci, je±li
ruch powierzchni podstawowej jest opisany wektorem wodz¡cym ~y(x , t), to pole
pr¦dko±ci υ(x , t) jest okre±lone przez pochodn¡ ~y(x , t) wzgl¦dem czasu:

d
dt

~y(x , t) = υ(x , t). (1.6.7)

Tak wi¦c, υ(x , t) w ka»dej chwili t jest wektorem stycznym do trajektorii (krzywej
w przestrzeni �zycznej) ruchu cz¡stki powierzchni podstawowej, która w kon�-
guracji odniesienia zajmowaªa miejsce x ∈ M (zob. rys. 1.6.1).
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Mo»na jednak przyj¡¢ równie» odmienny punkt widzenia. Zaªó»my miano-
wicie, »e nie wektor wodz¡cy ~y(x , t), lecz pole pr¦dko±ci υ(x , t) jest wielko±ci¡
znan¡. Wówczas problem opisu rzeczywistego ruchu powierzchni podstawowej
sprowadza si¦ do znalezienia odwzorowania ~y : M × T → E, speªniaj¡cego li-
niowe równanie ró»niczkowe pierwszego rz¦du (1.6.7). Przy dowolnie ustalonym
x ∈ M , ogólne rozwi¡zanie równania (1.6.7) ma posta¢

~y(x , t) =

t∫

0

υ(x , τ) dτ + υ0(x ), (1.6.8)

gdzie υ0(x ) = υ(x , 0) jest pr¦dko±ci¡ cz¡stek M(t) w dowolnie ustalonej chwili
pocz¡tkowej (tutaj przyj¦to t = 0, odpowiadaj¡c¡ kon�guracji odniesienia).

W podobny sposób, traktuj¡c jako znane pole pr¦dko±ci obrotowej ω(x , t),
lub równowa»ne mu pole tensorów sko±nie symetrycznych Ω(x , t) = adω(x , t),
poszukajmy takiego odwzorowania T : M × T → E ⊗E, które speªnia równanie
ró»niczkowe

d
dt
T (x , t) = Ω(x , t)T (x , t). (1.6.9)

Przy dowolnie ustalonym x ∈ M , jest to liniowe równanie ró»niczkowe zwyczajne
pierwszego rz¦du, podobne do (1.6.7). Z teorii takich równa« ró»niczkowych wy-
nika, »e ogólnym rozwi¡zaniem (1.6.9) jest tensor nieosobliwy T (x , t) maj¡cy
reprezentacj¦

T (x , t) = Q(x , t)T 0(x ), (1.6.10)
gdzie Q(x , t) jest tensorem obrotu, detQ = +1, Q−1 = QT, a T 0(x ) tensorem
nieosobliwym ju» niezale»nym od czasu. Tensory nieosobliwe T (x , t) i T 0(x ),
speªniaj¡ce detT 6= 0 i detT 0 6= 0, mog¡ by¢ nazwane tensorami struktury
powªoki, odpowiednio, w kon�guracji aktualnej i kon�guracji odniesienia.

Uwzgl¦dniaj¡c »e Ṫ = Q̇T 0 i T−1 = T−1
0 QT, otrzymamy

ṪT−1 = Q̇QT = Ω. (1.6.11)
Mo»na wykaza¢, »e aby równania ró»niczkowe (1.6.7) i (1.6.9) miaªy rozwi¡za-

nia (1.6.8) i (1.6.10), potrzeba i wystarcza aby pola υ(x , t) i ω(x , t) byªy jedynie
ci¡gªe w sensie Lipschitza na M × T , a nie klasy C1, jak to si¦ zwykle zakªada.

Poniewa» υ(x , t) i ω(x , t) s¡ jedynymi polami w (1.6.2) energetycznie sprz¦-
»onymi ze ±cisªymi zale»no±ciami mechaniki powªok, pola ~y(x , t) i T (x , t) caªko-
wicie opisuj¡ ruch powªoki w przestrzeni �zycznej. St¡d wynika, »e modelem kine-
matycznym powªoki, energetycznie spójnym ze ±cisªymi równaniami mechaniki,
jest dwuwymiarowe kontinuum materialne, którego kon�guracja przestrzenna
w ka»dej chwili t ∈ T jest caªkowicie okre±lona przez powierzchni¦ podstawow¡
M(t) = χ(M, t) i dodatkowe pole tensorów struktury T (x , t) okre±lone na tej
powierzchni. W szczególno±ci, powierzchnia podstawowa M i niezale»ne od czasu
pole tensorów struktury T 0(x ) caªkowicie okre±laj¡ kon�guracj¦ odniesienia po-
wªoki.
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1.6.4. Wektor przesuni¦cia i wektory kierunkowe
Do opisu ruchu powªoki potrzeba wi¦c dwóch odwzorowa«: ~y(x , t) i T (x , t).

Wyra»one przez wektor przesuni¦cia u(x , t) powierzchni podstawowej i tensor
obrotu Q(x , t), odwzorowania te mo»emy zapisa¢ w postaci

~y(x , t) = ~x (x ) + u(x , t), T (x , t) = Q(x , t)T 0(x ). (1.6.12)

Poniewa» T 0(x ) jest tensorem nieosobliwym, mo»na go równowa»nie wyrazi¢
poprzez trójk¦ liniowo niezale»nych wektorów

{
t0
i (x )

} ≡ {
t0
1(x ), t0

2(x ), t0
3(x )}, i = 1, 2, 3. (1.6.13)

Wektory t0
i (x ) zwane s¡ wektorami kierunkowymi kon�guracji odniesienia po-

wªoki.
Podobnie, tensor T (y , t) mo»na wyrazi¢ poprzez trójk¦ liniowo niezale»nych

wektorów kierunkowych {t i(y , t)}, zwi¡zanych z punktami y ∈ M(t) powierzchni
podstawowej w kon�guracji aktualnej, przy czym y = χ(x , t). Dlatego trójk¦
wektorów {t i} i tensor T mo»emy traktowa¢ równie» jako pola okre±lone na M ,
co zapisujemy w postaci {t i(x , t)} i T (x , t).

Rys. 1.6.2. Pole przesuni¦¢ i wektory kierunkowe.

Do dalszych rozwa»a« wygodnie jest wprowadzi¢ trójki wektorów odwrotnych
{t i

0(x )} i {t i(x , t)}, speªniaj¡cych warunki

t i
0(x ) · t0

j (x ) = δi
j , t i(x , t) · t j(x , t) = δi

j , i, j = 1, 2, 3. (1.6.14)

Mi¦dzy wprowadzonymi tu trójkami wektorów kierunkowych istnieje nast¦puj¡ca
prosta zale»no±¢, wynikaj¡ca z (1.6.10):

t i(x , t) = Q(x , t)t0
i (x ), t i(x , t) = Q(x , t)t i

0(x ), (1.6.15)

Poniewa» Q(x , t) jest tensorem obrotu, to

t i(x , t) · t i(x , t) = t0
i (x ) · t0

i (x ), t i(x , t) · t i(x , t) = t i
0(x ) · t i

0(x ). (1.6.16)
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Tak wi¦c, zarówno wektory t i(x , t) jak i wektory t i(x , t) zachowuj¡ swoje pier-
wotne dªugo±ci i wzajemne k¡ty podczas ruchu powªoki.

Ró»niczkuj¡c (1.6.15) wzgl¦dem czasu i uwzgl¦dniaj¡c (1.6.11), otrzymamy

ṫ i = Q̇t0
i = ΩQt0

i = Ωt i = ω × t i. (1.6.17)

Ponadto, tensor obrotu Q(x , t) mo»na zapisa¢ w postaci

Q(x , t) = t i(x , t)⊗ t i
0(x ) = t i(x , t)⊗ t0

i (x ). (1.6.18)

Z ró»niczkowania (1.6.18) wzgl¦dem czasu i zale»no±ci (a ⊗ b)T = b ⊗a obowi¡-
zuj¡cej dla dowolnych dwóch wektorów a i b wynika, »e

Q̇ = ṫ i ⊗ t i
0 = ṫ i ⊗ t0

i , QT = t i
0 ⊗ t i = t0

i ⊗ t i. (1.6.19)

St¡d tensor pr¦dko±ci obrotowej Ω(x , t), wyra»ony przez wektory kierunkowe,
przyjmuje posta¢

Ω = Q̇QT =
(
ṫ i ⊗ t i

0

)(
t0
j ⊗ t j

)
=

(
ṫ i ⊗ t0

i

)(
t j
0 ⊗ t j

)

= ṫ i ⊗ t i = ṫ i ⊗ t i. (1.6.20)

Poniewa» jednak Ω jest tensorem sko±nie symetrycznym, otrzymamy równie»

Ω =
1
2
(
ṫ i ∧ t i

)
=

1
2
(
ṫ i ∧ t i

)
, (1.6.21)

a wektor pr¦dko±ci obrotowej, wyra»ony przez pochodne po czasie wektorów kie-
runkowych, przyjmuje posta¢

ω =
1
2
ad−1

(
ṫ i ∧ t i

)
= −1

2
ṫ i × t i

=
1
2
ad−1

(
ṫ i ∧ t i

)
= −1

2
ṫ i × t i. (1.6.22)

Tutaj wykorzystali±my wªasno±¢ ad−1(a ∧ b) = −a × b, sªuszn¡ dla dowolnych
dwóch wektorów a i b.

1.6.5. Reprezentacja materialna pola pr¦dko±ci obrotowej
Jedn¡ z najbardziej charakterystycznych cech rozwa»anej ogólnej mechaniki

powªok jest pojawienie si¦ tensora obrotu Q(x , t) jako niezale»nej zmiennej ki-
nematycznej. Ma to szereg konsekwencji, zarówno dla samej teorii powªok, jak
i dla metod rozwi¡zywania zada« równowagi, stateczno±ci i dynamiki konstrukcji
powªokowych.
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Poniewa» Q(x , t) jest tensorem obrotu, musi speªnia¢ nast¦puj¡ce warunki:

Q(x , t)Q(x , t)T = Q(x , t)TQ(x , t) = 1. (1.6.23)

Ró»niczkuj¡c (1.6.23) wzgl¦dem czasu z uwzgl¦dnieniem (1.6.11), pochodn¡
Q(x , t) mo»na zapisa¢ w jednej z dwóch postaci

Q̇(x , t) = Ω(x , t)Q(x , t) = Q(x , t)Ω(x , t), (1.6.24)

gdzie Ω i Ω to tensory sko±nie symetryczne. Oznaczaj¡c przez ω i ωωω wektory
osiowe odpowiednich tensorów Ω i Ω, mamy

Ω = Q̇QT = adω, Ω = QTQ̇ = adωωω. (1.6.25)

Z (1.6.24) wynikaj¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

Ω = QΩQT, ω = Qωωω, (1.6.26)

z których druga jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡ pierwszej i podstawowej wªasno-
±ci odwzorowania ad : E → E ∧ E. Pochodne wektorów kierunkowych wzgl¦dem
czasu mo»emy teraz zapisa¢ w postaci

ṫ i = Q̇t0
i = QΩt0

i = Q(ωωω× t0
i ). (1.6.27)

Tensor Ω i jego wektor osiowy ω okre±laj¡ pr¦dko±¢ obrotow¡ powªoki w re-
prezentacji przestrzennej, natomiast tensor Ω i jego wektor osiowy ωωω okre±laj¡
t¦ sam¡ pr¦dko±¢ obrotow¡ powªoki w reprezentacji materialnej.

Ta dwoisto±¢ opisu pr¦dko±ci ruchu obrotowego, znana w mechanice anali-
tycznej ciaªa sztywnego (por. np. Arnold [1981]), ma gª¦bokie konsekwencje
równie» w mechanice powªok. W szczególno±ci, wszystkie zale»no±ci mechaniki
powªok mog¡ by¢ przedstawione równowa»nie albo w reprezentacji przestrzennej,
albo w reprezentacji materialnej. W dotychczasowych rozwa»aniach dynamicz-
nych u»ywali±my ró»nych zale»no±ci i pól formuªowanych jedynie w reprezentacji
przestrzennej. Jednak w rozwa»aniach kinematycznych ta dwoisto±¢ formuªowa-
nia mechaniki powªok staje si¦ istotna, poniewa» niektóre pola i zale»no±ci kine-
matyczne maj¡ dobr¡ interpretacj¦ �zyczn¡ wªa±nie w reprezentacji materialnej,
a nie w reprezentacji przestrzennej.

1.6.6. Wektory kierunkowe
Tensor T 0(x ), a wi¦c i wektory kierunkowe {t i

0(x )} w kon�guracji odniesienia
powªoki, mo»na wybra¢ w zasadzie dowolnie i na wiele ró»nych sposobów. Na
przykªad, mo»emy zaªo»y¢

t0
i (x ) = T 0(x )ei, i = 1, 2, 3, (1.6.28)
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gdzie {ei} jest ustalon¡ baz¡ ortonormaln¡ w przestrzeni �zycznej. Trójka {t i
0(x )}

nie musi tworzy¢ bazy ortonormalnej, poniewa» T 0(x ) jest dowolnym tensorem
nieosobliwym, nie koniecznie tensorem obrotu.

W przypadku przyj¦cia (1.6.28), baza w kon�guracji aktualnej dana jest jako
t i(x , t) = Q(x , t)t0

i (x ) = Q(x , t)T 0(x )ei

= T (x , t)ei. (1.6.29)

Rys. 1.6.3. De�nicje wektorów kierunkowych wzgl¦dem bazy globalnej.

Rys. 1.6.4. De�nicja wektora kierunkowego t0 stycznie do wªókna po grubo±ci powªoki.

Mówi¡c o powªoce, mamy na my±li dwuwymiarowe kontinuum materialne,
czyli model matematyczny ciaªa trójwymiarowego, maj¡cego dobrze zde�niowan¡
grubo±¢. Je±li tensor T 0 jest reprezentowany poprzez trójk¦ {t0

i }, to wygodnie
jest przyj¡¢, »e jeden z wektorów, np. t0

3(x ) ≡ t0(x ), jest skierowany wzdªu»
wªókna po grubo±ci powªoki.

Zarówno tensor T 0(x ), jak i trójka {t0
i } musz¡ by¢ okre±lone w ka»dym punk-

cie powierzchni M , ª¡cznie z brzegiem ∂M i zbiorem kraw¦dzi Γ .
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1.6.7. Kinematyczne warunki brzegowe
Z zaªo»enia pola υ(x , t) i ω(x , t) maj¡ ci¡gªe przedªu»enia analityczne do

brzegu ∂M , z wyj¡tkiem by¢ mo»e sko«czonej liczby punktów dyskretnych. Za-
ªo»enie to byªo wykorzystane przy konstrukcji to»samo±ci caªkowej.

Z rozwa»a« przeprowadzonych w poprzednich punktach tego podrozdziaªu
wynika, »e brzeg powªoki ∂M w kon�guracji odniesienia jest równie» caªkowicie
opisany wektorem wodz¡cym ~x (x ) i polem tensorów struktury T 0(x ), x ∈ ∂M ,
a deformacja brzegu jest okre±lona przez

~y(x , t) = ~x (x ) + u(x , t), T (x , t) = Q(x , t)T 0(x ), (1.6.30)

gdzie teraz x = x (s). Wzdªu» cz¦±ci ∂Mf brzegu ∂M speªnione s¡ dynamiczne
warunki brzegowe (1.4.60). Natomiast kinematyczne warunki brzegowe na cz¦±ci
komplementarnej ∂Md = ∂M\∂Mf brzegu przyjmuj¡ posta¢

~y(x , t) = ~y∗(x , t), T (x , t) = T ∗(x , t), (1.6.31)

gdzie ~y∗ i T ∗ s¡ danymi funkcjami na cz¦±ci brzegu ∂Md.
Poniewa» brzeg ∂Md jest opisany przez wektor wodz¡cy ~x (x ) i dany tensor

T 0(x ), z (1.6.30) wynika, »e warunki brzegowe (1.6.31) mo»na równie» zapisa¢
w równowa»nej postaci

u(x , t) = u∗(x , t), Q(x , t) = Q∗(x , t), (1.6.32)

gdzie u∗ i Q∗ s¡ danymi funkcjami.
Funkcje, po prawej stronie równa« (1.6.32), powinny by¢ energetycznie rów-

nowa»ne zadaniu trójwymiarowego warunku brzegowego ~y(x, t) = ~y∗(x, t) na

Rys. 1.6.5. De�nicja wektorów kierunkowych na brzegu w kon�guracji odniesienia powªoki.
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x ∈ ∂B′
d. To oznacza, »e praca na ∂Md wewn¦trznych reakcji siª i momentów

przekrojowych nν = Nν, mν = Mν, wykonana na polach u∗, Q∗, powinna by¢
taka sama jak praca na ∂B′

d wewn¦trznej reakcji wektora napr¦»e« tn = Tn∗,
wykonana na polu u(x, t) = u∗(x, t), gdzie u(x, t) = ~y(x, t) − ~x(x) jest trójwy-
miarowym wektorem przesuni¦cia.

Ró»ne zagadnienia pocz¡tkowo-brzegowe mechaniki powªok wymagaj¡ zada-
nia na brzegu ∂M ró»nych parami rozª¡cznych kombinacji sze±ciu skªadowych dy-
namicznych (1.4.60) i/lub kinematycznych (1.6.32) warunków brzegowych w bazie
lokalnej ν, τ , n brzegu ∂M . W przypadku takich na ogóª mieszanych warunków
brzegowych, podziaª brzegu ∂M na rozª¡czne cz¦±ci ∂Mf i ∂Md nale»y rozu-
mie¢ jako dokonany dla ka»dej z tych sze±ciu energetycznie spójnych skªadowych
dynamicznych i/lub kinematycznych warunków brzegowych.

1.7. Ogólna teoria odksztaªce« w powªokach

1.7.1. Uwagi wst¦pne

Po opisaniu kinematyki powªoki, nast¦pnym, logicznym krokiem na drodze
do sformuªowania kompletnej teorii powªok b¦dzie opis jej lokalnej deformacji
i odksztaªce«.

W mechanice o±rodków ci¡gªych poj¦cia lokalnej deformacji i odksztaªcenia
s¡ poj¦ciami czysto geometrycznymi, caªkowicie niezale»nymi od wªasno±ci dy-
namicznych ciaªa. Jednak opis deformacji i odksztaªce« w powªokach ró»ni si¦
istotnie od ich opisu w ciaªach trójwymiarowych. Wynika to z trzech powodów:

1. Powªoka jest reprezentowana przez dwuwymiarowe kontinuum, którego
kon�guracje przestrzenne s¡ powierzchniami w trójwymiarowej przestrzeni
euklidesowej. Natomiast kon�guracje przestrzenne ciaªa trójwymiarowego
s¡ obszarami tej przestrzeni.

2. Geometria kon�guracji przestrzennych powierzchni podstawowej powªoki
nie jest geometri¡ euklidesow¡ (cech¡ charakterystyczn¡ powierzchni jest
jej krzywizna). Natomiast geometria ka»dej kon�guracji przestrzennej ciaªa
trójwymiarowego jest taka sama jak otaczaj¡cej j¡ przestrzeni, czyli eukli-
desowa.

3. Powªoka ma dodatkow¡ wewn¦trzn¡ struktur¦ kinematyczn¡, zwi¡zan¡
z orientacj¡ cz¡stek materialnych jej powierzchni podstawowej6, wyra»on¡
tensorem struktury. Natomiast cz¡stki materialne ciaªa trójwymiarowego

6Ta uwaga dotyczy zarówno rozwa»anej tutaj teorii powªok jak i wielu innych wariantów
teorii powªok rozwa»anych w literaturze. W niektórych wariantach, np. w teorii typu Kirchho�a-
Love'a, cz¡stki materialne powªoki nie maj¡ dodatkowej struktury kinematycznej (por. podroz-
dziaªy 3.6 i 3.7).



1.7. Ogólna teoria odksztaªce« w powªokach 89

maj¡ charakter punktów geometrycznych przestrzeni �zycznej, bez dodat-
kowej struktury kinematycznej7.

W rezultacie, nie tylko zmiany odlegªo±ci mi¦dzy cz¡steczkami powªoki, lecz rów-
nie» zmiany krzywizny jej powierzchni podstawowej oraz zmiany orientacji cz¡-
stek tej powierzchni musz¡ by¢ uwzgl¦dniane przy opisie deformacji i odksztaªce«
powªoki.

W poprzednim podrozdziale wykazali±my, »e ruch powªoki wzgl¦dem dowolnie
ustalonej kon�guracji odniesienia jest opisany przez dwa odwzorowania

~y : M × T → E, T : M × T → E ⊗ E. (1.7.1)
W ustalonej chwili t ∈ T odwzorowania (1.7.1) nazywamy globaln¡ deformacj¡
powªoki. Je±li oba odwzorowania (1.7.1) s¡ ró»niczkowalne, to powierzchniowe
gradienty ∆

~y(x , t) i ∆T (x , t) aproksymuj¡ ~y(x , t) i T (x , t) w danym punk-
cie x ∈ M z dokªadno±ci¡ do pierwszego przybli»enia. W tym sensie, ∆

~y(x , t)
i ∆T (x , t) ª¡cznie z T (x , t) zawieraj¡ w sobie peªn¡ informacj¦ o lokalnej defor-
macji powªoki.

1.7.2. Geometria powierzchni podstawowej powªoki
W geometrii ró»niczkowej dowodzi si¦, »e pierwsza i druga forma kwadra-

towa powierzchni okre±laj¡ jednoznacznie gªadk¡ powierzchni¦ z dokªadno±ci¡
do jej poªo»enia w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej8. Wspóªczynnikami
tych form kwadratowych s¡ skªadowe tensora metrycznego i tensora krzywizny
powierzchni, które z kolei mo»na wyznaczy¢ analizuj¡c zmiany wzdªu» dowolnej
krzywej wektora wodz¡cego powierzchni i jednostkowego wektora do niej normal-
nego.

W punktach regularnych powierzchni podstawowej M powªoki w kon�gura-
cji odniesienia wektor wodz¡cy ~x : M → E jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡, a jego
powierzchniowy gradient de�niuje kanoniczny operator inkluzji I 0(x ) =

∆

~x (x ),
b¦d¡cy liniowym odwzorowaniem I 0(x ) : TxM → E przestrzeni stycznej TxM
w przestrze« euklidesow¡ E (por. podrozdziaª 1.4). Istnieje przy tym ±cisªy zwi¡-
zek pomi¦dzy operatorem I 0(x ) a tensorem metrycznym 10(x ) powierzchni M .
Wynika to z nast¦puj¡cych rozwa»a«:

Niech C b¦dzie dowoln¡ krzyw¡ gªadk¡ na powierzchni M dan¡ w postaci pa-
rametrycznej x = x (λ), gdzie λ jest dowolnym parametrem skalarnym. Wówczas
wektor wodz¡cy ~x (λ) = ~x (x (λ)) jest równie» funkcj¡ parametru skalarnego λ.
Oznaczaj¡c przez f ′ pochodn¡ dowolnej funkcji f wzgl¦dem parametru λ, mamy

d~x (x ) = ~x ′(x ) dλ = (∇~x (x )) dx (x ) = I 0(x ) dx (x ), (1.7.2)
7Mamy tutaj na my±li jedynie klasyczn¡ mechanik¦ o±rodka ci¡gªego. W ró»nych jej uogólnie-

niach cz¡stki materialne s¡ wyposa»ane w dodatkow¡ struktur¦, cz¦sto identyczn¡ ze struktur¡
typow¡ dla teorii powªok (zob. np. Wo¹niak [1969]).

8Twierdzenie to odgrywa podstawow¡ rol¦ w teorii powªok typu Kirchho�a�Love'a (patrz
podrozdziaªy 3.6 i 3.7).
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gdzie dx (x ) jest wektorem stycznym do krzywej C w danym punkcie x , a wi¦c
elementem przestrzeni stycznej TxM (rys. 1.7.1). Zauwa»my przy tym, »e ~x ′(x ),
jako pochodna wektora wodz¡cego ~x (x ) wzgl¦dem parametru λ, jest elementem
trójwymiarowej przestrzeni wektorowej E. Wobec tego, iloczyn skalarny ~x ′ · ~x ′
jest dobrze zde�niowany. Wykorzystuj¡c (1.7.2), mamy wówczas

d~x · d~x = I 0 dx · I 0 dx = dx · IT
0 I 0 dx . (1.7.3)

Uwzgl¦dniaj¡c nast¦pnie, »e IT
0 I 0 = P0I 0 = 10 (zob. p. 1.4.1), gdzie 10(x ) ∈

TxM ⊗ TxM jest tensorem jednostkowym na powierzchni M , z (1.7.3) otrzymu-
jemy

d~x (x ) · d~x (x ) = dx (x ) · 10(x ) dx (x ). (1.7.4)

Rys. 1.7.1. Pochodna wektora wodz¡cego wzdªu» krzywej na powierzchni.

Niech τ 0(x ) b¦dzie wektorem jednostkowym wektora dx (x ), a ds0 dªugo±ci¡
wzdªu» dx (x ). Wtedy mo»emy napisa¢ dx (x ) = τ 0(x ) ds0. Wówczas zale»no±¢
(1.7.4) przyjmuje posta¢ formy kwadratowej

ds2
0 = d~x (x ) · d~x (x ) = dx (x ) · 10(x ) dx (x ) = dx (x ) · dx (x ), (1.7.5)

która de�niuje elementarn¡ dªugo±¢ ds0 ka»dej krzywej gªadkiej C na powierz-
chni M .

W teorii powªok zakªadamy, »e ka»da kon�guracja przestrzenna powªoki jest
powierzchni¡ lokalnie zorientowan¡, która musi by¢ rozpatrywana ª¡cznie z ci¡-
gªym polem n : M → E jednostkowych wektorów normalnych w x ∈ M , przy
czym n(x ) ∈ TxM⊥. Poniewa» ‖n(x )‖ = 1, n mo»e by¢ rozpatrywany jako pole
na M o warto±ciach w sferze jednostkowej S2(E) przestrzeni wektorowej E:

n : M → S2(E) ⊂ E. (1.7.6)
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W geometrii ró»niczkowej odwzorowanie (1.7.6) jest nazywane odwzorowa-
niem normalnym, odwzorowaniem sferycznym lub te» odwzorowaniem Gaussa,
a zbiór

n(M) =
{
m ∈ S2(E) | m = n(x ) dla pewnego x ∈ M

}
(1.7.7)

jest nazywany obrazem sferycznym powierzchni zorientowanej M . Je±li M jest
powierzchni¡ klasy C2 lub wy»szej, to (1.7.6) jest odwzorowaniem ró»niczkowal-
nym, a tensor krzywizny9 takiej powierzchni de�niuje si¦ nast¦puj¡co:

B0(x ) ≡ −P0(x )(

∆n(x )). (1.7.8)

Tensor ten jest odwzorowaniem liniowym przestrzeni stycznej w siebie, B0(x ) :
TxM → TxM . Mo»na równie» wykaza¢, »e jest on tensorem symetrycznym10.

Interpretacja geometryczna tensora B0(x ) wynika z analizy zmian wektora
n(x ) wzdªu» dowolnej krzywej. Je±li krzywa C jest dana w postaci parametrycz-
nej, to pochodna pola (1.7.6) wzgl¦dem parametru λ wyra»a si¦ wzorem

n ′ = (

∆n)x ′ = −I 0B0x ′, (1.7.9)

poniewa»
∆n(x ) = −I 0(x )B0(x ). (1.7.10)

Niezmienniki gªówne tensora krzywizny,

H =
1
2
trB0, K = detB0, (1.7.11)

znane s¡ jako krzywizna ±rednia i krzywizna Gaussa powierzchni M .
Tensor B0(x ) odgrywa istotn¡ rol¦ w teorii powªok typu Kichho�a�Love'a

(por. podrozdziaª 3.6). W rozwa»anej tutaj ogólnej teorii powªok nie B0(x ), lecz
inny tensor odgrywa istotniejsz¡ rol¦. Wynika to z faktu, »e ka»da kon�guracja
przestrzenna powªoki ma dodatkow¡ struktur¦ wewn¦trzn¡, okre±lon¡ tensorem
struktury T .

1.7.3. Geometria kon�guracji odniesienia powªoki
W kon�guracji odniesienia powªoka jest reprezentowana nie tylko przez po-

wierzchni¦ podstawow¡ M , lecz równie» przez pole tensorów struktury T 0 dane
na tej powierzchni. W rezultacie, geometria kon�guracji odniesienia powªoki jest
znacznie bogatsza od geometrii samej powierzchni M .

9Nie jest to szcz¦±liwa nazwa, poniewa» tensor krzywizny powierzchni jest obiektem geo-
metrycznym innego rodzaju. W geometrii ró»niczkowej tensor B0(x ) jest nazywany równie»
operatorem Weingartena.

10Patrz literatur¦ cytowan¡ po (1.4.67).
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Rozwa»my tensor struktury T 0(x ) wzdªu» krzywej C na powierzchni M . Je±li
krzywa jest dana w postaci parametrycznej, to T 0(λ) = T 0(x (λ)) i pochodn¡
tensora T 0(x ) wzdªu» C mo»na zapisa¢ w postaci

dT 0 = T ′
0 dλ = (

∆T 0) dx . (1.7.12)
Analiza zmian tensora T 0(x ) wzdªu» krzywej C na powierzchni M jest oczy-

wi±cie równowa»na analizie zmian wektorów kierunkowych {t0
i (x , t)} wzdªu» tej

krzywej (rys. 1.7.2).

Rys. 1.7.2. Wektory kierunkowe wzdªu» krzywej.

Wprowad¹my tensor
D0(x ; dx ) ≡ { ∆T 0(x ) dx}T−1

0 (x ), (1.7.13)
który zale»y w sposób liniowy od wektora stycznego dx . Istnieje wi¦c odwzoro-
wanie liniowe przestrzeni stycznej TxM w przestrze« tensorow¡ E ⊗ E takie, »e

D0(x ; dx ) = D0(x ) dx . (1.7.14)
Poniewa» D0(x ; dx ) ∈ E ⊗E w ka»dym punkcie powierzchni M , wi¦c cz¦±¢ sy-
metryczna i sko±nie symetryczna tego tensora s¡ dobrze zde�niowane w klasyczny
sposób

D0(x ; dx ) = S0(x ; dx ) +B0(x ; dx ), (1.7.15)
gdzie

S0(x ; dx ) =
1
2
(D0(x ; dx ) +D0(x ; dx )T), (1.7.16)

B0(x ; dx ) =
1
2
{D0(x ; dx )−D0(x ; dx )T} = ad b0(x ; dx ). (1.7.17)

Tutaj b0(x ;dx ) jest wektorem osiowym tensora sko±nie symetrycznegoB0(x ;dx ).
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Wektor b0(x ; dx ) zale»y liniowo od wektora stycznego dx ∈ TxM do krzywej
C. Istnieje wi¦c tensor B0(x ) ∈ E ⊗ TxM taki, »e

b0(x ; dx ) = B0(x ) dx . (1.7.18)

Tensor B0(x ), którego nie nale»y myli¢ z tensorem zde�niowanym w (1.7.17), nie
zale»y od wyboru krzywej na powierzchni i jako taki stanowi, obok tensora (ope-
ratora) inkluzji I 0(x ) =

∆

~x (x ), podstawow¡ miar¦ lokalnej geometrii kon�gura-
cji odniesienia powªoki. W szczególno±ci, je±li tensor T 0(x ) jest reprezentowany
poprzez wektory kierunkowe {t0

i (x )}, to pochodne tych wektorów w kierunku
wektora stycznego dx ∈ TxM wyra»aj¡ si¦ nast¦puj¡cymi wzorami:

dt0
i = D0t0

i = (S0 +B0)t0
i = S0t0

i + b0 × t0
i , i = 1, 2, 3, (1.7.19)

gdzie S0 = S0(x ; dx ) i b0 = b0(x ; dx ) s¡, odpowiednio, tensorem symetrycznym
(1.7.16) oraz wektorem osiowym (1.7.17) tensora sko±nie symetrycznego B0 =
B0(x ; dx ).

1.7.4. Geometria kon�guracji aktualnej powªoki
Post¦puj¡c identycznie jak w p. 1.7.3, mo»emy teraz wyznaczy¢ geometri¦

kon�guracji aktualnej powªoki, to znaczy geometri¦ powierzchni podstawowej
M(t) i geometri¦ indukowan¡ przez pole tensora struktury T (y , t), okre±lone na
tej powierzchni.

Je±li C jest krzyw¡ gªadk¡ na M(t) dan¡ w postaci parametrycznej, to tensor
struktury T (y , t) wzdªu» tej krzywej mo»e by¢ traktowany jako funkcja parame-
tru λ, T (λ, t) = T (y(λ, t), t). Pochodn¡ tensora T (y , t) wzdªu» C mo»emy wi¦c
zapisa¢ podobnie do (1.7.12):

dT = T ′ dλ = (

∆T ) dy , (1.7.20)

gdzie ∆jest operatorem powierzchniowego gradientu na M(t), a dy ∈ TyM(t)
jest wektorem stycznym do krzywej C.

De�niuj¡c nast¦pnie tensory D(y , t; dy) i D(y , t),

D(y , t; dy) ≡ { ∆T (y , t) dy
}
T (y , t)−1 = D(y , t) dy , (1.7.21)

których odpowiednikami w kon�guracji odniesienia s¡ tensory (1.7.13) i (1.7.14),
cze±¢ symetryczn¡ i sko±nie symetryczn¡ tensora D(y , t; dy) oznacza¢ b¦dziemy,
odpowiednio, przez S(y , t; dy) i B(y , t; dy).

Poniewa» wektor osiowy b(y , t; dy) tensora B(y , t; dy),

b(y , t; dy) = ad−1B(y , t; dy), (1.7.22)
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zale»y liniowo od wektora stycznego dy ∈ TyM(t), istnieje tensor B(y , t) ∈
E ⊗ TyM(t) odwzorowuj¡cy przestrze« styczn¡ TyM(t) w przestrze« E taki, »e

b(y , t; dy) = B(y , t) dy . (1.7.23)
Tensor B(y , t), obok tensora (operatora) inkluzji I (y , t) =

∆

~y(y , t), stanowi
podstawow¡ miar¦ lokalnej geometrii kon�guracji aktualnej powªoki.

Je±li tensorT (y ,t) jest reprezentowany poprzez wektory kierunkowe {t i(y ,t)},
to pochodne tych wektorów wzdªu» krzywej C, czyli w kierunku wektora stycz-
nego dy ∈ TyM(t), wyra»aj¡ si¦ nast¦puj¡cymi wzorami:

dt i = Dt i = (S +B)t i = St i + b × t i, i = 1, 2, 3, (1.7.24)
gdzie S = S(y , t; dy) i b = b(y , t; dy) s¡, odpowiednio, tensorem symetrycznym
(1.7.16) oraz wektorem osiowym (1.7.17) tensora sko±nie symetrycznego B =
B(y , t; dy).

1.7.5. Lokalna deformacja powªoki
Wykorzystuj¡c zale»no±ci wynikaj¡ce z analizy geometrii kon�guracji odnie-

sienia, podane w p. 1.7.3, i z identycznej analizy geometrii kon�guracji aktualnej
powªoki, podanej w p. 1.7.4, mo»emy teraz wprowadzi¢ odpowiednie powªokowe
miary odksztaªce«.

Przyjmijmy, »e krzywa C = χ(C, t) w kon�guracji aktualnej M(t) powierzchni
podstawowej powªoki jest obrazem, przez funkcj¦ deformacji (rys. 1.7.3), krzywej
C na powierzchni podstawowej M w kon�guracji odniesienia. Pochodna funkcji
ruchu y = χ(x , t) wzdªu» krzywej C ma posta¢

dy = Fdx , (1.7.25)
gdzie F(x , t) jest stycznym gradientem deformacji powierzchni podstawowej po-
wªoki (patrz p. 1.4.7).

Rys. 1.7.3. Lokalna deformacja pierwszego rz¦du powierzchni podstawowej powªoki.
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Wykorzystuj¡c zale»no±¢ (1.7.24), wektor osiowy b(y , t; dy) w kon�guracji
aktualnej powªoki mo»emy teraz zapisa¢ w postaci

b(y , t; dy) = B(y , t) dy = B(y , t)F(x , t) dx . (1.7.26)

Zale»no±ci (1.7.25) i (1.7.26) mog¡ stanowi¢ podstaw¦ do de�niowania ró»nych
lokalnych miar odksztaªce« powªoki. Takich mo»liwych miar jest, oczywi±cie, nie-
sko«czenie wiele. W±ród ró»nych lokalnych miar odksztaªce«, które mo»na zde�-
niowa¢ na podstawie zale»no±ci (1.7.25) i (1.7.26), istniej¡ powªokowe miary od-
ksztaªce« naturalnie wyró»nione przez ±cisªe lokalne równania dynamiki powªok.

1.7.6. Naturalne miary odksztaªce« powªoki
Analizuj¡c to»samo±¢ caªkow¡ (1.6.2) w szczególnym przypadku ruchu rzeczy-

wistego powªoki (1.6.1), w p. 1.6.1 wykazali±my, »e druga caªka w (1.6.3) wyra»a
si¦ przez pole skalarne

σ(x , t) = N · (

∆

υ −ΩF ) +M · ∆

ω, (1.7.27)

które ma sens �zyczny powierzchniowej g¦sto±ci efektywnej mocy napr¦»e« po-
wªoki.

Z (1.7.27) wynika, »e dwa tensory

E◦(x , t) ≡ ∆
υ(x , t)−Ω(x , t)F (x , t), K ◦(x , t) ≡ ∆

ω(x , t), (1.7.28)

maj¡ sens powªokowych miar pr¦dko±ci odksztaªce«, energetycznie sprz¦»onych
z przekrojowymi miarami napr¦»e« N (x , t) i M (x , t) w powªoce. Miary E◦(x , t)
i K ◦(x , t) nale»y wi¦c traktowa¢ jako najbardziej naturalne miary pr¦dko±ci od-
ksztaªce« powªoki, poniewa» de�nicje tych miar (1.7.28) wynikaj¡ bezpo±rednio
i w sposób jednoznaczny ze ±cisªych zasad zachowania p¦du i momentu p¦du po-
wªoki. Miary E◦(x , t) iK ◦(x , t) s¡ wyra»one w (1.7.28) przez gradienty wektorów
pr¦dko±ci υ(x , t) i ω(x , t). Naszym zadaniem jest teraz sformuªowanie takich po-
wierzchniowych miar odksztaªce« powªoki E(x , t) iK (x , t), których odpowiednio
zde�niowane pochodne po czasie (.)◦ byªyby równe miarom pr¦dko±ci odksztaª-
ce« (1.7.28).

Pochodn¡ wektora wodz¡cego ~y = ~y(x , t) w kierunku stycznym do dowolnej
krzywej C otrzymujemy w postaci

d~y = F (x , t) dx . (1.7.29)

W szczególno±ci, zale»no±¢ (1.7.29) w kon�guracji odniesienia przy t = 0 ma
posta¢ (1.7.2). Tak wi¦c, wzgl¦dn¡ zmian¦ dªugo±ci wektora stycznego do krzywej
C podczas deformacji powªoki mo»na okre±li¢ przez

d~y(x , t)−Q(x , t) d~x (x )

=
{
F (x , t)−Q(x , t)I 0(x )

}
dx ≡ E(x , t) dx . (1.7.30)
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Podobnie wektory b(y , t; dy) i b0(x ; dx ), okre±lone przez (1.7.26) i (1.7.18),
s¡ wektorowymi miarami lokalnej geometrii kon�guracji aktualnej i odniesienia
powªoki, obliczonymi w kierunku krzywej C. Wzgl¦dn¡ zmian¦ tej miary wekto-
rowej podczas deformacji powªoki mo»na okre±li¢ przez

b(y , t;Fdx )−Q(x , t)b0(x ; dx )

=
{
B(y , t)F(x , t)−Q(x , t)B0(x )

}
dx ≡ K (x , t) dx . (1.7.31)

Z zale»no±ci (1.7.30) i (1.7.31) wynika, »e tensory E(x , t) i K (x , t) zde�niowane
wzorami

E = F −QI 0 = IF−QI 0, K = BF−QB0 (1.7.32)

s¡ naturalnymi miarami odksztaªce« powªoki.
Tensory E(x , t) i K (x , t) s¡ odwzorowaniami liniowymi przestrzeni stycznej

TxM w przestrze« euklidesow¡ E. Geometryczna interpretacja naturalnych miar
odksztaªce« (1.7.32) wynika z analizy geometrii kon�guracji odniesienia i kon�gu-
racji aktualnej powªoki oraz funkcji ruchu y = χ(x , t) i T (y , t) = Q(x , t)T 0(x ).
Miar¦ E(x , t) nazywamy tensorem odksztaªcenia powªoki, a miar¦ K (x , t) ten-
sorem zginania powªoki.

Poka»my, »e naturalne miary pr¦dko±ci odksztaªce« (1.7.28) s¡ tzw. wspóªo-
brotowymi pochodnymi wzgl¦dem czasu z naturalnych miar odksztaªce« (1.7.32),
zde�niowanymi nast¦puj¡co:

E◦ = Q
(

d
dt

(QTE)
)

, K ◦ = Q
(

d
dt

(QTK )
)

. (1.7.33)

Ró»niczkuj¡c tensor E(x , t) wzgl¦dem czasu, otrzymamy

Ė = Ḟ − Q̇I 0. (1.7.34)

Uwzgl¦dniaj¡c nast¦pnie, »e

Ḟ =
d
dt

∆

~y =

∆

~̇y =

∆

υ, Q̇ = ΩQ , (1.7.35)

pochodn¡ (1.7.34) tensora E mo»emy zapisa¢ w postaci

Ė = Ḟ − Q̇I 0 =

∆

υ −ΩQI 0 =

∆

υ −Ω(F −E)

=

∆

υ −ΩF + ΩE = E◦ + ΩE , (1.7.36)

gdzie wykorzystali±my de�nicj¦ (1.7.28)1 tensora pr¦dko±ci odksztaªcenia E◦.
Z drugiej strony, wprost z de�nicji pochodnej wspóªobrotowej (1.7.33)1 mamy

E◦ = Q
(

d
dt

(QTE)
)

= Q(QTĖ + Q̇TE) = QQTĖ +QQ̇TE . (1.7.37)
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Uwzgl¦dniaj¡c QQT = 1, pami¦taj¡c de�nicj¦ (1.6.11) tensora pr¦dko±ci obro-
towej oraz bior¡c pod uwag¦ zale»no±¢

ΩT = (Q̇QT)T = QQ̇T
= −Ω, (1.7.38)

z (1.7.38) i (1.7.36)4 otrzymujemy

E◦ = Q
(

d
dt

(QTE)
)

= Ė −ΩE =

∆

υ −ΩF , (1.7.39)

a wi¦c wyra»enie identyczne (1.7.28).
W analogicznym do (1.7.37) i (1.7.39) post¦powaniu ªatwo wykaza¢ zale»no±¢

K ◦ = Q
(

d
dt

(QTK )
)

= K̇ −ΩK . (1.7.40)

Pozostaje jedynie udowodni¢, »e

K̇ −ΩK =

∆

ω(x , t). (1.7.41)

W tym celu uwzgl¦dnimy w de�nicji (1.7.21) nast¦puj¡cy zwi¡zek pomi¦-
dzy powierzchniowymi gradientami tensorów struktury w kon�guracji aktualnej
i kon�guracji odniesienia powierzchni podstawowej:

dT = (

∆T ) dy = (

∆T ) dx , (1.7.42)

który wynika z reguªy ró»niczkowania funkcji zªo»onej. Obliczaj¡c teraz powierz-
chniowy gradient z tensoraT =QT 0, tensorD(y , t; dy), okre±lony przez (1.7.21),
mo»emy zapisa¢ w postaci

D = (

∆T dx )T−1 =
(
(

∆Q dx )T 0 +Q(

∆T 0 dx )
)
T−1

0 QT

= (

∆Q dx )QT +Q(

∆T 0 dx )T−1
0 QT

= (

∆Q dx )QT +QD0QT, (1.7.43)

gdzie wykorzystali±my de�nicj¦ (1.7.13) tensora D0(x ; dx ). Poniewa» Q jest
tensorem obrotu, tensor

K (x , t; dx ) ≡ { ∆Q(x , t) dx}Q(x , t)T (1.7.44)

jest tensorem sko±nie symetrycznym. Wobec tego, bior¡c cz¦±¢ sko±nie syme-
tryczn¡ z (1.7.43) otrzymamy

B(y , t; dy) = K (x , t; dx ) +Q(x , t)B0(x ; dx )Q(x , t)T, (1.7.45)

a st¡d

b(y , t; dy) = ad−1B(y , t; dy) = k(x , t; dx ) +Q(x , t)b0(x ; dx ). (1.7.46)
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Tutaj b0(x ; dx ) jest wektorem osiowym wyra»onym wzorem (1.7.18), natomiast

k(x , t; dx ) ≡ ad−1K (x , t; dx ) = K (x , t) dx . (1.7.47)

Z (1.7.46) otrzymujemy wi¦c

b(y , t;Fdx ) = B(y , t)Fdx
= K (x , t) dx +Q(x , t)B0(x ) dx , (1.7.48)

co prowadzi do de�nicji (1.7.32)2.
Poniewa» wektor styczny dx nie zale»y od czasu, ró»niczkuj¡c (1.7.47) wzgl¦-

dem czasu mamy

k(x , t; dx ) ≡ ad−1K̇ (x , t; dx ) = K̇ (x , t) dx . (1.7.49)

Z kolei ró»niczkuj¡c (1.7.44), otrzymujemy

K̇ (x , t; dx ) =
(

d
dt

(

∆Q(x , t)) dx
)
QT(x , t) + (

∆Q(x , t) dx )
d
dt

(
QT(x , t)

)

=
( ∆Q̇(x , t) dx

)
QT(x , t) + (

∆Q(x , t) dx )Q̇T(x , t). (1.7.50)

Uwzgl¦dniaj¡c nast¦pnie, »e Q̇T = (ΩQ)T = QTΩT = −QTΩ oraz
( ∆Q̇

)
dx = (

∆

(ΩQ) dx ) = ((

∆

Ω) dx )Q + Ω((

∆Q) dx ), (1.7.51)

wyra»enie (1.7.50) dla pochodnej tensora K (x , t; dx ) przedstawiamy w postaci

K̇ (x , t;

∆x ) = (((

∆

Ω(x , t)) dx )Q(x , t)) + Ω(x , t)((

∆Q(x , t)) dx ))QT(x , t)

−(

∆Q(x , t) dx )Q(x , t)TΩ(x , t)

= ((

∆

Ω(x , t)) dx ) + Ω(x , t)((

∆Q(x , t)) dx )QT(x , t)

−(

∆Q(x , t) dx )Q(x , t)TΩ(x , t). (1.7.52)

Bior¡c nast¦pnie pod uwag¦ zale»no±¢ (1.7.44) dla tensora K (x , t; dx ), ostatecz-
nie otrzymujemy

K̇ (x , t; dx ) = (

∆

Ω(x , t)) dx + Ω(x , t))K (x , t; dx )−K (x , t; dx )Ω(x , t)

= (

∆

Ω(x , t)) dx + [Ω(x , t), K (x , t; dx )] , (1.7.53)

gdzie [., .] jest komutatorem tensorów sko±nie symetrycznych (zob. str. 58).
Z (1.7.49) i (1.7.53) oraz po uwzgl¦dnieniu (1.7.47) mamy wi¦c

K̇ (x , t; dx ) = ad−1 (((

∆

Ω(x , t)) dx ) + [Ω(x , t), K (x , t; dx )])

= ad−1 (((

∆adω(x , t)) dx ) + [adω(x , t), ad k(x , t; dx )])

= ((

∆

ω(x , t)) + Ω(x , t)K (x , t)) dx , (1.7.54)
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a w rezultacie
K̇ (x , t) =

∆

ω(x , t) + Ω(x , t)K (x , t), (1.7.55)
poniewa» (1.7.54) jest speªnione dla ka»dego wektora dx . Wykorzystali±my tutaj
wªasno±ci operatora ad jako izomor�zmu algebr Liego wektorów osiowych i ten-
sorów sko±nie symetrycznych (zob. str. 58). Zapisuj¡c teraz (1.7.55) w postaci

K̇ (x , t)−Ω(x , t)K (x , t) =

∆

ω(x , t) (1.7.56)
oraz porównuj¡c j¡ z (1.7.41) widzimy wi¦c, »e rzeczywi±cieK ◦(x , t) =

∆

ω(x , t).

1.7.7. Miary odksztaªce« i napr¦»e« powªoki w reprezentacji materialnej
W analizie kinematyki powªoki (podrozdziaª 1.6) wykazali±my, »e jedn¡ z pod-

stawowych cech rozwa»anej tu ogólnej teorii powªok jest istnienie dwóch rów-
nowa»nych reprezentacji wszystkich zale»no±ci kinematycznych. Jest to natu-
raln¡ konsekwencj¡ faktu, »e tensor obrotu Q(x , t) jest, obok wektora przesuni¦¢
u(x , t), podstawow¡ zmienn¡ kinematyczn¡ ogólnej mechaniki powªok.

Niech E(x , t) i K(x , t) b¦d¡ tensorami zde�niowanymi nast¦puj¡co:
E(x , t) = Q(x , t)E(x , t), K (x , t) = Q(x , t)K(x , t), (1.7.57)

gdzie E(x , t) i K (x , t) s¡ naturalnymi miarami odksztaªce« (1.7.32). Podstawia-
j¡c (1.7.57) do (1.7.33), otrzymamy

E◦ = Q
(

d
dt

(QTQ E)
)

= Q Ė, K ◦ = Q
(

d
dt

(QTQ K)
)

= Q K̇. (1.7.58)

Podstawiaj¡c teraz (1.7.58) do (1.7.27), otrzymujemy nast¦puj¡ce wyra»enie na
g¦sto±¢ efektywnej mocy napr¦»e«:

σ = N ·E◦ +M ·K ◦ = N · Ė + M · K̇, (1.7.59)
gdzie tensory N(x , t) i M(x , t), zde�niowane jako

N (x , t) = Q(x , t)N(x , t), M (x , t) = Q(x , t)M(x , t), (1.7.60)
s¡ przekrojowymi miarami napr¦»e« powªoki energetycznie sprz¦»onymi z mia-
rami odksztaªce« powªoki E(x , t) i K(x , t).

Wprowadzone w (1.7.57) tensory E(x , t) i K(x , t) s¡ naturalnymi miarami
odksztaªce« powªoki, wyra»onymi w reprezentacji materialnej. Podobnie, wpro-
wadzone w (1.7.60) tensory N(x , t) i M(x , t) s¡ przekrojowymi miarami napr¦»e«
powªoki, wyra»onymi w reprezentacji materialnej.

Wprowadzone w (1.7.32) naturalne miary odksztaªce« powªoki nie s¡ jedy-
nymi, które speªniaªyby warunki (1.7.33). �atwo zauwa»y¢, »e ka»de miary od-
ksztaªce« powªoki, okre±lone przez dodanie do E(x , t) iK (x , t) dowolnych stacjo-
narnych (niezale»nych od czasu) pól tensorowych, równie» b¦d¡ speªniaªy warunki
(1.7.33). Jednak tylko wprowadzone w (1.7.32) naturalne miary odksztaªce« po-
wªoki przyjmuj¡ warto±ci zerowe w kon�guracji odniesienia dla t = 0. Z tego
powodu b¦d¡ one preferowane w dalszej cz¦±ci tej ksi¡»ki.
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1.7.8. Przesuni¦cia i parametry obrotów
Kon�guracja odniesienia powªoki jest caªkowicie okre±lona przez wektor wo-

dz¡cy ~x (x ) powierzchni podstawowej i tensor struktury T 0(x ). Dlatego wyra»e-
nia

~y(x , t) = ~x (x ) + u(x , t), T (x , t) = Q(x , t)T 0(x ) (1.7.61)
s¡ równowa»nym opisem ruchu powªoki wzgl¦dem wybranej kon�guracji odnie-
sienia.

Wektor u(x , t) ma trzy niezale»ne skªadowe wzgl¦dem dowolnie wybranej
bazy. Natomiast tensor obrotu Q(x , t) ma dziewi¦¢ skªadowych wzgl¦dem do-
wolnie wybranej bazy, które jednak musz¡ speªnia¢ sze±¢ zale»no±ci

Q(x , t)Q(x , t)T = Q(x , t)TQ(x , t) = 1. (1.7.62)

Interpretuj¡c to geometrycznie, tensor obrotu jest izometrycznym odwzorowa-
niem Q : E → E przestrzeni E w siebie, zachowuj¡cym jeden punkt i orientacj¦.
Oznacza to, »e musz¡ by¢ speªnione dwa nast¦puj¡ce warunki:

Qa ·Qb = a · b, (Qa ×Qb) ·Qc = (a × b) · c (1.7.63)

dla dowolnych trzech wektorów a , b, c ∈ E.
Na mocy twierdzenia Eulera, ka»de takie odwzorowanie izometryczne jest

okre±lone przez o± obrotu o wersorze kierunkowym e i k¡t obrotu ψ, rys. 1.7.4.
O± obrotu Q jest okre±lona wektorem wªasnym e tensora Q , odpowiadaj¡cym
warto±ci wªasnej +1. Sªuszne s¡ zale»no±ci

Qe = +1e , cosψ =
1
2
(trQ − 1). (1.7.64)

Reprezentacja tensora obrotu (1.7.64), wyra»ona przez wektor jednostkowy
wzdªu» osi obrotu i k¡t obrotu, nie jest jednak jednoznaczna, rys. 1.7.4 b.

a) b)

Rys. 1.7.4. Twierdzenie Eulera i topologia grupy obrotów.
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Oznaczaj¡c przez Ê(x , t) tensor sko±nie symetryczny, którego wektorem osio-
wym jest wektor e , tensor obrotu Q mo»na wyrazi¢ funkcj¡ wykªadnicz¡

Q = exp(ψÊ), Ê = ad e , (1.7.65)
która dla dowolnego tensora A jest zde�niowana absolutnie zbie»nym szeregiem

expA = 1 +A+
1
2
A2 + . . . . (1.7.66)

Wykorzystuj¡c nast¦pnie twierdzenie Cayleya�Hamiltona mo»na wykaza¢, »e sze-
reg (1.7.66) ma nast¦puj¡c¡ sko«czon¡ posta¢, podan¡ ju» w pracy Gibbs [1884]:

Q = 1 + sin ψÊ + (1− cosψ)Ê2
. (1.7.67)

Zale»no±ci odwrotne, wyra»aj¡ce e i ψ przezQ , mo»na wyznaczy¢ rozwi¡zuj¡c
ukªad czterech równa« algebraicznych

sinψÊ =
1
2

(
Q −QT

)
, cosψ =

1
2
(trQ − 1), (1.7.68)

które wynikaj¡ wprost z (1.7.67).
Poniewa» Q2 = exp(2ψÊ), wzór na Ê mo»na przedstawi¢ równie» w alterna-

tywnej postaci (por. Pietraszkiewicz i Badur [1983])

Ê = − 1
2 sin ψ

{
(1 + 2 cosψ)1− 2(1 + cosψ)Q +Q2

}
. (1.7.69)

Wygodn¡ parametryzacj¦ tensora Q mo»na otrzyma¢ przy zastosowaniu ró»-
nych uogólnionych wektorów obrotu sko«czonego. Dla dowolnej funkcji φ = φ(ψ),
monotonicznie rosn¡cej wzgl¦dem k¡ta obrotu ψ oraz takiej »e ψ(0) = 0, uogól-
niony wektor obrotu sko«czonego jest okre±lony zale»no±ciami

φ = φ(ψ)e , Φ = adφ = φ(ψ)Ê . (1.7.70)
Podstawiaj¡c (1.7.70) do (1.7.67) otrzymamy

Q = 1 + αΦ + βΦ2, α =
sinψ

φ(ψ)
, β =

1− cosψ

φ(ψ)2
. (1.7.71)

Przy powy»szych zaªo»eniach funkcja φ = φ(ψ) ma jednoznaczn¡ funkcj¦ od-
wrotn¡ ψ = ψ(φ), co pozwala wyrazi¢ Q jedynie przez φ.

W literaturze opracowano wiele ró»nych sposobów parametryzacji tensora ob-
rotu Q , z których ka»dy mo»e by¢ wygodniejszy od innych w okre±lonych zasto-
sowaniach szczegóªowych. Przegl¡dy ró»nych parametryzacji mo»na znale¹¢ np.
w �urie [1961], Beatty [1977], Rooney [1977], Guo Zhong-Heng [1981],
Argyris [1982], Pietraszkiewicz i Badur [1983], Altman [1986], Argy-
ris i Poterasu [1993], Atluri i Cazzani [1995], Borri, Trainelli i Bot-
tasso [2000], Géradin i Cardona [2001], gdzie podana jest obszerna literatura
¹ródªowa.
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Spo±ród wielu mo»liwych parametryzacji obrotów celowym jest poszukiwa-
nie takich, które prowadz¡ do mo»liwie najprostszych zwi¡zków mi¦dzy tensorem
obrotu Q a przyj¦tymi parametrami. Na przykªad, jako kryterium wyboru para-
metryzacji mo»na przyj¡¢ »¡danie, aby odpowiednie zwi¡zki nie zawieraªy funk-
cji trygonometrycznych. Okazuje si¦, »e istnieje dokªadnie jeden wektor obrotu
sko«czonego, okre±lony z dokªadno±ci¡ do staªego mno»nika, który speªnia ten
warunek. Wektor ten, nazywany wektorem obrotu sko«czonego Rodriguesa, jest
zde�niowany wzorem

θ = tg(ψ/2)e . (1.7.72)
Odpowiadaj¡cy mu tensor sko±nie symetryczny ma posta¢

Θ = adθ = tg(ψ/2)Ê . (1.7.73)

Podstawiaj¡c (1.7.73) do (1.7.67) oraz wykorzystuj¡c klasyczne to»samo±ci
trygonometryczne ªatwo sprawdzi¢, »e tensor obrotu Q mo»na zapisa¢ w nast¦-
puj¡cej postaci:

Q = Q(Θ) = 1 + Λ(Θ + Θ2), Λ ≡ 2(1 + ‖θ‖2)−1. (1.7.74)

Tutaj ‖θ‖ =
√

θ · θ oznacza norm¦ euklidesow¡ wektora obrotu sko«czonego
(1.7.72).

1.7.9. Wyra»enia na pr¦dko±ci obrotowe
Je±li tensor obrotu Q jest wyra»ony przez dowolny uogólniony wektor obrotu

sko«czonego φ,
Q = Q(φ(x , t)), (1.7.75)

to pochodn¡ Q wzgl¦dem czasu mo»emy zapisa¢ w postaci

Q̇ = (∂�Q)φ̇. (1.7.76)

Podstawiaj¡c (1.7.76) do wyra»e«

Ω = Q̇QT = ((∂�Q)φ̇)QT, Ω = QTQ̇ = QT((∂�Q)φ̇), (1.7.77)

wektory osiowe tych tensorów sko±nie symetrycznych mo»na zapisa¢ w postaci

ω = H (φ)φ̇, ωωω = H(φ)φ̇, (1.7.78)

gdzie H (φ) i H(φ) s¡ liniowymi operatorami (tensorami), przyporz¡dkowuj¡-
cymi wektorowi φ̇ odpowiednie wektory pr¦dko±ci obrotowej ω i ωωω.

Jawn¡ posta¢ tych operatorów mo»na wyznaczy¢ dla ka»dej postaci uogól-
nionego wektora obrotu sko«czonego φ. Maj¡ one jednak na ogóª do±¢ zªo»on¡
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posta¢ i zawieraj¡ funkcje trygonometryczne. Je±li jednak przyjmiemy wektor ob-
rotu sko«czonego Rodriguesa, okre±lony jak w (1.7.72), to operatoryH (θ) i H(θ)
przyjmuj¡ prost¡ posta¢

H (θ) = Λ(1 + Θ), H(θ) = Λ(1−Θ). (1.7.79)

W tym szczególnym przypadku dla wektorów pr¦dko±ci obrotowej otrzymamy
wzory

ω = H (θ)θ̇ = Λ(θ̇ + θ × θ̇), ωωω = H(θ)θ̇ = Λ(θ̇ − θ × θ̇) (1.7.80)

nie zawieraj¡ce funkcji trygonometrycznych. Mo»na równie» wykaza¢ »e, z do-
kªadno±ci¡ do staªego mno»nika, jest to jedyny wektor posiadaj¡cy t¦ wªasno±¢.

1.7.10. Zale»no±ci kinematyczne
Je±li wektor wodz¡cy ~y(x , t) powierzchni podstawowej w kon�guracji aktu-

alnej wyrazimy przez wektor przesuni¦cia u(x , t), wówczas gradient deformacji
F (x , t) mo»na zapisa¢ w postaci

F (x , t) =

∆

~y(x , t) =

∆

~x (x ) +

∆u(x , t) = I 0(x ) +

∆u(x , t), (1.7.81)

gdzie I 0(x ) jest operatorem inkluzji w kon�guracji odniesienia, a ∆u(x , t) ozna-
cza powierzchniowy gradient pola przesuni¦¢.

Podstawiaj¡c (1.7.81) do (1.7.32)1, tensor odksztaªcenia powªokiE(x , t) przyj-
muje posta¢

E = I 0 +

∆u −QI 0 =

∆u + (1−Q)I 0. (1.7.82)
W szczególnym przypadku parametryzacji obrotów przez wektor obrotu sko«czo-
nego Rodriguesa (1.7.72), zale»no±ci kinematyczne dla miar odksztaªce« powªoki
(1.7.32) wyra»aj¡ si¦ nast¦puj¡co:

E =

∆u − Λ(Θ + Θ2)I 0, K = Λ (1 + Θ)

∆

θ. (1.7.83)

Tutaj wykorzystali±my posta¢ (1.7.79)1 operatora H (θ).
Je±li powierzchnia podstawowa M w kon�guracji odniesienia powªoki dana

jest w postaci parametrycznej (por. podrozdziaª 1.4), to miary odksztaªce« po-
wªoki w reprezentacji przestrzennej mo»emy wyrazi¢ przez wektory miar od-
ksztaªce«

E(x , t) = εα(x , t)⊗ aα(x ), K (x , t) = κα(x , t)⊗ aα(x ). (1.7.84)

Wówczas z (1.7.84) otrzymamy

εα = u ,α − Λ(Θ + Θ2)~x ,α = u ,α − Λ
{
θ × ~x ,α + θ × (θ × ~x ,α)

}
,

κα = Λ (1 + Θ) θ,α = Λ (θ,α + θ × θ,α) .
(1.7.85)
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Odpowiednie miary odksztaªce« powªoki w reprezentacji materialnej maj¡
posta¢

E(x , t) = εεεα(x , t)⊗ aα(x ), K(x , t) = κκκα(x , t)⊗ aα(x ), (1.7.86)

gdzie wektory miar odksztaªce« w reprezentacji przestrzennej i materialnej po-
wi¡zane s¡ zale»no±ciami

εα(x , t) = Q(x , t)εεεα(x , t), κα(x , t) = Q(x , t)κκκα(x , t). (1.7.87)

Zale»no±ci te wynikaj¡ wprost z (1.7.57) i klasycznej to»samo±ci tensorowej

A(a ⊗ b) = Aa ⊗ b, (1.7.88)

która zachodzi dla dowolnych wektorów a i b oraz dowolnego tensora A.

1.8. Przekrojowe wielko±ci dynamiczne
1.8.1. Parametryczny opis kon�guracji odniesienia ciaªa typu powªoka

W dotychczasowych rozwa»aniach sformuªowali±my caªkowe postacie zasad
mechaniki, sprowadzonych do powierzchni podstawowej powªoki. Przyjmuj¡c pew-
ne dodatkowe zaªo»enia odno±nie regularno±ci obszaru B ciaªa w kon�guracji od-
niesienia i deformacji powªoki jako ciaªa trójwymiarowego, wyprowadzimy obec-
nie jawn¡ posta¢ ka»dej wielko±ci dynamicznej, która pojawiªa si¦ w zasadach
zachowania mechaniki powªok (1.3.17)�(1.3.19).

Dla wygody dalszych rozwa»a« przypomnijmy wszystkie de�nicje wykorzy-
stane w podrozdziale 1.3:

∫∫

Π

m0 da ≡
∫∫∫

P

ρ0 dv,

∫∫

Π

p da ≡
∫∫∫

P

ρ0v dv,

∫∫

Π

(s + ~y × p) da ≡
∫∫∫

P

ρ0~y × v dv.

(1.8.1)

∫∫

Π

f da ≡
∫∫∫

P

f dv +
∫∫

Π+

t+
n da+ −

∫∫

Π−

t−n da−,

∫∫

Π

(c + ~y × f ) da ≡
∫∫∫

P

~y × f dv +
∫∫

Π+

~y+ × t+
n da+

−
∫∫

Π−

~y− × t−n da−,

(1.8.2)
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∫

∂Π

nνdl ≡
∫∫

∂P ′

tn da∗,
∫

∂Π

(mν + ~y × nν) dl ≡
∫∫

∂P ′

~y × tn da∗. (1.8.3)

∫

∂Mf

n∗ dl ≡
∫∫

∂B′f

t∗ da∗,
∫

∂Mf

(m∗ + ~y × n∗) dl ≡
∫∫

∂B′f

~y × t∗ da∗. (1.8.4)

W powy»szych de�nicjach P ⊂ B jest obszarem zajmowanym przez dowoln¡
cz¦±¢ ciaªa, a Π = P ∩M odpowiadaj¡cym P obszarem powierzchni podstawo-
wej M , ∂P ′ jest powierzchni¡ boczn¡ obszaru P , a ∂Π = ∂P ′ ∩ M odpowia-
daj¡cym ∂P ′ brzegiem cz¦±ci Π powierzchni M . Ponadto, ∂B′

f oznacza t¦ cz¦±¢
powierzchni bocznej obszaru B, na której zadane s¡ zewn¦trzne obci¡»enia.

Przyjmuj¡c, »e powierzchnia podstawowa M w kon�guracji odniesienia jest
dowolnie umiejscowiona w obszarze B, wektor wodz¡cy ~x = ~x(x) typowego
punktu x ∈ B mo»na zapisa¢ w postaci

~x(x) = ~x(x , ξ), ξ ∈ [−h−0 (x ), +h+
0 (x )], (1.8.5)

gdzie x ∈ M jest odpowiadaj¡cym x ∈ B punktem powierzchni podstawowej,
ξ jest wspóªrz¦dn¡ po grubo±ci powªoki, a h±0 (x ) ≥ 0 s¡ nieujemnymi funkcjami
speªniaj¡cymi warunek

h0(x ) ≡ h−0 (x ) + h+
0 (x ) > 0. (1.8.6)

Funkcja h0(x ) zde�niowana w ten sposób okre±la grubo±¢ powªoki w kon�guracji
odniesienia.

Zgodnie z (1.8.5), wektory wodz¡ce powierzchni granicznych M± maj¡ posta¢
~x±(x ) = ~x(x ,±h±0 (x )), (1.8.7)

natomiast powierzchnia boczna ∂P ′ obszaru P jest opisana wektorem wodz¡cym
~x(x) = ~x(x , ξ), ξ ∈ [−h−0 (x ), +h+

0 (x )], (1.8.8)
gdzie punkty x ∈ ∂Π = M ∩ ∂P ′ mog¡ by¢ okre±lone parametrem dªugo±ci ªuku
s wzdªu» brzegu ∂Π : x = x (s). Tak wi¦c, wektor wodz¡cy (1.8.8) powierzchni
bocznej ∂P ′ mo»na traktowa¢ jak funkcj¦ zmiennych s i ξ.

W wielu przypadkach wektor wodz¡cy (1.8.5) mo»na przyj¡¢ w postaci
~x(x , ξ) = ~x (x ) + ξt0(x ), (1.8.9)

gdzie t0(x ) jest polem wektorów jednostkowych, okre±laj¡cych przekroje poprze-
czne powªoki w kon�guracji odniesienia. Zauwa»my, »e pole wektorów t0(x ) mo»e
by¢ zde�niowane w sposób ci¡gªy na caªej wielopªatowej powierzchni M , wª¡cza-
j¡c w to kraw¦dzie i wierzchoªki.

Opis kon�guracji odniesienia B przez przyj¦cie wektora wodz¡cego w postaci
(1.8.9) oznacza ograniczenie si¦ do przypadku, gdy powierzchnia boczna ∂B′ jest
powierzchni¡ prostokre±ln¡ (rys. 1.8.1). W dalszej cz¦±ci tej ksi¡»ki ograniczymy
si¦ wyª¡cznie do takiego przypadku pocz¡tkowej powierzchni brzegowej powªoki.
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Rys. 1.8.1. Kon�guracja odniesienia ciaªa typu powªoka z prostokre±ln¡ powierzchni¡ boczn¡.

1.8.2. Ukªady wspóªrz¦dnych i zale»no±ci geometryczne
Lokalnie obszar B mo»na opisa¢ parametrycznie, wprowadzaj¡c krzywoli-

niowy ukªad wspóªrz¦dnych {ξi}, i = 1, 2, 3. Wówczas wektor wodz¡cy ~x mo»emy
rozpatrywa¢ jako funkcj¦ wektorow¡ trzech zmiennych, ~x = ~x(ξi).

Z dowolnie przyj¦tym ukªadem wspóªrz¦dnych krzywoliniowych zwi¡zane s¡
nast¦puj¡ce wielko±ci geometryczne:

gi = ~x,i, gi · gj = δi
j ,

gij = gi · gj , gij = gi · gj , g = det(gij),

εijk = (gi × gj) · gk, εijk = (gi × gj) · gk.

(1.8.10)

Tutaj i dalej przecinkiem oznaczamy pochodne cz¡stkowe wzgl¦dem wspóªrz¦d-
nych ξi, natomiast δi

j jest symbolem Kroneckera, tzn. δi
j = 1 je±li i = j oraz

δi
j = 0 je±li i 6= j.

Powierzchni¦ podstawow¡ M ⊂ B mo»emy lokalnie sparametryzowa¢, wpro-
wadzaj¡c krzywoliniowy ukªad wspóªrz¦dnych powierzchniowych {ξα}, α = 1, 2.
Oba ukªady wspóªrz¦dnych � przestrzenny i powierzchniowy � mog¡ by¢ wy-
brane caªkowicie niezale»nie. Wygodnie i rozs¡dnie jest jednak wybra¢ wspóª-
rz¦dne przestrzenne {ξi} = {ξα, ξ} w taki sposób, aby warunek ξ3 ≡ ξ = 0
okre±laª powierzchni¦ podstawow¡ M , a dwie pozostaªe wspóªrz¦dne byªy wspóª-
rz¦dnymi powierzchniowymi na M . Wówczas ró»niczkowy element obj¦to±ci dv
obszaru B i ró»niczkowy element pola da powierzchni M mo»na wyliczy¢ ze wzo-
rów:

dv =
√

g dξ1dξ2dξ, da =
√

a dξ1dξ2, (1.8.11)
gdzie przyjmujemy konwencj¦ dξ ≡ dξ3 oraz

√
g = (g1 × g2) · g3,

√
a = (~x ,1 × ~x ,2) · n . (1.8.12)
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Wykorzystuj¡c zale»no±ci
√

g = (g1 × g2) · g3 =
1
2
εαβ√a (gα × gβ) · g3, (1.8.13)

wprowad¹my nast¦puj¡cy niezmiennik µ(x , ξ):

µ ≡
√

g

a
=

1
2
εαβ(gα × gβ) · g3. (1.8.14)

Wówczas ró»niczkowy element obj¦to±ci dv obszaru B i ró»niczkowy element pola
da powierzchni M s¡ powi¡zane zale»no±ci¡

dv =
√

g dξ1dξ2dξ = µ dξda. (1.8.15)

W szczególno±ci, gdy wektor wodz¡cy dany jest przez (1.8.9), mamy (rys. 1.8.2)

gα(x , ξ) = ~x ,α(x ) + ξt0,α(x ), g3(x , ξ) = t0(x ). (1.8.16)

Rys. 1.8.2. Wektory baz naturalnych w przestrzeni ciaªa typu powªoka.

Wówczas niezmiennik µ(x , ξ), okre±lony wzorem (1.8.14), otrzymujemy w nast¦-
puj¡cej postaci:

µ ≡
√

g

a
= n · t0 + ξεαβ(~x ,α × t0,α) · t0 +

1
2
ξ2εαβ(t0,α × t0,β) · t0. (1.8.17)

Wektory bazy odwrotnej mo»na teraz wyznaczy¢ rozwi¡zuj¡c ukªad równa«
gi · gj = δi

j , co prowadzi do

gβ = µ−1εαβt0 × gα, g3 =
1
2
µ−1εαβgα × gβ. (1.8.18)
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Z (1.8.7) i (1.8.8) mo»na wyznaczy¢ zale»no±ci pomi¦dzy odpowiednimi elemen-
tami ró»niczkowymi pola da± i da∗ powierzchni granicznych M± i powierzchni
bocznej ∂P ′ oraz odpowiadaj¡cymi im elementami ró»niczkowymi pola da po-
wierzchni podstawowej i dªugo±ci dl krzywej brzegowej ∂Π. Zale»no±ci te zapi-
szemy w postaci

da± = α± da, da∗ = µ∗ dξ dl, (1.8.19)

gdzie wspóªczynniki α± i µ∗ mo»na wyliczy¢ ze wzorów wektorowych da± =
g±1 × g±2 dξ1 dξ2 i da∗ = ~x∗,s × ~x,ξ dsdξ.

1.8.3. Formalna reprezentacja trójwymiarowej deformacji powªoki
Je±li kon�guracja odniesienia B jest opisana wektorem wodz¡cym (1.8.9), to

wektor wodz¡cy dowolnego punktu y ∈ B(t) w kon�guracji aktualnej mo»na
formalnie zapisa¢ w postaci (rys. 1.8.3)

~y(x , ξ, t) = ~y(x , t) + ζζζ(x , ξ, t), (1.8.20)

gdzie ζζζ(x , ξ, t) jest wektorem okre±laj¡cym poªo»enie punktu obszaru powªoki
wzgl¦dem odpowiadaj¡cego mu punktu powierzchni podstawowej M(t).

Rys. 1.8.3. Formalna reprezentacja deformacji powªoki.

Dla ustalonego x ∈ M i dowolnej chwili t zakªadamy, »e ζζζ(x , ξ, t) jest funk-
cj¡ odcinkami gªadk¡ wzgl¦dem wspóªrz¦dnej ξ. Dopuszczamy wi¦c tutaj ogóln¡
deformacj¦ powªoki o dowolnej strukturze po grubo±ci, tak jak to naszkicowano
na rys. 1.8.4. Zwró¢my uwag¦, »e we wszystkich dotychczasowych rozwa»aniach
nie wykluczali±my np. powªok warstwowych, zbrojonych, b¦d¡cych kompozycj¡
ró»nych materiaªów, p¦kaj¡cych lub degraduj¡cych si¦ podczas deformacji itd.
Otrzymane dot¡d podstawowe równania i zale»no±ci mechaniki powªok odnosz¡
si¦ równie» do takich zagadnie« ogólnych powªok.



1.8. Przekrojowe wielko±ci dynamiczne 109

Rys. 1.8.4. Odcinkami gªadka formalna reprezentacja deformacji powªoki.

1.8.4. Przekrojowe wielko±ci dynamiczne
Wykorzystuj¡c zale»no±¢ (1.8.15), caªk¦ po dowolnym podobszarze P kon�-

guracji odniesienia mo»na zapisa¢ w postaci

∫∫∫

P

(.) dv =
∫∫

Π




+h+
0 (x )∫

−h−0 (x )

(.)µ dξ


da, (1.8.21)

gdzie wyra»enie podcaªkowe (.) musi jedynie speªnia¢ warunek caªkowalno±ci.
Zastosowanie ogólnego wzoru (1.8.21) do de�nicji (1.8.1)1 przekrojowej g¦sto-

±ci masy m0(x ) daje

m0 =

+∫

−
ρ0µdξ,

+∫

−
(.) dξ ≡

+h+
0 (x )∫

−h−0 (x )

(.) dξ. (1.8.22)

Wykorzystuj¡c formaln¡ reprezentacj¦ (1.8.20) trójwymiarowej deformacji po-
wªoki, przy zastosowaniu ogólnego wzoru (1.8.21) do de�nicji (1.8.1)2,3 powierzch-
niowej g¦sto±ci p¦du p(x , t) i momentu p¦du s(x , t) otrzymamy

p =

+∫

−
ρ0vµ dξ,

s + ~y × p =

+∫

−
ρ0~y × vµ dξ =

+∫

−
ρ0ζζζ× vµ dξ + ~y ×

+∫

−
ρ0vµ dξ.

(1.8.23)
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Z porównania (1.8.23)2 i (1.8.23)1 wynika, »e

s =

+∫

−
ρ0ζζζ× vµ dξ. (1.8.24)

Wykorzystanie zale»no±ci geometrycznych (1.8.19)1 pozwala wyrazi¢ caªki po
powierzchniach granicznych Π± przez caªk¦ po powierzchni podstawowej

∫∫

Π±

(.) da± =
∫∫

Π

α±(.) da. (1.8.25)

Stosuj¡c wzory (1.8.21) i (1.8.25) do de�nicji (1.8.2) oraz wykorzystuj¡c (1.8.20),
otrzymujemy nast¦puj¡ce wyra»enia na przekrojowe wektory siª i momentów po-
wierzchniowych:

f =

+∫

−
fµ dξ + α+t+

n − α−t−n ,

c =

+∫

−
ζζζ× fµ dξ + α+ζζζ+ × t+

n − α−ζζζ− × t−n .

(1.8.26)

Caªk¦ po powierzchni bocznej ∂P ′ mo»na sprowadzi¢ do caªki wzdªu» krzywej
∂Π = ∂P ′ ∩M na powierzchni M korzystaj¡c z zale»no±ci

∫∫

∂P ′

(.) da =
∫

∂Π





+∫

−
(.)µ∗ dξ



 dl, (1.8.27)

gdzie wykorzystali±my zale»no±¢ geometryczn¡ (1.8.19)2. Je±li x ∈ ∂P ′ jest punk-
tem powierzchni bocznej, to przekrojowa siªa nν(x , t) i przekrojowy moment
mν(x , t) w punkcie x ∈ ∂Π s¡ zde�niowane przez (1.8.3), gdzie x ∈ ∂Π =
∂P ′ ∩M . Wykorzystuj¡c (1.8.27) i (1.8.20) otrzymujemy

nν =

+∫

−
tnµ∗ dξ, mν =

+∫

−
ζζζ× tnµ∗ dξ. (1.8.28)

Podobnie, przekrojowa siªa i przekrojowy moment obci¡»e« brzegowych, dzia-
ªaj¡cych na powierzchni¦ boczn¡ powªoki, dane s¡ wzorami

n∗ =

+∫

−
t∗µ∗ dξ, m∗ =

+∫

−
ζζζ× t∗µ∗ dξ. (1.8.29)
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W ten sposób wszystkie pola powierzchniowe, wyst¦puj¡ce w zasadach za-
chowania mechaniki powªok (1.3.17)�(1.3.19), zostaªy wyra»one w sposób ±cisªy
przez bezpo±rednie caªkowanie po grubo±ci powªoki odpowiednich pól trójwy-
miarowych mechaniki o±rodka ci¡gªego. W tym sprowadzeniu zagadnienia trój-
wymiarowego do dwuwymiarowego nie korzystali±my z »adnych zaªo»e« uprasz-
czaj¡cych. Caªkowane tu po grubo±ci powªoki pola trójwymiarowe nie musz¡ by¢
ani gªadkie, ani nawet ci¡gªe, a jedynie caªkowalne. Jest to najsªabsze z mo»liwych
wymaga« w stosunku do takich pól.

1.8.5. Tensory przekrojowych siª i momentów
Je±li x ∈ B jest dowolnym punktem wewn¦trznym w obszarze kon�guracji od-

niesienia ciaªa, to napr¦»enie na powierzchni ∂P ′, przechodz¡cej przez ten punkt
i zorientowanej jednostkowym wektorem normalnym n∗(x), jest okre±lone wek-
torem napr¦»e« nominalnych tn(x, t). Przy uwzgl¦dnieniu postulatu Cauchy'ego
(1.1.12), de�nicje (1.3.12) przyjmuj¡ posta¢∫

∂Π

N ν dl =
∫∫

∂P ′

Tn∗ da∗,

∫

∂Π

(Mν + ~y ×Nν) dl =
∫∫

∂P ′

~y ×Tn∗ da∗.
(1.8.30)

Je±li {ξi} jest dowolnie wybranym ukªadem wspóªrz¦dnych krzywoliniowych
w obszarze kon�guracji odniesienia B, to pierwszy tensor napr¦»e« Pioli�Kirch-
ho�a T(x, t) mo»na wyrazi¢ w postaci

T(x, t) = ti(x, t)⊗ gi(x) = tα(x, t)⊗ gα(x) + t3(x, t)⊗ g3(x). (1.8.31)
Z (1.8.19) mo»na nast¦pnie wyznaczy¢ zale»no±ci pomi¦dzy zorientowanym ró»-
niczkowym elementem pola n∗ da∗ powierzchni bocznej ∂P ′ a zorientowanym
ró»niczkowym elementem dªugo±ci ν dl wzdªu» krzywej brzegowej ∂Π. Zapisuj¡c
tensory przekrojowych siª N (x , t) i momentów M (x , t) w postaci

N (x , t) = nα(x , t)⊗ aα(x ), M (x , t) = mα(x , t)⊗ aα(x ), (1.8.32)
dla przekrojowych wektorów siª i momentów otrzymamy

nα =

+∫

−
tαµ dξ, mα =

+∫

−
ζζζ× tαµ dξ. (1.8.33)

W powy»szym wyprowadzeniu wykorzystali±my postulat Cauchy'ego (zob.
Gurtin i Murdoch [1975]) w odniesieniu do trójwymiarowego wektora napr¦-
»e« tn(x, t). Istnienie tensorów przekrojowych siª i momentów N (x , t) oraz
M (x , t) mo»na równie» wykaza¢ bez wykorzystania trójwymiarowego postulatu
Cauchy'ego.
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Rozdziaª 2

Równania konstytutywne
i zagadnienia szczegóªowe

2.1. Równania konstytutywne mechaniki o±rodków ci¡gªych

2.1.1. Istota równa« konstytutywnych
Omawiane w poprzednim rozdziale zasady mechaniki oraz wynikaj¡ce z nich

lokalne równania ruchu i warunki uboczne a tak»e sformuªowane tam zale»no±ci
kinematyczne s¡ zale»no±ciami ogólnymi, obowi¡zuj¡cymi we wszystkich proce-
sach dynamicznych. Dotyczy to zarówno mechaniki o±rodków ci¡gªych, jak i me-
chaniki powªok. Podane zale»no±ci nie stanowi¡ jednak zamkni¦tego ukªadu rów-
na«, gdy» liczba równa« nie jest wystarczaj¡ca do wyznaczenia niezale»nych pól
wyst¦puj¡cych w tych ukªadach równa«. Brakuj¡cym elementem teorii s¡ tzw.
równania konstytutywne. Ten czysto matematyczny fakt posiada oczywist¡ inter-
pretacj¦ �zyczn¡.

Najprostsze do±wiadczenia dowodz¡, »e dwa ciaªa o identycznym ksztaªcie
poddane dziaªaniu jednakowych siª deformuj¡ si¦ odmiennie, o ile nie s¡ wyko-
nane z identycznych materiaªów. Mówimy wi¦c, »e ró»ne materiaªy charaktery-
zuj¡ si¦ odmiennymi wªasno±ciami mechanicznymi, opisywanymi przez równania
konstytutywne.

Ró»norodno±¢ cech mechanicznych materiaªów jest faktem do±wiadczalnym.
Dlatego zasadnicz¡ rol¦ przy formuªowaniu równa« konstytutywnych odgrywaj¡
badania eksperymentalne. �aden eksperyment nie mo»e jednak dostarczy¢ u»y-
tecznych informacji o wªasno±ciach mechanicznych materiaªów o ile nie zostaª on
±wiadomie zaplanowany i odpowiednio przeprowadzony. Pierwszym wi¦c krokiem
na drodze do formuªowania równa« konstytutywnych musi by¢ teoria takich rów-
na«, w ramach której mo»na opracowa¢ odpowiedni¡ metodologi¦ eksperymentu.

Podstawy teorii równa« konstytutywnych w mechanice o±rodka ci¡gªego opra-
cowane zostaªy w pracach Noll [1958], Coleman i Noll [1963] i Coleman
[1964]. S¡ one obszernie omawiane m.in. w znanych monogra�ach Truesdell
i Noll [1965], Wang i Truesdell [1973] oraz monogra�ach polskich Perzyna
[1966], Rymarz [1993], Ostrowska-Maciejewska [1994] i Hanyga [1991].
Celem tego podrozdziaªu jest jedynie bardzo pobie»ne przypomnienie podsta-
wowych koncepcji i de�nicji tej teorii, które b¦d¡ pomocne przy formuªowaniu
równa« konstytutywnych nieliniowej mechaniki powªok.
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2.1.2. Procesy dynamiczne
W mechanice o±rodka ci¡gªego (podrozdziaª 1.1) proces dynamiczny jest okre-

±lony przez nast¦puj¡ce zmienne: g¦sto±¢ masy ρ0(x), funkcj¦ deformacji χχχ(x, t),
tensor napr¦»e« T(x, t), zewn¦trzn¡ siª¦ obj¦to±ciow¡ f(x, t), zewn¦trzn¡ siª¦ po-
wierzchniow¡ t∗(x, t) dziaªaj¡c¡ na cz¦±ci ∂Bf brzegu ciaªa, warto±¢ funkcji defor-
macji χχχ∗(x, t) zadan¡ na cz¦±ci komplementarnej ∂Bd brzegu ciaªa oraz warto±ci
pocz¡tkowe χχχ0(x) i v0(x) w chwili t = 0 funkcji deformacji i pr¦dko±ci.

Zakªada si¦, »e zmienne (ρ0, f , t∗,χχχ∗,χχχ0,v0) s¡ danymi rozwa»anego pro-
blemu, natomiast (χχχ,T) musz¡ by¢ wyznaczone z rozwi¡zania zagadnienia po-
cz¡tkowo-brzegowego problemu.

Powy»sze zmienne speªniaj¡ lokalne równania ruchu

DivT + f = ρ0v̇, TFT = FTT, (2.1.1)

gdzie Div jest trójwymiarowym operatorem dywergencji, a pole pr¦dko±ci i prze-
strzenny gradient deformacji wyznacza si¦ z funkcji deformacji

v(x, t) = χ̇χχ(x, t), F(x, t) = ∇χχχ(x, t), (2.1.2)

gdzie ∇ jest operatorem przestrzennego gradientu. Równania ruchu (2.1.1), ª¡cz-
nie z dynamicznym warunkiem brzegowym

T(x, t)n(x) = t∗(x, t) (2.1.3)

zadanym na cz¦±ci ∂Bf brzegu, kinematycznym warunkiem brzegowym

χχχ(x, t) = χχχ∗(x, t) (2.1.4)

zadanym na cz¦±ci komplementarnej ∂Bd = ∂B\∂Bf brzegu oraz warunkami
pocz¡tkowymi w chwili t = 0

χχχ(x, 0) = χχχ0(x), χ̇χχ(x, 0) = v0(x), (2.1.5)

zadanymi na caªym obszarze ª¡cznie z brzegiem, stanowi¡ podstawowy ukªad
równa« i warunków ubocznych mechaniki o±rodka ci¡gªego. Ukªad ten nie za-
le»y ani od specy�cznych wªasno±ci mechanicznych materiaªu, ani od szczególnej
postaci deformacji.

�atwo zauwa»y¢, »e powy»szy ukªad zale»no±ci nie jest wystarczaj¡cy do wy-
znaczenia dwunastu pól skalarnych (χχχ,T) z sze±ciu niezale»nych równa« pola
(2.1.1). Do jednoznacznego sformuªowania zagadnienia pocz¡tkowo-brzegowego
potrzeba dalszych sze±ciu zale»no±ci, wyra»aj¡cych T(x, t) przez χχχ(x, t), które
s¡ zwane równaniami konstytutywnymi. Poniewa» tensor napr¦»e« T(x, t) ma
dziewi¦¢ niezale»nych skªadowych, wszystkie szczególne postacie równa« konsty-
tutywnych powinny to»samo±ciowo speªnia¢ trzy równania wi¦zów, narzucone
przez lokaln¡ posta¢ (2.1.1)2 zasady zachowania momentu p¦du.
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2.1.3. Podstawy teorii równa« konstytutywnych
Teori¦ równa« konstytutywnych buduje si¦ przyjmuj¡c szereg postulatów któ-

re, jak si¦ zakªada, s¡ �zycznie uzasadnione.
W ramach procesów czysto mechanicznych do najwa»niejszych nale»¡ postu-

laty: a) determinizmu, b) obiektywno±ci materiaªowej, c) lokalnego dziaªania,
d) zanikaj¡cej pami¦ci i e) wspóªobecno±ci. Postulaty te nie s¡ prawami �zycz-
nymi, a jedynie rozs¡dnymi wskazówkami pomocnymi przy formuªowaniu ró»nych
klas równa« konstytutywnych.

Postulat determinizmu orzeka, »e napr¦»enie wewn¡trz ciaªa jest wyznaczone
przez caª¡ histori¦ deformacji ciaªa. Oznacza to, »e tensor napr¦»e« T(x, t) w cz¡-
stce x w chwili t jest caªkowicie okre±lony przez funkcjonaª materiaªowy T∞τ=0,
którego argumentem jest historia deformacji χχχt(z, τ) wszystkich cz¡stek z ∈ B
ciaªa:

T(x, t) = T∞τ=0(χχχ
t(z, τ);x), (2.1.6)

gdzie
χχχt(x, τ) = χχχ(x, t− τ), τ ∈ [0,+∞). (2.1.7)

Napr¦»enie w chwili aktualnej zale»y wi¦c od ruchu caªego ciaªa we wszystkich
chwilach wcze±niejszych, ale nie pó¹niejszych. Materiaªy o tej wªasno±ci nazywane
s¡ materiaªami z pami¦ci¡.

Ruch ciaªa i panuj¡ce w nim napr¦»enia opisywane s¡ zwykle w przestrzeni
�zycznej wzgl¦dem pewnego inercjalnego ukªadu odniesienia. Jednak wªasno±ci
mechaniczne ciaªa nie powinny zale»e¢ od wyboru ukªadu odniesienia. Dlatego,
zgodnie z postulatem obiektywno±ci materiaªowej, napr¦»enia wewn¡trz ciaªa
postrzegane we wszystkich inercjalnych ukªadach odniesienia powinny by¢ ta-
kie same1. Je±li wi¦c χχχt i χχχ′t′ s¡ historiami ruchu, opisanymi w dwóch ró»nych
ukªadach odniesienia powi¡zanych odwzorowaniem (1.1.3), to speªnienie zasady
obiektywno±ci materiaªowej wymaga, aby funkcjonaª konstytutywny w równaniu
(2.1.6) speªniaª warunek

T∞τ=0

(
χχχ′t

′
(z, τ);x

)
= T∞τ=0

(
χχχt(x, t)(z, τ);x

)
. (2.1.8)

Równanie konstytutywne (2.1.6) jest dodatkowo ograniczane przez mo»liwe
symetrie materiaªu, je±li materiaª takie symetrie posiada, oraz przez pewne dodat-
kowe wymagania, nazywane ograniczeniami konstytutywnymi, które zapewniaj¡,
»e sformuªowane równanie konstytutywne �rozs¡dnie� modeluje rzeczywiste wªa-
sno±ci mechaniczne badanego materiaªu.

1Istniej¡ pewne kontrowersje wokóª tego postulatu i jego �zycznej zasadno±ci. Kontrowersje
te odnosz¡ si¦ w gªównej mierze do zagadnie« dynamiki gazów oraz zagadnie« elektromagne-
tycznych (patrz Hanyga [1991]), którymi si¦ tu nie b¦dziemy zajmowali.
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2.1.4. Niektóre szczególne klasy materiaªów
Postulat lokalnego dziaªania zakªada, »e jedynie ruch dowolnie maªego oto-

czenia danej cz¡stki materialnej ma wpªyw na panuj¡ce w niej napr¦»enia.
Wa»n¡ i dobrze zbadan¡ klas¡ materiaªów s¡ tak zwane materiaªy proste,

których równanie konstytutywne ma posta¢

T(x, t) = T∞τ=0(F
t(x, τ);x), (2.1.9)

gdzie Ft(x, τ)=∇χχχt(x, t) jest histori¡ przestrzennego gradientu deformacji w tym
samym punkcie x ∈ B. Równanie konstytutywne (2.1.9) speªnia zarówno postulat
determinizmu, jak i postulat lokalnego dziaªania. Funkcjonaª T∞τ=0 nie mo»e by¢
jednak zupeªnie dowolny, poniewa» równanie (2.1.9) musi dodatkowo speªnia¢
zasad¦ obiektywno±ci materiaªowej.

Wprowad¹my drugi tensor napr¦»e« Pioli�Kirchho�a zale»no±ci¡

S(x, t) = F(x, t)T(x, t). (2.1.10)

Z zasady zachowania momentu p¦du (2.1.1)2 wynika, »e S(x, t) jest tensorem
symetrycznym. Ponadto, tensor ten zachowuje swoj¡ posta¢ przy przej±ciu od
jednego ukªadu odniesienia do drugiego. Wobec tego, równanie konstytutywne

S(x, t) = S∞τ=0(C
t(x, τ);x), (2.1.11)

gdzie Ct(x, τ) jest histori¡ prawego tensora odksztaªcenia Cauchy�Greena C =
FTF, speªnia to»samo±ciowo zasad¦ obiektywno±ci materiaªowej.

Równanie (2.1.11) ma jednak nadal zbyt ogóln¡ posta¢, aby mogªo by¢ u»y-
tecznym w zastosowaniach in»ynierskich. Wprowadza si¦ wi¦c dodatkowy postu-
lat zanikaj¡cej pami¦ci, zgodnie z którym deformacje ciaªa, które miaªy miejsce
w dalekiej przeszªo±ci, maj¡ mniejszy wpªyw na aktualny stan napr¦»e« panuj¡cy
w ciele, ni» deformacje z bliskiej przeszªo±ci2.

W granicznym przypadku materiaª nazywa si¦ spr¦»ystym (pierwszego rz¦du),
je±li w ogóle nie ma pami¦ci. Napr¦»enia w takim materiale s¡ caªkowicie okre-
±lone przez aktualny stan odksztaªce«, a równanie konstytutywne materiaªu spr¦-
»ystego ma posta¢ zale»no±ci funkcyjnej, a nie funkcjonalnej:

T(x, t) = T(F(x, t);x), (2.1.12)
S(x, t) = S(C(x, t);x). (2.1.13)

W przypadku materiaªu spr¦»ystego dowolny proces mechaniczny ciaªa jest
caªkowicie odwracalny. Podczas deformacji ciaªa spr¦»ystego praca wykonana
przez obci¡»enia zewn¦trzne jest akumulowana w postaci energii odksztaªcenia.

2Posta¢ matematyczna tego postulatu oraz wynikaj¡ce z niego konsekwencje s¡ szczegóªowo
omawiane w monogra�i Perzyna [1966].
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W teorii materiaªów spr¦»ystych przyjmuje si¦, »e istnieje beznapr¦»eniowy stan
naturalny do którego ciaªo powraca po zdj¦ciu obci¡»e« zewn¦trznych. Przy przy-
j¦ciu stanu naturalnego ciaªa jako jego kon�guracji odniesienia, funkcje konsty-
tutywne T i S maj¡ wªasno±¢ T(0;x) = 0 i S(0;x) = 0.

Wªasno±¢ odwracalno±ci procesu mechanicznego dla materiaªu spr¦»ystego
nie wyklucza zale»no±ci funkcji materiaªowej od wy»szych gradientów deformacji.
W szczególno±ci, równanie konstytutywne

T(x, t) = T(F(x, t),∇F(x, t);x). (2.1.14)

de�niuje materiaª spr¦»ysty drugiego rz¦du, itd.
Szczególn¡ klas¦ prostych materiaªów spr¦»ystych stanowi¡ materiaªy hiper-

spr¦»yste, dla których istnieje funkcja skalarna

W = W (F(x, t);x), (2.1.15)

nazywana g¦sto±ci¡ energii spr¦»ystej, taka »e3

T(x, t) = T(F(x, t);x) = ∂FW (F(x, t);x),

S(x, t) = S(C(x, t);x) = ∂C

_

W (C(x, t);x).
(2.1.16)

Równania konstytutywne postaci (2.1.16) s¡ naturalnym wynikiem speªnienia
zasady zachowania energii w procesach czysto mechanicznych.

Teoria grup symetrii materiaªowych stanowi podstaw¦ innej klasy�kacji ma-
teriaªów. Szczególnie wa»n¡ klas¦ materiaªów stanowi¡ materiaªy izotropowe.
W szczególnym przypadku izotropowego materiaªu hiperspr¦»ystego dowodzi si¦,
»e funkcja energii spr¦»ystej (2.1.15) zale»y od tensora odksztaªce« Cauchy�
Greena jedynie poprzez jego niezmienniki gªówne

_

W (C;x) =
_

W (I1, I2, I3;x), (2.1.17)

I1 = trC, I2 =
1
2

{
(trC)2 − trC2

}
, I3 = detC. (2.1.18)

Charakterystyczn¡ cech¡ �zyczn¡ niektórych materiaªów jest znikomo maªa
zmiana obj¦to±ci w procesie deformacji. Materiaªami o tej wªasno±ci s¡, na przy-
kªad, materiaªy gumopodobne. Nie±ci±liwo±¢ oznacza, »e obj¦to±¢ obszaru prze-
strzeni �zycznej, zajmowanego przez dowolnie maª¡ cze±¢ ciaªa w kon�guracji
odniesienia, jest równa obj¦to±ci obszaru zajmowanego przez t¦ sam¡ cze±¢ ciaªa
w ka»dej innej kon�guracji. Warunek nie±ci±liwo±ci ma posta¢

Γ(F(x, t)) ≡ detF(x, t)− 1 = 0, (2.1.19)
3Materiaª spr¦»ysty jest cz¦sto nazywany materiaªem spr¦»ystym w sensie Cauchy'ego, a ma-

teriaª hiperspr¦»ysty materiaªem spr¦»ystym w sensie Greena.
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która wynika z interpretacji geometrycznej wyznacznika dowolnego odwzorowania
liniowego przestrzeni euklidesowej w siebie. Jest to wi¦c warunek czysto geome-
tryczny. Nie±ci±liwo±¢ materiaªu, jako jego cecha �zyczna, musi wi¦c by¢ uj¦ta
w odpowiednim równaniu konstytutywnym4.

Warunek nie±ci±liwo±ci jest najbardziej znanym przykªadem wi¦zów materia-
ªowych, traktowanych jako ograniczenia narzucone na równania konstytutywne.
Wi¦zy materiaªowe musz¡ równie» speªnia¢ zasad¦ obiektywno±ci materiaªowej.
Pozwala to zapisa¢ warunek nie±ci±liwo±ci (2.1.19) w równowa»nej postaci

Γ̃(C(x, t)) ≡ detC(x, t)− 1 = 0. (2.1.20)

Istnienie wi¦zów materiaªowych wymaga istnienia w ciele hipotetycznego stanu
napr¦»e« wªasnych, które wymuszaj¡ ruch ciaªa zgodnie z ograniczeniem (2.1.19).

2.2. Równania konstytutywne mechaniki powªok

2.2.1. Uwagi wst¦pne
W mechanice powªok równania konstytutywne peªni¡ podobn¡ rol¦ jak w me-

chanice o±rodków ci¡gªych: opisuj¡ wªasno±ci mechaniczne powªok szczególnego
typu. Z matematycznego punktu widzenia s¡ one niezb¦dne do zamkni¦cia do-
tychczas sformuªowanych równa« i zale»no±ci mechaniki powªok. S¡ jednak istot-
ne ró»nice mi¦dzy rol¡ równa« konstytutywnych w mechanice powªok i w mecha-
nice o±rodka ci¡gªego.

Równania konstytutywne mechaniki o±rodka ci¡gªego opisuj¡ wyª¡cznie wªa-
sno±ci mechaniczne materiaªu. W mechanice powªok rola równa« konstytutyw-
nych jest bardziej zªo»ona. Zauwa»my, »e np. powªoki o ró»nej grubo±ci, zarówno
jednorodne jak i warstwowe, s¡ opisane tymi samymi równaniami dynamiki oraz
zale»no±ciami kinematycznymi i warunkami ubocznymi. Dlatego równania kon-
stytutywne powªok musz¡ ujmowa¢ nie tylko wªasno±ci mechaniczne materiaªu,
lecz równie» np. grubo±¢ powªoki, struktur¦ wewn¦trzn¡ powªoki po grubo±ci
i geometri¦ powierzchni podstawowej. W mechanice powªok pojawia si¦ ponadto
dodatkowa konieczno±¢ ustalenia tzw. kinetycznych równa« konstytutywnych dla
powierzchniowych g¦sto±ci p¦du i momentu p¦du powªoki. W klasycznej mecha-
nice ciaª trójwymiarowych zale»no±ci dla przestrzennych g¦sto±ci p¦du i momentu
p¦du przyjmuje si¦ zgodnie z prawami Newtona.

Równania konstytutywne mechaniki powªok mog¡ by¢ formuªowane na dwa
sposoby, analogicznie do dwóch podstawowych podej±¢ przy formuªowaniu innych
zale»no±ci mechaniki powªok. W podej±ciu bezpo±rednim postuluje si¦ równania
konstytutywne od razu w postaci dwuwymiarowej. To podej±cie wymaga opraco-

4Mo»na równie» przyj¡¢ ogólniejsze spojrzenie, traktuj¡c warunek nie±ci±liwo±ci jako ogra-
niczenie dopuszczalnych deformacji ciaªa (zob. Wo¹niak [1985]). Deformacje takie nazywa si¦
wówczas izochorycznymi.
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wania metodologii eksperymentu, który umo»liwiaªby do±wiadczalne wyznacze-
nie funkcji i staªych konstytutywnych wyst¦puj¡cych w postulowanych zale»no-
±ciach. Podej±cie wyprowadzane wymaga znajomo±ci odpowiednich trójwymiaro-
wych równa« konstytutywnych. Wówczas problem sprowadza si¦ do opracowania
metodologii redukcji tych równa« do postaci dwuwymiarowej, spójnej z de�ni-
cjami dynamicznych wielko±ci przekrojowych i dwuwymiarow¡ kinematyk¡ po-
wªoki. Podej±cie wyprowadzane jest najcz¦±ciej stosowane w mechanice powªok.

Podej±cie wyprowadzane do równa« konstytutywnych mechaniki powªok przy-
pomina jednak kwadratur¦ koªa. Z jednej strony, budujemy teori¦ trójwymiaro-
wych równa« konstytutywnych jako zale»no±ci pomi¦dzy wybranym tensorem
napr¦»e« a energetycznie sprz¦»onym z nim tensorem odksztaªce«. Nast¦pnie
jednak staªe i funkcje materiaªowe, pojawiaj¡ce si¦ w tych zale»no±ciach trój-
wymiarowych, wyznaczamy z eksperymentu najcz¦±ciej jedno- lub dwuwymia-
rowego, w którym mierzymy jedynie pewne u±rednione wielko±ci przekrojowe,
a wi¦c wªa±nie te wyst¦puj¡ce w teoriach ni»szego wymiaru � pr¦tów, pªyt i po-
wªok. W ko«cu, tak do±wiadczalnie zwery�kowane, przybli»one trójwymiarowe
równania konstytutywne uznajemy za �±cisªe� i ponownie redukujemy do po-
staci dwuwymiarowej, zgodnej ze struktur¡ pozostaªych zale»no±ci kinematycz-
nych i dynamicznych mechaniki powªok.

Niezale»nie od tego, które z tych dwóch podej±¢ b¦dziemy stosowali, posta¢
powªokowych równa« konstytutywnych u»ywanych w analizie konkretnego za-
dania nie mo»e by¢ sprzeczna z formaln¡ dwuwymiarow¡ struktur¡ mechaniki
powªok.

2.2.2. Procesy dynamiczne w powªokach
Rozwa»aj¡c zasady budowania równa« konstytutywnych mechaniki powªok,

b¦dziemy wzorowali si¦ na teorii równa« konstytutywnych rozwini¦tej w mecha-
nice o±rodków ci¡gªych i naszkicowanej w podrozdziale 2.1.

W mechanice powªok kompletna lista zmiennych, wyst¦puj¡cych w ogólnych
zale»no±ciach, skªada si¦ z nast¦puj¡cych pól:

• g¦sto±ci masy m0(x ),
• funkcji deformacji χ(x , t) i pola tensorów struktury T (x , t),
• g¦sto±ci p¦du p(x , t) i momentu p¦du m(x , t),
• tensorów przekrojowych siª N (x , t) i momentów M (x , t),
• powierzchniowych wektorów siª f (x , t) i momentów c(x , t),
• brzegowej siªy n∗(x , t) i momentu m∗(x , t) danych na cz¦±ci ∂Mf brzegu

powªoki,
• warto±ci deformacji χ∗(x , t) i tensora struktury T ∗(x , t) danych na cz¦±ci

∂Md brzegu powªoki,
• pocz¡tkowych warto±ci pól χ0, T 0, υ0, Ω0 okre±lonych w caªym obszarze

M , ª¡cznie z brzegiem ∂M .
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Powy»sze zmienne musz¡ speªnia¢:
lokalne równania ruchu w punktach regularnych M

DivN + f = ṗ,

DivM + ad−1(NFT − FN T) + c = ṡ + υ × p,
(2.2.1)

dynamiczne i kinematyczne warunki brzegowe
Nν = n∗, Mν = m∗, na ∂Mf ,

χ = χ∗, T = T ∗, na ∂Md,
(2.2.2)

oraz warunki pocz¡tkowe w chwili t = 0
χ = χ0, T = T 0, χ̇ = υ0, Ṫ T−1 = Ω0. (2.2.3)

Zmienne wyst¦puj¡ce w (2.2.1)�(2.2.3) mo»na pogrupowa¢ zale»nie od roli,
jak¡ one peªni¡ w mechanice powªok. W typowym zagadnieniu analizy powªok
zakªada si¦, »e zmienne

(m0, f , c,n∗,m∗, χ∗,T ∗,χ0,T 0, υ0, Ω0) (2.2.4)

s¡ danymi rozwa»anego problemu, natomiast pozostaªe zmienne

(χ,T ,p, s,N ,M ) (2.2.5)

musz¡ by¢ wyznaczone jako rozwi¡zania tego problemu. Caªkowita liczba niezna-
nych pól skalarnych (2.2.5) wynosi zatem 3 + 3 + 3 + 3 + 6 + 6 = 24, a do ich
wyznaczenia dysponujemy jedynie liczb¡ 3 + 3 = 6 równa« ruchu (2.2.1).

Zgodnie z ogóln¡ ide¡ mechaniki, zmiennymi niezale»nymi w (2.2.1)�(2.2.3) s¡
pola kinematyczne (χ,T ), natomiast zmienne dynamiczne (p, s,N ,M ) musz¡
by¢ dodatkowo okre±lone przez równania konstytutywne, wi¡»¡ce te zmienne ze
zmiennymi kinematycznymi (χ,T ).

2.2.3. Ogólna posta¢ równa« konstytutywnych
W chwili aktualnej t stan napr¦»e« powªoki w dowolnej cz¡stce, która w kon-

�guracji odniesienia zajmowaªa miejsce x ∈ M , okre±laj¡ tensor przekrojowych
siª N (x , t) i tensor przekrojowych momentów M (x , t).

W mechanice powªok odpowiednikiem ogólnego równania konstytutywnego
(2.1.6) mechaniki o±rodków ci¡gªych s¡ dwa równania konstytutywne

N (x , t) = N∞
τ=0(χ

t(z , τ),T t(z , τ); x ,T 0(z )),

M (x , t) = M∞
τ=0(χ

t(z , τ),T t(z , τ); x ,T 0(z )),
(2.2.6)

gdzie z ∈ M . W (2.2.6), N∞
τ=0 i M∞

τ=0 s¡ funkcjonaªami historii ruchu caªej
powªoki, któr¡ de�niuje si¦ analogicznie do (2.1.7)

χt(x , τ) = χ(x , t− τ), T t(x , τ) = T (x , t− τ), τ ∈ [0, +∞). (2.2.7)
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Funkcjonaªy N∞
τ=0 i M∞

τ=0 ujmuj¡ wi¦c zarówno wªasno±ci mechaniczne materiaªu
powªoki jak i geometri¦ powierzchni podstawowej M oraz struktur¦ powªoki po
grubo±ci.

Podczas gdy w klasycznej mechanice o±rodków ci¡gªych zale»no±¢ (2.1.6) jest
jedynym wymaganym równaniem konstytutywnym, w mechanice powªok g¦sto±ci
p¦du p(x , t) i momentu p¦du s(x , t) musz¡ równie» by¢ okre±lone przez tzw.
kinetyczne równania konstytutywne o podobnej do (2.2.6) postaci

p(x , t) = p∞t=0(χ
t(z , τ),T t(z , τ); x ,T 0(z )),

s(x , t) = s∞t=0(χ
t(z , τ),T t(z , τ); x ,T 0(z )).

(2.2.8)

Równania konstytutywne (2.2.6) i (2.2.8) s¡ zgodne z postulatami determini-
zmu i wspóªobecno±ci, ale równania (2.2.6) musz¡ dodatkowo speªnia¢ postulat
obiektywno±ci materiaªowej. Natomiast g¦sto±ci p¦du p(x , t) i momentu p¦du
s(x , t) nie s¡ wielko±ciami obiektywnymi, dlatego równania (2.2.8) nie mog¡ by¢
niezmiennicze wzgl¦dem wyboru ukªadu odniesienia.

Zale»no±¢ funkcjonaªów w (2.2.6) i (2.2.8) od punktu x oznacza mo»liw¡ nie-
jednorodno±¢ powierzchniow¡ wªasno±ci �zycznych powªoki, a zale»no±¢ od ten-
sora struktury T 0(z ) w dowolnym punkcie z ∈ M oznacza zale»no±¢ od geo-
metrii kon�guracji odniesienia powªoki poprzez tensor T 0(x ) i jego gradienty
powierzchniowe dowolnego rz¦du.

O ile funkcjonaª materiaªowy w równaniu trójwymiarowym (2.1.6) de�niuje
wyª¡cznie �zyczne wªasno±ci materiaªu, to funkcjonaªy w równaniach (2.2.6)
i (2.2.8) zale»¡ nie tylko od wªasno±ci materiaªu, z którego wykonana jest po-
wªoka, lecz uwzgl¦dniaj¡ równie» pewne cechy geometryczne i strukturalne samej
powªoki. Wielko±ciami geometrycznymi, które musz¡ by¢ uwzgl¦dnione w rów-
naniach konstytutywnych mechaniki powªok, s¡ grubo±¢ powªoki i geometria jej
powierzchni podstawowej, a w szczególno±ci tensor metryczny i tensor krzywizny
powierzchni M . Wielko±ci te, nie b¦d¡c cechami �zycznymi materiaªu, nie maj¡
odpowiedników w równaniu konstytutywnym ciaª trójwymiarowych. Cechy struk-
turalne po grubo±ci powªoki, takie jak np. warstwowo±¢ lub mieszanina ró»nych
materiaªów, musz¡ by¢ równie» uwzgl¦dnione w równaniach konstytutywnych me-
chaniki powªok, na co wskazuje obecno±¢ w (2.2.6) i (2.2.8) tensorów struktury.

W nast¦pnych punktach 2.2.4�2.2.9 omówimy wybrane postacie materiaªo-
wych równa« konstytutywnych mechaniki powªok, a do kinetycznych równa«
konstytutywnych wrócimy w p. 2.2.10.

2.2.4. Powªoki z materiaªu prostego
Zgodnie z de�nicj¡ (2.1.9) materiaªu prostego, materiaª powªoki b¦dziemy na-

zywali prostym, je±li równania konstytutywne (2.2.6) zawieraj¡ historie wielko±ci
kinematycznych ∆

χ(x , t), T (x , t),

∆T (x , t) (2.2.9)
jako jedyne zmienne konstytutywne.



122 Rozdziaª 2. Równania konstytutywne i zagadnienia szczegóªowe

Z ogólnej teorii odksztaªce« w powªokach wynika, »e równowa»ny opis lokal-
nej deformacji powªoki dostarczaj¡ powierzchniowe miary odksztaªce« E(x , t)
i K (x , t). Wobec tego, ogólne równania konstytutywne powªoki wykonanej z ma-
teriaªu prostego mo»na przedstawi¢ w postaci

N (x , t) = N∞
τ=0

(
E t(x , τ),K t(x , τ); x ,T 0(x )

)
,

M (x , t) = M∞
τ=0

(
E t(x , τ),K t(x , τ); x ,T 0(x )

)
,

(2.2.10)

gdzie N∞
τ=0 i M∞

τ=0 s¡ znanymi funkcjonaªami swoich argumentów. Posta¢ (2.2.10)
jest zgodna nie tylko z postulatem determinizmu, lecz równie» z postulatami
lokalnego dziaªania i wspóªobecno±ci.

Równania konstytutywne (2.2.10) musz¡ speªnia¢ postulat obiektywno±ci ma-
teriaªowej który, podobnie jak w mechanice o±rodków ci¡gªych, nakªada istotne
ograniczenia na dopuszczalne postacie funkcjonaªów materiaªowych.

Przy zmianie ukªadu odniesienia powierzchniowe miary odksztaªce« i napr¦-
»e« podlegaj¡ nast¦puj¡cym transformacjom:

N (x , t) → O(t)N (x , t), M (x , t) → O(t)M (x , t),

E(x , t) → O(t)E(x , t), K (x , t) → O(t)K (x , t),
(2.2.11)

gdzie O(t) jest zale»nym od czasu tensorem ortogonalnym, zwi¡zanym z przej-
±ciem od jednego ukªadu odniesienia do drugiego (patrz podrozdziaª 1.1). Na
mocy zasady obiektywno±ci materiaªowej, funkcjonaªy w równaniach (2.2.10) mu-
sz¡ wi¦c speªnia¢ warunki

N∞
τ=0

(
E t(τ),K t(τ)

)
= O(t)TN∞

τ=0

(
Ot(τ)E t(τ),Ot(τ)K t(τ)

)
,

M∞
τ=0

(
E t(τ),K t(τ)

)
= O(t)TM∞

τ=0

(
Ot(τ)E t(τ),Ot(τ)K t(τ)

)
,

(2.2.12)

dla wszystkich tensorów ortogonalnych O(t). Dla uproszczenia zapisu, we wszyst-
kich wielko±ciach w (2.2.12) pomini¦to argument x , a zale»no±¢ od tensora struk-
tury T 0 wª¡czono do de�nicji funkcjonaªów.

Ograniczenia na funkcjonaªy, wynikaj¡ce z (2.2.12), a w konsekwencji i na
posta¢ równa« konstytutywnych, b¦d¡ speªnione to»samo±ciowo, je±li równania
konstytutywne (2.2.10) zapiszemy w równowa»nej postaci przez tensory miar na-
pr¦»e« i odksztaªce« w reprezentacji materialnej

N(x , t) = Ñ
∞
τ=0

(
Et(x , τ),Kt(x , τ); x

)
,

M(x , t) = M̃
∞
τ=0

(
Et(x , τ),Kt(x , τ); x

)
.

(2.2.13)

Bior¡c pod uwag¦ zale»no±ci mi¦dzy miarami napr¦»e« i odksztaªce« w reprezen-
tacjach przestrzennej i materialnej

N (x , t) = Q(x , t)N(x , t), M (x , t) = Q(x , t)M(x , t),

E(x , t) = Q(x , t)E(x , t), K (x , t) = Q(x , t)K(x , t),
(2.2.14)
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ªatwo zauwa»y¢, »e funkcjonaªy konstytutywne w (2.2.10) i (2.2.13) s¡ powi¡zane
nast¦puj¡cymi zale»no±ciami:

Ñ
∞
τ=0

(
Et(τ),Kt(τ)

)
= Q(t)TN∞

τ=0

(
Q t(τ)Et(τ),Q t(τ)Kt(τ)

)
,

M̃
∞
τ=0

(
Et(τ),Kt(τ)

)
= Q(t)TM∞

τ=0

(
Q t(τ)Et(τ),Q t(τ)Kt(τ)

)
.

(2.2.15)

Uwzgl¦dniaj¡c reguªy transformacyjne (2.2.11), z (2.2.14) wynika, »e tensory
powªokowych miar napr¦»e« i odksztaªce« w reprezentacji materialnej zachowuj¡
swoj¡ posta¢ przy przej±ciu od jednego ukªadu odniesienia do drugiego. Dlatego
równania konstytutywne (2.2.13) speªniaj¡ automatycznie postulat obiektywno±ci
materiaªowej. Jest to sytuacja analogiczna do równania konstytutywnego (2.1.11)
w mechanice ±rodków ci¡gªych, wyra»onego przez drugi tensor napr¦»e« Pioli�
Kirchho�a i tensor odksztaªce« Cauchy�Greena.

2.2.5. Powªoki spr¦»yste i hiperspr¦»yste
Przez analogi¦ do trójwymiarowej de�nicji prostego materiaªu spr¦»ystego

(2.1.12), powªok¦ z materiaªu prostego nazywamy spr¦»yst¡, je±li jej wªasno±ci
mechaniczne nie wykazuj¡ pami¦ci. Innymi sªowy, przekrojowe miary napr¦»e«
powªoki spr¦»ystej w chwili aktualnej t, w dowolnym punkcie x ∈ M powierzchni
podstawowej, zale»¡ wyª¡cznie od aktualnych warto±ci miar odksztaªce« w tym
punkcie.

Równania konstytutywne powªok spr¦»ystych przyjmuj¡ wi¦c posta¢

N (x , t) = N(E(x , t),K (x , t); x ),

M (x , t) = M(E(x , t),K (x , t); x ).
(2.2.16)

W (2.2.16), N i M s¡ funkcjami (a nie funkcjonaªami) swoich argumentów.
Te funkcje konstytutywne musz¡ speªnia¢ postulat obiektywno±ci materiaªowej.
Postulat ten jest speªniony to»samo±ciowo, je±li równania konstytutywne (2.2.16)
wyrazimy w reprezentacji materialnej

N(x , t) = Ñ (E(x , t),K(x , t); x ) ,

M(x , t) = M̃ (E(x , t),K(x , t); x ) ,
(2.2.17)

gdzie funkcje Ñ i M̃ s¡ okre±lone przez funkcje N i M z zale»no±ci wynikaj¡cych
z (2.2.15).

W teorii powªok spr¦»ystych zakªada si¦ zwykle, »e w±ród wszystkich mo»li-
wych kon�guracji powªoki istniej¡ równie» takie, którym odpowiada zerowy stan
przekrojowych miar napr¦»e«. Je±li jedn¡ z takich kon�guracji przyjmiemy za
kon�guracj¦ odniesienia, to funkcje w równaniach konstytutywnych (2.2.17) b¦d¡
speªnia¢ warunki

Ñ(0,0; x ) = 0, M̃(0,0; x ) = 0. (2.2.18)
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Zauwa»my, »e je±li powªoka jako ciaªo trójwymiarowe jest wykonana z mate-
riaªu spr¦»ystego o równaniu konstytutywnym (2.1.12), to nie ma podstaw aby
z tego wnioskowa¢, »e odpowiednie materiaªowe równania konstytutywne powªoki
b¦d¡ miaªy posta¢ (2.2.17). Proces redukcji zasad mechaniki z trzech do dwóch
wymiarów generuje pewne elementy nielokalno±ci. Mo»emy wi¦c oczekiwa¢, »e
odpowiadaj¡ce (2.1.12) materiaªowe równania konstytutywne powªoki mog¡ by¢
rozszerzone do postaci zawieraj¡cych równie» pierwsze powierzchniowe gradienty
powªokowych miar odksztaªce«

N = Ñ(E,K,

∆

E,

∆

K; x ),

M = M̃(E,K,

∆

E,

∆

K; x ).
(2.2.19)

Równania konstytutywne tej postaci i mo»liwe ich uogólnienia, uwzgl¦dniaj¡ce
gradienty dowolnego rz¦du, doprowadziªyby jednak do nielokalnej teorii powªok
spr¦»ystych wy»szych rz¦dów, która w tej ksi¡»ce nie b¦dzie rozwa»ana.

Szczególn¡ klas¦ powªok spr¦»ystych stanowi¡ powªoki, których wªasno±ci me-
chaniczne s¡ wyznaczone przez funkcj¦ skalarn¡

Φ = Φ(E(x , t),K (x , t); x ), (2.2.20)

zwan¡ funkcj¡ (powierzchniowej g¦sto±ci) energii spr¦»ystej. Je±li taka funkcja
skalarna istnieje, to funkcje w równaniach konstytutywnych (2.2.16) s¡ jej po-
chodnymi wzgl¦dem powªokowych miar odksztaªce«

N(E ,K ; x ) = ∂EΦ(E ,K ; x ),

M(E ,K ; x ) = ∂KΦ(E ,K ; x ).
(2.2.21)

W zgodzie z mechanik¡ o±rodków ci¡gªych, powªok¦ o tej wªasno±ci b¦dziemy
nazywali hiperspr¦»yst¡.

Funkcja (2.2.20), o ile istnieje, musi speªnia¢ postulat obiektywno±ci materia-
ªowej, co prowadzi do nast¦puj¡cego warunku:

Φ(E ,K ; x ) = Φ(OE ,OK ; x ). (2.2.22)

Je±li wprowadzimy now¡ funkcj¦ energii spr¦»ystej wzorem

Φ̃(E,K; x ) ≡ Φ(QTE ,QTE ; x ), (2.2.23)

to ªatwo sprawdzi¢, »e speªnia ona to»samo±ciowo postulat obiektywno±ci mate-
riaªowej. Funkcja Φ̃ = Φ̃(E,K; x ) okre±la równie» funkcje w równaniach konsty-
tutywnych (2.2.17) zgodnie z zale»no±ciami

Ñ(E,K; x ) = ∂EΦ̃(E,K; x ),

M̃(E,K; x ) = ∂KΦ̃(E,K; x ).
(2.2.24)
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2.2.6. Szczególne warianty równa« konstytutywnych
Je±li A(x ) jest odwzorowaniem liniowym (tensorem) przestrzeni stycznej TxM

w trójwymiarow¡ przestrze« wektorow¡ E, to wykorzystuj¡c rozkªad przestrzeni
trójwymiarowej na sum¦ prost¡ przestrzeni stycznej TxM i przestrzeni normalnej
TxM⊥ (podrozdziaª 1.4) tensor A(x ) mo»na przedstawi¢ w postaci

A(x ) = I 0(x )A(x ) + n(x )⊗ a(x ). (2.2.25)

Tutaj I 0(x ) jest operatorem inkluzji, n(x ) jednostkowym wektorem normalnym
do powierzchni M , A(x ) tensorem stycznym (odwzorowaniem liniowym TxM
w siebie), a a(x ) jest wektorem stycznym (elementem przestrzeni TxM).

Wykorzystuj¡c rozkªad (2.2.25), tensory przekrojowych siª N(x , t) i momen-
tów M(x , t) oraz tensory powªokowych miar odksztaªce« E(x , t) i K(x , t) mo-
»emy przedstawi¢ w postaci

N = I 0N + n ⊗ n, M = I 0M + n ⊗m,

E = I 0E + n ⊗ e, K = I 0K + n ⊗ k.
(2.2.26)

Ograniczaj¡c dalsz¡ dyskusj¦ do przypadku powªok hiperspr¦»ystych, funk-
cj¦ energii spr¦»ystej (2.2.22) mo»emy równie» wyrazi¢ przez powªokowe miary
odksztaªce«, wynikaj¡ce z dekompozycji (2.2.26)

Φ = Φ(E, e,K, k; x ), (2.2.27)

gdzie funkcja Φ jest jednoznacznie okre±lona przez

Φ(E, e,K, k; x ) = Φ̃(I 0E + n ⊗ e, I 0K + n ⊗ k; x ) . (2.2.28)

Równania konstytutywne (2.2.24) mo»emy teraz zapisa¢ w równowa»nej po-
staci

N = ∂EΦ(E, e,K, k), n = ∂eΦ(E, e,K, k),
M = ∂KΦ(E, e,K, k), m = ∂kΦ(E, e,K, k).

(2.2.29)

Ró»ne szczególne postacie równa« konstytutywnych prowadz¡ do ró»nych mo-
deli szczególnych w ramach tej samej teorii powªok (zob. np. Altenbach i �i-
lin [1988], Libai i Simmonds [1998]). W szczególno±ci, mo»liwe postacie funkcji
energii spr¦»ystej Φ = Φ(εαβ , εα, καβ, κα), kwadratowej wzgl¦dem skªadowych
powªokowych miar odksztaªce« εα = εαβtβ + εαt i κα = t × καβtβ + καt ,
byªy analizowane w Libai i Simmonds [1998]. W przypadku niesymetrycznej
po grubo±ci struktury powªoki, ogólne wyra»enie dla anizotropowej i algebraicz-
nie jednorodnej funkcji Φ zawiera wiele czªonów, a jej peªne okre±lenie wymaga
znajomo±ci ponad stu staªych materiaªowych.
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Je±li przyjmiemy, »e Φ nie zale»y od punktu x ∈ M i krzywizny powierzchni
M , a powªoka ma symetryczn¡ struktur¦ po grubo±ci, to u»ywaj¡c teorii nie-
zmienników funkcji tensorowych (por. np. Spencer [1971]) mo»na wykaza¢, »e
funkcja energii spr¦»ystej redukuje si¦ do postaci (Eremejew i Zubow [2003])

Φ = C1εαβεαβ + C2εαβεβα + C3ε
α
αεβ

β + C4εαεα

+D1καβκαβ + D2καβκβα + D3κ
α
ακβ

β + D4κακα, (2.2.30)
gdzie CK , DK , K = 1, 2, 3, 4, s¡ staªymi wyznaczanymi z bada« do±wiadczalnych.

2.2.7. Powªoki liniowo spr¦»yste
Powªok¦ nazywamy liniowo spr¦»yst¡, je±li tensory przekrojowych siª i mo-

mentów s¡ liniowymi funkcjami powªokowych miar odksztaªce«. Ma to miejsce,
w szczególno±ci, gdy odksztaªcenia w przestrzeni powªoki, jako ciaªa trójwymia-
rowego, s¡ wsz¦dzie maªe.

W reprezentacji przestrzennej równania konstytutywne powªok liniowo spr¦-
»ystych przyjmuj¡ posta¢

N = C 1[E ] + C 3[K ], M = C 4[E ] + C 2[K ], (2.2.31)
co w reprezentacji materialnej mo»na wyrazi¢ jako

N = C1[E] + C3[K], M = C4[E] + C2[K]. (2.2.32)
Tutaj tensory spr¦»ysto±ci C I i CI , I = 1, 2, 3, 4, s¡ odwzorowaniami liniowymi
przestrzeni tensorowej E⊗TxM w siebie. Tensory spr¦»ysto±ci s¡ na ogóª zale»ne
równie» od x ∈ M , co wynika gªównie z na ogóª zmiennej warto±ci krzywizny
powierzchni M .

Je±li tensory spr¦»ysto±ci CI speªniaj¡ warunki
C1 = CT

1 , C4 = CT
4 , C3 = CT

2 , (2.2.33)
to istnieje kwadratowa funkcja energii spr¦»ystej o postaci

Φ̃(E,K; x ) =
1
2
E · C1[E] + E · C3[K] + K · C4[E] +

1
2
K · C2[K]. (2.2.34)

W teorii izotropowych powªok spr¦»ystych mo»na wykaza¢, »e z dokªadno±ci¡
do uproszcze« wynikaj¡cych z pomini¦cia stosunku grubo±ci powªoki do naj-
mniejszego promienia krzywizny powierzchni podstawowej, konsekwentne pierw-
sze przybli»enie do energii odksztaªcenia powªoki przyjmuje znacznie uproszczon¡
posta¢. Wtedy tensor przekrojowych siª zale»y wyª¡cznie od tensora odksztaªce«,
a tensor przekrojowych momentów zale»y wyª¡cznie od tensora zgi¦¢. Równania
konstytutywne ogólnej teorii powªok zgodne z t¡ wªasno±ci¡ maj¡ posta¢

N = C[E], M = D[K], (2.2.35)
gdzie wprowadzili±my oznaczenia C ≡ C1 i D ≡ C2.
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Szczególne równania konstytutywne o tej wªasno±ci zostaªy zaproponowane
w pracach Chró±cielewski, Makowski i Stumpf [1992] oraz Chró±cielew-
ski [1996] (por. Wan i Weinitschke [1988]) w postaci

nα = Nαβtβ + Qαt , mα = t ×Mαβtβ + Mαt ,

Nαβ = C
[
(1− ν)εαβ + νAαβεκ

κ

]
, Qα =

1
2
αsC(1− ν)εα,

Mαβ = D
[
(1− ν)καβ + νAαβκκ

κ

]
, Mα = αtD(1− ν)κα,

C =
Eh

1− ν2
, D =

Eh3

12(1− ν2)
,

(2.2.36)

gdzie E jest moduªem Younga a ν wspóªczynnikiem Poissona izotropowego ma-
teriaªu spr¦»ystego, h grubo±ci¡ powªoki, natomiast αs i αt s¡ wspóªczynnikami
poprzecznego ±cinania i owini¦cia.

Poszerzone w stosunku do (2.2.36) równania konstytutywne, ujmuj¡ce równie»
sprz¦»enia pomi¦dzy powªokowymi miarami odksztaªce«, mo»na otrzyma¢ w ra-
mach tzw. drugiego przybli»enia do energii odksztaªcenia spr¦»ystego powªoki,
por. Pietraszkiewicz [1979b], Badur [1984].

2.2.8. Kinetyczne równania konstytutywne w mechanice powªok
Kinetyczne równania konstytutywne powªok wykonanych z materiaªu pro-

stego mo»na przyj¡¢, zgodnie z zasad¡ wspóªobecno±ci, w postaci analogicznej
do (2.2.10)

p(x , t) = p∞τ=0

(
υ(x , t), ω(x , t),E t(x , τ),K t(x , τ); x ,T 0(x )

)
,

s(x , t) = s∞τ=0

(
υ(x , t), ω(x , t),E t(x , τ),K t(x , τ); x ,T 0(x )

)
,

(2.2.37)

gdzie υ(x , t) i ω(x , t) s¡ polami pr¦dko±ci translacyjnej i obrotowej powªoki w ak-
tualnej chwili t.

W mechanice powªok spr¦»ystych równania konstytutywne dla g¦sto±ci p¦du
i momentu p¦du przyjmuj¡ posta¢ nast¦puj¡cych zale»no±ci:

p(x , t) = p (υ(x , t),ω(x , t),E(x , t),K (x , t); x ) ,

s(x , t) = s (υ(x , t), ω(x , t),E(x , t),K (x , t); x ) .
(2.2.38)

Równania (2.2.38) zale»¡ wi¦c nie tylko od pól pr¦dko±ci powierzchni podstawo-
wej, lecz równie» od powªokowych miar odksztaªce«. Takie zale»no±ci mog¡ by¢
potrzebne w teorii odksztaªce« sko«czonych grubych powªok gumopodobnych.

W wielu jednak przypadkach wystarczy przyj¡¢ równania (2.2.38) w znacznie
uproszczonej postaci. W szczególno±ci, wydaje si¦ rozs¡dnym przyj¡¢, »e funkcje
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p i s zale»¡ w sposób liniowy od pól pr¦dko±ci. Wówczas równania konstytutywne
(2.2.38) upraszczaj¡ si¦ do postaci

p = J 1(E ,K )υ + J 3(E ,K )ω, s = J 4(E ,K )υ + J 2(E ,K )ω, (2.2.39)

gdzie JA = JA(E ,K ), A = 1, 2, 3, 4, s¡ danymi funkcjami tensorowymi miar
odksztaªce«.

Przyjmuj¡c kinetyczne równania konstytutywne w postaci (2.2.39) oraz za-
kªadaj¡c, »e tensory JA = JA(E ,K ) speªniaj¡ warunki analogiczne do (2.2.33),
mo»na wykaza¢ istnienie funkcji g¦sto±ci energii kinetycznej, mierzonej na jed-
nostk¦ pola powierzchni podstawowej M , o postaci

κ(υ, ω,E ,K ) =
1
2
υ · J 1υ + υ · J 3ω + ω · J 4υ +

1
2
ω · J 2ω. (2.2.40)

W tym przypadku kinetyczne równania konstytutywne wynikaj¡ z zale»no±ci

p = ∂�κ(υ, ω,E ,K ), s = ∂!κ(υ,ω,E ,K ). (2.2.41)

Szczególnie prost¡ posta¢ kinetycznych równa« konstytutywnych otrzymamy
zakªadaj¡c dodatkowo, »e JA s¡ tensorami niezale»nymi od miar odksztaªce«:

p = J 1υ + J 3ω, s = J 4υ + J 2ω. (2.2.42)

W tym przypadku JA mo»na nazwa¢ tensorami bezwªadno±ci przekrojów po-
przecznych powªoki.

Dodatkowe przyj¦cie JA w uproszczonej postaci

J 1 = m01, J 2 = I01, J 3 = J 4 = 0, (2.2.43)

gdzie m0 jest powierzchniow¡ g¦sto±ci¡ masy, a I0 skalarnym wspóªczynnikiem
bezwªadno±ci przekroju poprzecznego powªoki, prowadzi do klasycznych wyra-
»e« dla g¦sto±ci p¦du i momentu p¦du, u»ywanych najcz¦±ciej w mechanice po-
wªok, por. np. Zhilin [1976], Libai i Simmonds [1983, 1998], Altenbach i �i-
lin [1988], Simmonds [2001].

2.3. Zagadnienia pocz¡tkowo-brzegowe powªok spr¦»ystych

2.3.1. Formuªowanie zagadnie« mechaniki powªok
Z matematycznego punktu widzenia, analiza ró»norodnych zada« konstrukcji

powªokowych sprowadza si¦ do sformuªowania i rozwi¡zania zagadnienia pocz¡t-
kowo-brzegowego w dynamice lub zagadnienia brzegowego w statyce. Zagadnienia
statyczne mog¡ by¢ równie» traktowane jako szczególny przypadek zagadnie«
dynamicznych.
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W najwi¦kszym uproszczeniu, sformuªowanie zagadnienia pocz¡tkowo-brze-
gowego mechaniki powªok wymaga:

• danych problemu,
• ukªadu równa« opisuj¡cych problem,
• warunków ubocznych (brzegowych, pocz¡tkowych i ci¡gªo±ci).
Posta¢ zagadnienia pocz¡tkowo-brzegowego i mo»liwe sposoby analizy zada«

szczegóªowych mechaniki powªok zale»¡ w istotny sposób od przyj¦tych równa«
konstytutywnych. Z kolei, wybór równa« konstytutywnych jest podyktowany na-
tur¡ badanego zadania. Z tego punktu widzenia, zagadnienia szczegóªowe mecha-
niki powªok mo»na podzieli¢ na dwie obszerne klasy: zagadnienia spr¦»yste i za-
gadnienia niespr¦»yste. Ta druga klasa obejmuje m.in. analiz¦ powªok plastycz-
nych, lepkospr¦»ystych, spr¦»ysto-lepkoplastycznych itp., ale tak»e zalicza si¦ tu
zwyczajowo np. zagadnienia kontynualnej teorii p¦kania i zniszczenia konstruk-
cji powªokowych. Ka»de z tych zagadnie« wymaga sformuªowania odmiennych
równa« konstytutywnych i zastosowania odmiennych, wªa±ciwych tylko temu za-
gadnieniu metod analizy.

W dalszej cz¦±ci tej ksi¡»ki ograniczymy si¦ tylko do przedstawienia i ana-
lizy nieliniowych zagadnie« spr¦»ystych dla powªok wielopªatowych. Dla wygody
dalszych rozwa»a«, poni»ej przypominamy wcze±niej wyprowadzone zale»no±ci
zagadnienia pocz¡tkowo-brzegowego nieliniowej mechaniki powªok spr¦»ystych,
uzupeªnione o dodatkowe komentarze.

2.3.2. Kon�guracja odniesienia i opis ruchu powªoki
W ramach rozpatrywanej teorii powªok, kon�guracja odniesienia jest caªkowi-

cie okre±lona przez wektor wodz¡cy ~x (x ) powierzchni podstawowej M i zadane
na tej powierzchni pole nieosobliwych tensorów struktury T 0(x ). Te pola musz¡
speªnia¢ pewne warunki ci¡gªo±ci i ró»niczkowalno±ci omówione w p. 1.2.4 i 1.2.5.

Wzgl¦dem kon�guracji odniesienia ruch powªoki jest caªkowicie opisany przez
odwzorowania ~y : M×T → E i T : M×T → E⊗E. Wprowadzaj¡c wektor prze-
suni¦cia u powierzchni podstawowej i tensor obrotu Q , ruch powªoki wzgl¦dem
kon�guracji odniesienia mo»e by¢ równowa»nie opisany przez (1.6.12)

~y(x , t) = ~x (x ) + u(x , t), T (x , t) = Q(x , t)T 0(x ). (2.3.1)

Pola u(x , t), Q(x , t) s¡ wi¦c dalej traktowane jako podstawowe niezale»ne zmien-
ne kinematyczne zagadnienia.

Pochodne u i Q wzgl¦dem czasu okre±laj¡ pola pr¦dko±ci translacyjnej i ob-
rotowej powªoki

υ(x , t) = ~̇y(x , t) = u̇(x , t),

Ω(x , t) = Ṫ (x , t)T (x , t)−1 = Q̇(x , t)Q(x , t)T = adω(x , t).
(2.3.2)
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Je±li tensor obrotu Q(x , t) wyrazimy przez wektor obrotu sko«czonego Ro-
driguesa θ = ad−1Θ, to tensory miar odksztaªce« E(x , t) i K (x , t) powªoki
okre±lone s¡ przez zwi¡zki kinematyczne (por. p. 1.7.8)

E =

∆u − Λ(Θ + Θ2)I 0, K = Λ(1 + Θ)

∆

θ,

Λ ≡ 2(1 + ‖θ‖2)−1.
(2.3.3)

W tym przypadku wektory przesuni¦cia u(x , t) i obrotu sko«czonego θ(x , t) s¡
podstawowymi zmiennymi niezale»nymi zagadnienia.

2.3.3. Równania pola i warunki uboczne
Podstawowymi równaniami pola w analizie ka»dego zagadnienia szczegóªo-

wego nieliniowej mechaniki powªok s¡ lokalne równania ruchu

DivN + f = ṗ,

DivM + ad−1(NFT − FN T) + c = ṡ + υ × p,
(2.3.4)

które musz¡ by¢ speªnione w punktach regularnych x ∈ M\Γ powierzchni pod-
stawowej.

Warunki uboczne zagadnienia obejmuj¡ dynamiczne warunki brzegowe

N (x , t)ν(x ) = n∗(x , t), M (x , t)ν(x ) = m∗(x , t), (2.3.5)

w punktach x ∈ ∂Mf cz¦±ci brzegu powªoki i kinematyczne warunki brzegowe

u(x , t) = u∗(x , t), Q(x , t) = Q∗(x , t), (2.3.6)

w punktach x ∈ ∂Md = ∂M\∂Mf cz¦±ci komplementarnej brzegu powªoki. Wa-
runki brzegowe (2.3.5) i (2.3.6) musz¡ by¢ speªnione dla wszystkich chwil t ∈ T
z rozwa»anego przedziaªu czasu T , który nie musi by¢ przedziaªem sko«czonym.

Do warunków ubocznych nale»¡ równie» warunki pocz¡tkowe

u(x , t0) = u0(x ), Q(x , t0) = Q0(x ),

u̇(x , t0) = υ0(x ), Q̇(x , t0)QT(x , t0) = Ω0(x ),
(2.3.7)

których speªnienia wymaga si¦ we wszystkich punktach x ∈ M∪∂M powierzchni
podstawowej ª¡cznie z brzegiem, dla ustalonej chwili t0 ∈ T (dalej przyjmiemy
t0 = 0). Pola powierzchniowe f i c w (2.3.4), pola wyró»nione gwiazdk¡ w (2.3.5)
i (2.3.6) oraz pola wyró»nione indeksem zero w (2.3.7) s¡ danymi zagadnienia.

Zasady mechaniki powªok sformuªowane w postaci caªkowej dopuszczaj¡ rów-
nie» rozwi¡zania nieci¡gªe. Przyczyn¡ pojawienia si¦ takich rozwi¡za« mo»e by¢
np. skokowa zmiana grubo±ci i/lub wªasno±ci materiaªowych powªoki, b¡d¹ niere-
gularno±¢ powierzchni podstawowej typu zaªomu. W takich przypadkach musz¡
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by¢ dodatkowo speªnione dynamiczne warunki ci¡gªo±ci (1.4.61) w punktach sta-
cjonarnych krzywych osobliwych x ∈ Γ

[n� ] = 0, [m� ] + [~y × n� ] = 0. (2.3.8)
Energetycznie komplementarne do (2.3.8) kinematyczne warunki ci¡gªo±ci

w punktach koherentnych krzywych osobliwych x ∈ Γ przyjmuje si¦ zwykle w po-
staci5

[u ] = 0, [Q] = 0. (2.3.9)
Dla powªok wykonanych z materiaªu spr¦»ystego równania konstytutywne

maj¡ posta¢
N = Ñ (E ,K ; x ), M = M̃ (E ,K ; x ). (2.3.10)

W dalszej cz¦±ci ksi¡»ki przyjmiemy, »e funkcje materiaªowe w równaniach kon-
stytutywnych (2.3.10) wyznacza si¦ ze znanej funkcji powierzchniowej g¦sto±ci
energii spr¦»ystej Φ = Φ(E ,K ; x ) za pomoc¡ wzorów

Ñ (E ,K ; x ) = ∂EΦ(E ,K ; x ), M̃ (E ,K ; x ) = ∂KΦ(E ,K ; x ). (2.3.11)
Kinetyczne równania konstytutywne powªok spr¦»ystych mo»na przyj¡¢ w zgod-
nej z (2.3.10) postaci

p = p̃(υ, ω,E ,K ; x ), s = s̃(υ, ω,E ,K ; x ). (2.3.12)
Dalej wykorzystamy gªównie szczególnie prost¡ posta¢ kinetycznych równa« kon-
stytutywnych

p = m0υ, s = I0ω, (2.3.13)
gdzie m0(x ) jest polem powierzchniowej g¦sto±ci masy, a I0(x ) skalarnym polem
bezwªadno±ci przekroju poprzecznego powªoki w kon�guracji odniesienia.

Lokalne równania ruchu (2.3.4), materiaªowe (2.3.10) lub (2.3.11) oraz kine-
tyczne (2.3.12) lub (2.3.13) równania konstytutywne, de�nicje pr¦dko±ci liniowej
i obrotowej (2.3.2), zale»no±ci kinematyczne (2.3.3), dynamiczne (2.3.5) i kine-
matyczne (2.3.6) warunki brzegowe, warunki pocz¡tkowe (2.3.7) oraz dynamiczne
(2.3.8) i kinematyczne (2.3.9) warunki ci¡gªo±ci tworz¡ razem zamkni¦ty ukªad za-
le»no±ci zagadnienia pocz¡tkowo-brzegowego nieliniowej mechaniki powªok spr¦-
»ystych.

Gdy kinematyczne (2.3.6) (lub dynamiczne (2.3.5)) warunki brzegowe s¡ za-
dane na caªym brzegu ∂M powªoki, to zwykle mówimy o czysto przemiesz-
czeniowym (lub czysto napr¦»eniowym) sformuªowaniu zagadnienia pocz¡tkowo-
brzegowego. W ogólnym przypadku mówimy o mieszanym sformuªowaniu zagad-
nienia pocz¡tkowo-brzegowego.

Przyjmuj¡c szczególne postacie równa« konstytutywnych i warunków ubocz-
nych, otrzymamy równie» szczególn¡ posta¢ zagadnienia pocz¡tkowo-brzegowego,
która mo»e ju» by¢ przedmiotem analizy numerycznej.

5Te warunki wymagaj¡ ci¡gªo±ci pól przesuni¦¢ i obrotów w caªym obszarze powierzchni
podstawowej. Dopuszczaj¡ one jednak nieci¡gªo±¢ powierzchniowych gradientów tych pól.
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2.3.4. Równania mechaniki powªok w reprezentacji materialnej
W punkcie 2.3.3 zagadnienie pocz¡tkowo-brzegowe mechaniki powªok spr¦-

»ystych przedstawili±my w reprezentacji przestrzennej. W analizie szeregu zada«
konstrukcji powªokowych bardziej odpowiednim mo»e okaza¢ si¦ wykorzystanie
podstawowych zale»no±ci mechaniki powªok w reprezentacji materialnej.

Wykorzystuj¡c zale»no±ci (1.7.60) pomi¦dzy tensorami przekrojowych siª i mo-
mentów w reprezentacjach przestrzennej i materialnej

N (x , t) = Q(x , t)N(x , t), M (x , t) = Q(x , t)M(x , t), (2.3.14)

lokalne równania ruchu (2.3.4) mo»emy zapisa¢ w równowa»nej postaci

Div (QN) + f = ṗ,

Div (QM) + ad−1
{
(QN)FT − F (QN)T

}
+ c = ṡ + υ × p.

(2.3.15)

Przy pomocy analogicznych zale»no±ci (1.7.57) pomi¦dzy tensorami miar od-
ksztaªce« w reprezentacji przestrzennej i materialnej

E(x , t) = Q(x , t)E(x , t), K (x , t) = Q(x , t)K(x , t), (2.3.16)

mo»na wykaza¢, »e

Div (QN) = Q
{
DivN + ad−1(KNT −NKT)

}
,

Div (QM) = Q
{
DivM + ad−1(KMT −MKT)

}
.

(2.3.17)

Z de�nicji (1.7.32)1 tensora odksztaªce« E oraz (2.3.16)1 wynika, »e

F = Q(I 0 + E). (2.3.18)

Wówczas z (2.3.17) i (2.3.14) otrzymamy

NFT − FN T = QN(I 0 + E)TQT −Q(I 0 + E)NTQT

= Q
{
N(I 0 + E)T − (I 0 + E)NT

}
QT. (2.3.19)

Wyra»enie w nawiasie klamrowym prawej strony (2.3.19) jest tensorem sko±nie
symetrycznym. Z wªasno±ci izomor�cznego odwzorowania ad otrzymujemy wi¦c

ad−1
{
NFT − FN T

}
= Q ad−1

{
N(I 0 + E)T − (I 0 + E)NT

}
. (2.3.20)

Podstawiaj¡c teraz (2.3.17) i (2.3.20) do lokalnych równa« ruchu (2.3.15) mo-
»emy je zapisa¢ w postaci

DivN + ad−1(KNT −NKT) +QTf = QTṗ,

DivM + ad−1(KMT −MKT) + ad−1{N(I 0 + E)T − (I 0 + E)NT}
+ QTc = QT(ṡ + ~̇y × p).

(2.3.21)
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G¦sto±ci p¦du i momentu p¦du w reprezentacji przestrzennej i materialnej s¡
powi¡zane zale»no±ciami

p = Q p, s = Q s, (2.3.22)
ró»niczkuj¡c które otrzymamy

ṗ = Q(ṗ +QTQ̇p) = Q(ṗ + Ωp),

ṡ = Q(ṡ +QTQ̇s) = Q(ṡ + Ωs).
(2.3.23)

Analogicznie do (1.6.26) wprowad¹my równie» wektory pr¦dko±ci translacyj-
nej i obrotowej w reprezentacji materialnej

υ = Qυυυ, ω = Qωωω. (2.3.24)
Powy»sze przeksztaªcenia pozwalaj¡ przedstawi¢ lokalne równania ruchu (2.3.21)
w reprezentacji materialnej
DivN + ad−1(KNT −NKT) + f = ṗ + ωωω× p,

DivM + ad−1(KMT −MKT) + ad−1{N(I 0 + E)T − (I 0 + E)NT}
+ c = ṡ + ωωω× s + υυυ× p,

(2.3.25)

gdzie powierzchniowe wektory siª i momentów w reprezentacjach przestrzennej
i materialnej powi¡zane s¡ wzorami

f = Q f , c = Q c. (2.3.26)
W przypadku powªok spr¦»ystych równania konstytutywne (2.3.10), wyra»one

przez wielko±ci w reprezentacji materialnej, przyjmuj¡ posta¢
N = Ñ(E,K; x ), M = M̃(E,K; x ), (2.3.27)

natomiast kinetyczne równania konstytutywne (2.3.12) mog¡ by¢ przedstawione
jako

p = p̃ (υυυ,ωωω,E,K; x ), s = s̃ (υυυ,ωωω,E,K; x ). (2.3.28)
W szczególnym przypadku powªok hiperspr¦»ystych, energia spr¦»ysta Φ =

Φ̃(E,K; x ) jest funkcj¡ tensorów miar odksztaªce« E i K, a funkcje materiaªowe
w równaniach konstytutywnych (2.3.27) dane s¡ przez

Ñ(E,K; x ) = ∂EΦ̃(E,K; x ), M̃(E,K; x ) = ∂KΦ̃(E,K; x ). (2.3.29)
Na zagadnienie brzegowe nieliniowej mechaniki powªok w reprezentacji ma-

terialnej skªadaj¡ si¦ wi¦c lokalne równania ruchu (2.3.25), materiaªowe (2.3.27)
lub (2.3.29) oraz kinetyczne (2.3.28) równania konstytutywne, de�nicje pr¦dko-
±ci liniowej i obrotowej wynikaj¡ce z (2.3.24) i (2.3.2), zale»no±ci kinematyczne
wynikaj¡ce z (2.3.16) i (2.3.3), a tak»e odpowiednio wyra»one w reprezentacji
materialnej dynamiczne i kinematyczne warunki brzegowe, warunki pocz¡tkowe
oraz dynamiczne i kinematyczne warunki ci¡gªo±ci.
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2.4. Podstawowe zale»no±ci we wspóªrz¦dnych �zycznych
2.4.1. Skªadowe �zyczne wektorowych i tensorowych pól na powierzchni

Stosowanie zapisu absolutnego czyni rozwa»ania ogólne nie tylko bardziej
przejrzystymi, lecz równie» uwalnia od konieczno±ci wprowadzania ukªadu wspóª-
rz¦dnych na zbyt wczesnym etapie rozwa»a«.

Wektory i tensory wyst¦puj¡ce w teorii powªok reprezentuj¡ pewne wielko-
±ci �zyczne i wobec tego maj¡ okre±lony �zyczny wymiar. Na przykªad, wektor
przekrojowych siª nν ma wymiar �zyczny N/m (w ukªadzie jednostek SI). Ten
sam wymiar �zyczny powinny mie¢ równie» wszystkie trzy skªadowe wektora
nν w dowolnie wybranej bazie na powierzchni podstawowej M . Je±li jednak po-
wierzchnia M dana jest w postaci parametrycznej, a przyj¦ty ukªad wspóªrz¦d-
nych powierzchniowych jest zupeªnie dowolny, to wektory bazy naturalnej mog¡
mie¢ ró»ne wymiary. W rezultacie, poszczególne skªadowe nν wzgl¦dem tych
wektorów bazy mog¡ mie¢ równie» ró»ne wymiary �zyczne. Nie ma to znaczenia
w rozwa»aniach ogólnych, ale staje si¦ wa»nym przy analizie zada« szczegóªo-
wych i interpretacji �zycznej uzyskanych wyników rozwi¡za«. Tej niedogodno±ci
mo»na unikn¡¢ wprowadzaj¡c tak zwane skªadowe �zyczne wektorów i tensorów.

Zaªó»my, »e powierzchnia podstawowa M w kon�guracji odniesienia powªoki
dana jest w postaci parametrycznej ~x = ~x (ξα). W ogólnym przypadku taki
opis parametryczny mo»na wprowadzi¢ jedynie lokalnie i w takim sensie nale»y
interpretowa¢ wszystkie zale»no±ci wyprowadzone w tym podrozdziale.

Rys. 2.4.1. Jednostkowe wektory styczne do linii wspóªrz¦dnych.

Przy dowolnym wyborze wspóªrz¦dnych powierzchniowych (ξα) = (ξ1, ξ2),
wektory jednostkowe zwi¡zane z wektorami bazy naturalnej de�niuje si¦ nast¦-
puj¡co (rys. 2.4.1):

a 〈α〉 =
aα

‖aα‖ =
aα√
aαα

, a 〈α〉 =
aα

‖aα‖ =
aα

√
aαα

, α = 1, 2. (2.4.1)
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Wprowadzaj¡c tzw. wspóªczynniki Lamégo,

αα ≡
√

~x ,α · ~x ,α =
√

aαα, α = 1, 2, (2.4.2)

oraz oznaczaj¡c przez θ k¡t mi¦dzy wektorami bazy stycznymi do wspóªrz¦dnych
powierzchniowych, mamy

a1 · a2 = ~x ,1 · ~x ,2 = α1α2 cos θ. (2.4.3)

Wówczas wspóªrz¦dne tensora metrycznego powierzchni M mo»na zapisa¢
w postaci

[aαβ ] =

[
α2

1 α1α2 cos θ

α1α2 cos θ α2
2

]
,

[
aαβ

]
=

1
sin2 θ

[
α−2

1 −α−1
1 α−1

2 cos θ

−α−1
1 α−1

2 cos θ α−2
2

]
,

(2.4.4)

przy czym
a ≡ det(aαβ) = α2

1α
2
2(1− cos2 θ) = α2

1α
2
2 sin2 θ. (2.4.5)

Wektory jednostkowe okre±lone przez (2.4.1) mo»na przedstawi¢ jako

a 〈α〉 = α−1
α aα, a 〈α〉 = αα sin θaα, α = 1, 2. (2.4.6)

Dowolne pole wektorowe lub tensorowe na powierzchni M mo»na teraz wyra-
zi¢ przez skªadowe okre±lone albo w bazie naturalnej {aα}, albo w bazie wekto-
rów jednostkowych {a 〈α〉}. W szczególno±ci, dowolny tensor S(x , t) ∈ E ⊗ TxM
mo»na przedstawi¢ w postaci (w obu reprezentacjach obowi¡zuje umowa suma-
cyjna)

S = sα ⊗ aα = s〈α〉 ⊗ a 〈α〉
= sα ⊗ aα = s〈α〉 ⊗ a 〈α〉. (2.4.7)

Wykorzystuj¡c zale»no±ci (2.4.6), otrzymujemy nast¦puj¡ce zwi¡zki mi¦dzy
skªadowymi tensorowymi a skªadowymi �zycznymi wektorów sα i sα tensora S :

sα = αα sin θ s〈α〉, sα = α−1
α s〈α〉, α = 1, 2. (2.4.8)

2.4.2. Powierzchniowe operatory ró»niczkowe we wspóªrz¦dnych �zycznych
Je±li u : M → E jest polem wektorowym, ró»niczkowalnym na powierzchni M

danej w postaci parametrycznej, to powierzchniowy gradient tego pola mo»na
obliczy¢ ze wzoru ∆u = u ,α ⊗ aα, gdzie u ,α ≡ ∂u/∂ξα.
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Oznaczmy przez dsα, α = 1, 2, ró»niczkowy element dªugo±ci ªuku wzdªu»
krzywych wspóªrz¦dnych powierzchniowych. Uwzgl¦dniaj¡c de�nicj¦ (2.4.2) pa-
rametrów Lamégo, mamy

dsα = αα dξα, α = 1, 2. (2.4.9)

Wówczas reguªa ró»niczkowania funkcji zªo»onych, zastosowana do dowolnej funk-
cji f(ξα), pozwala wyrazi¢ pochodne cz¡stkowe wzgl¦dem wspóªrz¦dnych ξα przez
pochodne wzgl¦dem parametrów dªugo±ci ªuku

df

dsα
=

dξα

dsα

df

dξα
= α−1

α

df

dξα
, α = 1, 2. (2.4.10)

Zastosowanie tego wzoru do pochodnych cz¡stkowych pola wektorowego u
pozwala wyrazi¢ powierzchniowy gradient ∆u w nast¦puj¡cej postaci:

∆u =
1

αα sin θ
u ,α ⊗ a 〈α〉 =

1
sin θ

∂u
∂sα

⊗ a 〈α〉. (2.4.11)

Je±li pole tensorowe S(x , t) ∈ E ⊗ TxM jest ró»niczkowalne na M , to po-
wierzchniowy operator dywergencji tego pola mo»na obliczy¢ korzystaj¡c ze wzoru

DivS = sα|α = sα
,α + Γ λ

λαsα = sα
,α +

1√
a

(√
asα

)
,α

. (2.4.12)

Wykorzystuj¡c nast¦pnie (2.4.5), (2.4.8) i (2.4.10), wzór ten mo»emy wyrazi¢
przez skªadowe �zyczne tensora S .

2.4.3. Geometria kon�guracji odniesienia powªoki
Przy dowolnym ukªadzie wspóªrz¦dnych powierzchniowych (ξα) na M , pole

tensorów strukturyT 0(ξα) jest polem niezale»nym od geometrii powierzchni pod-
stawowej, a jego wybór jest cz¦±ci¡ de�nicji kon�guracji odniesienia powªoki.

W dalszych rozwa»aniach wygodnie jest przyj¡¢, »e tensor T 0(ξα) jest repre-
zentowany, w szczególno±ci, przez ortonormaln¡ trójk¦ wektorów kierunkowych
{t0

i (ξ
α)}. Wtedy T 0(ξα) staje si¦ tensorem obrotu

T 0(ξα) = t0
i (ξ

α)⊗ ei, t0
i (ξ

α) = T 0(ξα)ei, (2.4.13)

gdzie ei ≡ ei, i = 1, 2, 3, jest ustalon¡ baz¡ ortonormaln¡ przestrzeni euklideso-
wej, rys. 2.4.2.

Pochodne cz¡stkowe wektora wodz¡cego ~x (ξα) wzgl¦dem parametrów dªugo-
±ci ªuku wspóªrz¦dnych powierzchniowych mo»emy teraz wyrazi¢ przez skªadowe
wzgl¦dem bazy ortonormalnej {t0

i }:

α−1
α ~x ,α = ν0

〈α1〉t0
1 + ν0

〈α2〉t0
2 + η0

〈α〉t0, (2.4.14)
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ν0
〈αβ〉 =

1
αα sin θ

~x ,α · t0
β =

1
sin θ

∂~x
∂sα

· t0
β,

η0
〈α〉 =

1
αα sin θ

~x ,α · t0 =
1

sin θ

∂~x
∂sα

· t0.

(2.4.15)

Rys. 2.4.2. De�nicja wektorów kierunkowych poprzez baz¦ ortonormaln¡ w przestrzeni.

Pochodne wersorów kierunkowych t0
i wzdªu» krzywych wspóªrz¦dnych mo»na

wyrazi¢ wzorem
α−1

α t0
i,α = b0

〈α〉 × t0
i , (2.4.16)

gdzie wektory b0
〈α〉(ξ

β) s¡ wektorami krzywizn kon�guracji odniesienia powªoki.
Wektory b0

〈α〉(ξ
β) nie okre±laj¡ tutaj krzywizn powierzchni M , lecz krzywizny

wynikaj¡ce z wyposa»enia M w dodatkow¡ struktur¦ przez tensor T 0.
Przedstawiaj¡c wektory b0

〈α〉 w bazie t0
i ,

b0
〈α〉 = t0 × (b0

〈α1〉t0
1 + b0

〈α2〉t0
2) + b0

〈α〉t0

= −b0
〈α2〉t0

1 + b0
〈α1〉t0

2 + b0
〈α〉t0, (2.4.17)

otrzymujemy
b0
〈α1〉 = −α−1

α t0
1,α · t0 = α−1

α t0
1 · t0

,α,

b0
〈α2〉 = −α−1

α t2,α · t0 = α−1
α t0

2 · t0
,α,

b0
〈α〉 = α−1

α t0
1,β · t0

2 = −α−1
α t0

1 · t0
2,β.

(2.4.18)

Parametry geometryczne ν0
〈αβ〉 i η0

〈α〉 oraz skªadowe wektorów b0
〈α〉 caªkowicie

okre±laj¡ lokaln¡ geometri¦ kon�guracji odniesienia powªoki w ramach rozpatry-
wanej ogólnej teorii powªok.
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2.4.4. Geometria kon�guracji aktualnej i skªadowe �zyczne
miar odksztaªce«

W opisie ruchu powªoki wzgl¦dem kon�guracji odniesienia, wektor wodz¡cy ~y
powierzchni podstawowej M(t) w kon�guracji aktualnej i tensor struktury T na
powierzchni M(t) mo»na traktowa¢ jako funkcje konwekcyjnych wspóªrz¦dnych
powierzchniowych (ξα) i czasu t.

Podobnie jak T 0, tensor T mo»e by¢ równie» reprezentowany poprzez wek-
tory kierunkowe, tworz¡ce baz¦ ortonormaln¡ {t i} zde�niowan¡ analogicznie do
(2.4.13):

T (ξα, t) = t i(ξα, t)⊗ ei, t i(ξα, t) = T (ξα, t)ei. (2.4.19)
Wówczas pochodne wektora wodz¡cego ~y(ξα, t) wzgl¦dem parametrów dªugo±ci
ªuku sβ wyra»a¢ b¦dziemy przez skªadowe wzgl¦dem bazy {t i} = {tα, t}:

α−1
α ~y ,α = ν〈α1〉t1 + ν〈α2〉t2 + η〈α〉t . (2.4.20)

Z tej de�nicji otrzymujemy
ν〈αβ〉 = α−1

α ~y ,α · tβ, η〈α〉 = α−1
α ~y ,α · t . (2.4.21)

Zauwa»my, »e wektory styczne do linii wspóªrz¦dnych na powierzchni podsta-
wowej M(t) s¡ okre±lone przez aα = P~y ,α i s¡ one wektorowo równe pochodnym
cz¡stkowym ~y ,α, jak to pokazuje rys. 2.4.3, nale»¡ jednak do ró»nych przestrzeni.

Rys. 2.4.3. Baza ortonormalna w kon�guracji aktualnej.

Analogicznie do (2.4.16), pochodne wersorów t i(ξα, t) wzdªu» krzywych wspóª-
rz¦dnych wyra»aj¡ si¦ przez wektory krzywizny b〈α〉(ξβ, t) kon�guracji aktualnej
powªoki wzorami

α−1
α t i,α = b〈α〉 × t i. (2.4.22)
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De�niuj¡c skªadowe wektorów b〈α〉 podobnie jak w (2.4.17), lecz teraz w aktualnej
bazie ortonormalnej {tα, t}

b〈α〉 = t × (b〈α1〉t1 + b〈α2〉t2) + b〈α〉t
= −b〈α2〉t1 + b〈α1〉t2 + b〈α〉t , (2.4.23)

otrzymujemy
b〈α1〉 = −α−1

α t1,α · t = α−1
α t1 · t ,α,

b〈α2〉 = −α−1
α t2,α · t = α−1

α t2 · t ,α,

b〈α〉 = α−1
α t1,α · t2 = −α−1

α t1 · t2,α.

(2.4.24)

Je±li porównamy wprowadzone tutaj wyra»enia z de�nicjami odpowiednich
tensorów krzywizny B0 i B zwi¡zanych z tensorami struktury T 0 i T (podroz-
dziaª 1.7), to okazuje si¦, »e (2.4.18) i (2.4.24) s¡ wzorami na obliczanie skªado-
wych �zycznych tensorów B0 i B .

Wykorzystuj¡c ogólne zale»no±ci (2.4.7) i (2.4.8), tensory powªokowych miar
odksztaªce« E(ξα, t) i K (ξα, t) mo»na przedstawi¢ przez skªadowe �zyczne

E = ε〈α〉 ⊗ a 〈α〉, K = κ〈α〉 ⊗ a 〈α〉, (2.4.25)

gdzie
ε〈α〉 =

1
αα sin θ

εα, κ〈α〉 =
1

αα sin θ
κα. (2.4.26)

Z de�nicji tych tensorów (1.7.32) otrzymujemy

ε〈α〉 = α−1
α (~y ,α −Q~x ,α), κ〈α〉 = b〈α〉 −Qb0

〈α〉. (2.4.27)

Wektory zginania κ〈α〉 mo»emy równie» wyliczy¢ ze wzoru

K 〈α〉 = α−1
α Q ,αQT = adκ〈α〉. (2.4.28)

Skªadowe �zyczne wektorów miar odksztaªce« okre±lamy zgodnie z de�nicjami
parametrów geometrycznych:

ε〈α〉 = ε〈α1〉t1 + ε〈α2〉t2 + ε〈α〉t ,
κ〈α〉 = t × (κ〈α1〉t1 + κ〈α2〉t2) + κ〈α〉t .

(2.4.29)

Wówczas otrzymamy

ε〈αβ〉 = ν〈αβ〉 − ν0
〈αβ〉, ε〈α〉 = η〈α〉 − η0

〈α〉,

κ〈αβ〉 = b〈αβ〉 − b0
〈αβ〉, κ〈α〉 = b〈α〉 − b0

〈α〉.
(2.4.30)

Wektory odksztaªce« ε〈β〉, wyra»one przez pole przesuni¦¢ i pole obrotów
powierzchni podstawowej, maj¡ posta¢

ε〈α〉 = α−1
α

(
~x ,α + u ,α −Q~x ,α

)
= α−1

α

{
u ,α + (1−Q)~x ,α

}
. (2.4.31)
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Z (2.4.31) mo»emy wi¦c otrzyma¢ nast¦puj¡ce wzory na obliczanie skªadowych
tych wektorów:

ε〈α1〉 = ε〈α〉 · t1 =
{
u ,α + (1−Q)~x ,α

} · α−1
α t1,

ε〈α2〉 = ε〈α〉 · t2 =
{
u ,α + (1−Q)~x ,α

} · α−1
α t2,

ε〈α〉 = ε〈α〉 · t =
{
u ,α + (1−Q)~x ,α

} · α−1
α t .

(2.4.32)

Wszystkie wyprowadzone tutaj zale»no±ci geometryczne i kinematyczne nie zale»¡
od wyboru parametryzacji obrotów.

2.4.5. Lokalne równania ruchu we wspóªrz¦dnych �zycznych
W dalszej cz¦±ci tego podrozdziaªu ograniczymy si¦ do szczególnego przy-

padku, gdy linie wspóªrz¦dnych ξα tworz¡ na powierzchni M siatk¦ ortogonaln¡.
W ortogonalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych tensory przekrojowych siª i momentów
wyra»one we wspóªrz¦dnych �zycznych maj¡ posta¢
N = n 〈1〉 ⊗ a 〈1〉 + n 〈2〉 ⊗ a 〈2〉, M = m 〈1〉 ⊗ a 〈1〉 +m 〈2〉 ⊗ a 〈2〉. (2.4.33)

Lokalne równania ruchu mo»na teraz zapisa¢ w nast¦puj¡cej formie:
(α2n 〈1〉),1 + (α1n 〈2〉),2 + α1α2b = 0,

(α2m 〈1〉),1 + (α1m 〈2〉),2 + α2~y ,1 × n 〈1〉 + α1~y ,2 × n 〈2〉 + α1α2l = 0,
(2.4.34)

gdzie wektory b(x , t) i l(x , t) s¡ okre±lone zale»no±ciami
b = f − ṗ, l = c − (ṡ + υ × p). (2.4.35)

Skªadowe �zyczne wektorów przekrojowych siª i momentów okre±lamy zgodnie
z de�nicjami (2.4.29) skªadowych �zycznych miar odksztaªce«:

n 〈α〉 = N 〈αβ〉tβ + Q〈α〉t , m 〈α〉 = t × (M 〈αβ〉tβ) + M 〈α〉t . (2.4.36)
W rozpisanej postaci zale»no±ci (2.4.36) prowadz¡ do

n 〈1〉 = N 〈11〉t1 + N 〈12〉t2 + Q〈1〉t ,
n 〈2〉 = N 〈21〉t1 + N 〈22〉t2 + Q〈2〉t ,
m 〈1〉 = −M 〈12〉t1 + M 〈11〉t2 + M 〈1〉t ,
m 〈2〉 = −M 〈22〉t1 + M 〈21〉t2 + M 〈2〉t .

(2.4.37)

Dodatnie zwroty poszczególnych skªadowych siª i momentów przekrojowych po-
kazano na rys. 2.4.4.

Skªadowe �zyczne wektora pr¦dko±ci obrotowej wynikaj¡ z rozkªadu (rys. 2.4.5)

ω = t × (ω〈α〉tα) + ω t = −ω〈2〉t1 + ω〈1〉t2 + ω t . (2.4.38)
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Rys. 2.4.4. Skªadowe �zyczne przekrojowych siª i momentów.

Rys. 2.4.5. Skªadowe �zyczne wektora pr¦dko±ci obrotowej powªoki.

2.4.6. Równania konstytutywne w skªadowych �zycznych
Zapisuj¡c tensory odksztaªce« przez skªadowe �zyczne, jak w (2.4.25), oraz

uwzgl¦dniaj¡c de�nicje pr¦dko±ci odksztaªce« E◦ i K ◦ ªatwo wykaza¢, »e

E◦ = ε◦〈α〉 ⊗ a 〈α〉, K ◦ = κ◦〈α〉 ⊗ a 〈α〉, (2.4.39)

gdzie wektory pr¦dko±ci odksztaªce« ε◦〈α〉 oraz κ◦〈α〉 dane s¡ wzorami

ε◦〈α〉 = ε̇〈α1〉t1 + ε̇〈α2〉t2 + ε̇〈α〉t ,
κ◦〈α〉 = t × (κ̇〈α1〉t1 + κ̇〈α2〉t2) + κ̇〈α〉t .

(2.4.40)

Uwzgl¦dniaj¡c rozkªad (2.4.25), efektywn¡ moc napr¦»e« mo»na zapisa¢ rów-
nie» w skªadowych �zycznych

σ = n 〈α〉 · ε◦〈α〉 +m 〈α〉 · κ◦〈α〉

= N 〈αβ〉ε̇〈αβ〉 + Q〈α〉ε̇〈α〉 + M 〈αβ〉κ̇〈αβ〉 + M 〈α〉κ̇〈α〉. (2.4.41)
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Dlatego równania konstytutywne powªok spr¦»ystych dla skªadowych �zycznych
wektorów przekrojowych siª i momentów przyjmuj¡ posta¢

n 〈α〉 = n̂ 〈α〉(ε〈β〉, κ〈β〉; x ), m 〈α〉 = m̂ 〈α〉(ε〈β〉, κ〈β〉; x ), (2.4.42)

lub w skªadowych �zycznych odpowiednich tensorów

N 〈αβ〉 = N̂ 〈αβ〉(ε〈λκ〉, ε〈λ〉, κ〈λκ〉, κ〈λ〉; x ),

Q〈α〉 = Q̂〈α〉(ε〈λκ〉, ε〈λ〉, κ〈λκ〉, κ〈λ〉; x ),

M 〈αβ〉 = M̂
〈αβ〉

(ε〈λκ〉, ε〈λ〉, κ〈λκ〉, κ〈λ〉; x ),

M 〈α〉 = M̂
〈α〉

(ε〈λκ〉, ε〈λ〉, κ〈λκ〉, κ〈λ〉; x ).

(2.4.43)

W przypadku powªok hiperspr¦»ystych funkcj¦ energii spr¦»ystej mo»emy za-
pisa¢ w postaci

Φ = Φ̂(ε〈α〉, κ〈α〉; x ) = Φ̂(ε〈αβ〉, ε〈α〉, κ〈αβ〉, κ〈α〉; x ) (2.4.44)

a wówczas z (2.4.41)1 wyznaczymy skªadowe �zyczne funkcji konstytutywnych

n̂ 〈α〉(ε〈β〉, κ〈β〉; x ) = ∂"〈α〉Φ̂(ε〈β〉, κ〈β〉; x ),

m̂ 〈α〉(ε〈β〉, κ〈β〉; x ) = ∂�〈α〉Φ̂(ε〈β〉, κ〈β〉; x ).
(2.4.45)

2.5. Relacje mi¦dzy trój- a dwuwymiarowym
modelowaniem powªok

2.5.1. Uwagi ogólne
W my±l powszechnie wyra»anych w literaturze opinii, ka»da teoria powªok

jest ze swej natury teori¡ przybli»on¡ w stosunku do mechaniki o±rodka ci¡gªego.
W rezultacie, jednym z problemów staje si¦ oszacowanie bª¦du uzyskanego na
podstawie pól powierzchniowych, okre±lonych z rozwi¡zania zagadnienia mecha-
niki powªok, w stosunku do nieznanego rozwi¡zania równa« trójwymiarowych
mechaniki o±rodka ci¡gªego. Wskazuje si¦ równie», »e najbardziej po»¡danym
byªoby oszacowanie bª¦du popeªnianego przy obliczaniu przemieszcze« i napr¦-
»e« w ka»dym punkcie ciaªa trójwymiarowego typu powªoka. Zwraca si¦ równie»
uwag¦, »e bª¡d w dwuwymiarowych równaniach konstytutywnych zwi¦ksza si¦
w stre�e brzegowej, a w odlegªo±ci od brzegu, rz¦du grubo±ci powªoki, równania
te przestaj¡ w ogóle mie¢ sens.

Nie mo»na negowa¢ przekonania, »e mechanika powªok nie mo»e dostarczy¢
tych samych informacji o rozpatrywanym problemie, co mechanika o±rodka ci¡-
gªego. W tym wi¦c sensie jest ona teori¡ ubo»sz¡. Ale nie formuªuje si¦ przecie»
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problemu, z jak¡ dokªadno±ci¡ mechanika o±rodka ci¡gªego opisuje np. oddziaªy-
wania mi¦dzy cz¡stkami elementarnymi lub nawet mi¦dzy molekuªami. Mecha-
nika o±rodka ci¡gªego jest modelem mechanicznym materii u±rednionym w skali
znacznie przekraczaj¡cej wymiary zarówno cz¡stek elementarnych, jak i molekuª.
Dlatego mechanika o±rodka ci¡gªego jest teori¡ ubo»sz¡ od mechaniki kwantowej
i dynamiki molekularnej. Analogicznie, mechanika powªok nie mo»e dostarczy¢
peªnej informacji o rozkªadzie np. przemieszcze« i napr¦»e« w caªym powªokopo-
dobnym ciele trójwymiarowym. Czy to jednak oznacza, »e teori¦ powªok mo»na
nazwa¢ teori¡ przybli»on¡?

W naszym przekonaniu, jest to problem niezbyt szcz¦±liwie sformuªowany.
W przedstawionym tu mieszanym podej±ciu do teorii powªok, lokalne równa-
nia dynamiki otrzymano w wyniku ±cisªej redukcji do powierzchni podstawowej,
przez caªkowanie po grubo±ci powªoki, zasad mechaniki o±rodka ci¡gªego. Kine-
matyka powªoki zostaªa dobudowana równie» w sposób ±cisªy, ale ju» na poziomie
rozwa»a« dwuwymiarowych, a wprowadzone powierzchniowe wielko±ci kinema-
tyczne reprezentuj¡ w sposób energetycznie u±redniony po grubo±ci odpowiednie
trójwymiarowe pola kinematyczne. W ramach sformuªowania powierzchniowego,
taka mechanika powªok jest wi¦c teori¡ dynamicznie i kinematycznie ±cisª¡ w ta-
kim samym sensie, jak za ±cisª¡ uwa»a si¦ mechanik¦ o±rodka ci¡gªego.

Nie nale»y wi¦c oczekiwa¢, aby mechanika powªok mogªa dostarczy¢ peªnej
informacji o wielko±ciach trójwymiarowych, które w tej teorii w ogóle nie wyst¦-
puj¡. Jest to problem zewn¦trzny w stosunku do mechaniki powªok jako teorii
powierzchniowej i jako taki powinien by¢ poza ni¡ rozwa»any. Nie zmienia to jed-
nak faktu, »e informacja o trójwymiarowych rozkªadach przemieszcze« i napr¦»e«
po grubo±ci powªoki jest w wielu zadaniach praktycznych wa»na lub co najmniej
po»¡dana.

2.5.2. Rozkªady przemieszcze« i napr¦»e« po grubo±ci powªoki
W mechanice o±rodka ci¡gªego ruch powªoki jako ciaªa trójwymiarowego jest

opisany wzgl¦dem dowolnie wybranej kon�guracji odniesienia B przez odwzoro-
wanie

~y : B × T → E, (x, t) → ~y = ~y(x, t). (2.5.1)

Natomiast w mechanice powªok ruch tej samej powªoki jako dwuwymiarowego
kontinuum materialnego jest opisany przez dwa odwzorowania

~y : M × T → E, (x , t) → ~y = ~y(x , t),

T : M × T → E ⊗ E, (x , t) → T = T (x , t).
(2.5.2)

Problem kinematyki powªoki sprowadza si¦ wi¦c do pytania: jak trójwymia-
rowa kinematyka (2.5.1) i dwuwymiarowa kinematyka (2.5.2) s¡, czy te» mog¡
by¢ powi¡zane ze sob¡? Pytanie to zawiera w sobie dwa problemy.
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Pierwszy problem mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co: znaj¡c ~y(x, t) nale»y wyzna-
czy¢ ~y(x , t) i T (x , t). Do okre±lenia ~y(x , t) i T (x , t) przy znanych ~x (x ) i T 0(x )
potrzeba sze±ciu niezale»nych powierzchniowych pól skalarnych, które musz¡ by¢
wyra»one przez trzy skªadowe pola przestrzennego ~y(x, t). Aby to byªo mo»liwe
w sposób jednoznaczny, pole ~y(x, t) powinno speªnia¢ dodatkowe warunki, które
jednocze±nie nie nakªadaªyby »adnych ogranicze« na ruch powªoki jako ciaªa trój-
wymiarowego. Tych warunków nie nale»y myli¢ z upraszczaj¡cymi zaªo»eniami
kinematycznymi typu klasycznych hipotez kinematycznych np. Kirchho�a�Love'a
lub Timoszenko�Reissnera.

Drugi problem jest odwrotny: znaj¡c sze±¢ niezale»nych powierzchniowych
pól skalarnych zawartych w ~y(x , t) i T (x , t) nale»y wyznaczy¢ trzy przestrzenne
pola skalarne okre±laj¡ce ~y(x, t). W ogólnym przypadku problem ten równie» nie
mo»e mie¢ jednoznacznego rozwi¡zania. Formalnie mo»emy jedynie zapisa¢, »e

~y(x, t) = P(~y(x , t),T (x , t),

∆

~y(x , t),

∆T (x , t), . . . ;x), (2.5.3)

gdzie P jest funkcj¡ swoich argumentów.
Podobnie, stan napr¦»e« w ciele trójwymiarowym jest opisany przez tensor

napr¦»e« T(x, t), natomiast w ramach teorii powªok stan napr¦»e« modelowany
jest przez dwa powierzchniowe tensory przekrojowe N (x , t) i M (x , t). Ze zna-
nego T mo»emy jednoznacznie wyznaczy¢ N ze wzorów (1.8.31)�(1.8.33), a do
jednoznacznego wyznaczenia M potrzebna jest znajomo±¢ zarówno tensora T,
jak i wektora ~y. Ale ze znanych N i M nie mo»na jednoznacznie odtworzy¢ T.
Mo»emy znów jedynie formalnie przedstawi¢ T jako

T(x, t) = T(N (x , t),M (x , t),

∆N (x , t),

∆M (x , t), . . . ;x). (2.5.4)

Skonstruowanie funkcji P i T, wyst¦puj¡cych w (2.5.3) i (2.5.4), mo»na wi¦c
traktowa¢ jako wa»ny problem okre±laj¡cy relacje mi¦dzy mechanik¡ o±rodka ci¡-
gªego a mechanik¡ powªok. Niestety, w przypadku sko«czonych przemieszcze«
i odksztaªce«, dowolnego materiaªu powªoki i jej struktury po grubo±ci oraz do-
wolnej geometrii powierzchni podstawowej ten ogólny problem nie mo»e mie¢
jednoznacznego rozwi¡zania.

W dalszej cz¦±ci tego podrozdziaªu przedstawimy pewne zale»no±ci, które po-
zwol¡ jedynie na peªniejsz¡ interpretacj¦ pól powierzchniowych mechaniki powªok
i ich roli w ewentualnym odzyskiwaniu rozkªadu po grubo±ci pól trójwymiaro-
wych mechaniki o±rodka ci¡gªego.

2.5.3. Formalna reprezentacja trójwymiarowej deformacji powªoki
W podrozdziale 1.8 wykorzystywali±my formaln¡ reprezentacj¦ wektora wo-

dz¡cego ~y(x, t) w postaci

~y(x , ξ, t) = ~y(x , t) + ζζζ(x , ξ, t), (2.5.5)
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gdzie ζζζ(x , ξ, t) jest wektorem, okre±laj¡cym poªo»enie dowolnego punktu y ∈
B(t) wzgl¦dem odpowiadaj¡cego mu punktu y ∈ M(t) powierzchni podstawowej
powªoki. Zgodnie z (1.6.12), w (2.5.5) pojawia si¦ w sposób naturalny wektor
przesuni¦¢ u(x , t) powierzchni podstawowej.

Aby wprowadzi¢ do rozwa»a« równie» tensor obrotu Q(x , t), niech z(x , ξ, t)
b¦dzie now¡ zmienn¡ zde�niowan¡ formalnie przez ζζζ(x , ξ, t) w nast¦puj¡cy spo-
sób:

ζζζ(x , ξ, t) = Q(x , t)z(x , ξ, t). (2.5.6)
Podstawiaj¡c (2.5.6) do (2.5.5), wektor wodz¡cy ~y(x , ξ, t) mo»emy zapisa¢ w po-
staci (rys. 2.5.1)

~y(x , ξ, t) = ~y(x , t) +Q(x , t)z(x , ξ, t). (2.5.7)
Je±li wektor wodz¡cy w kon�guracji odniesienia powªoki B mo»na przyj¡¢

jako (podrozdziaª 1.8)
~x(x , ξ) = ~x (x ) + ξt0(x ), (2.5.8)

to równie» wektor z(x , ξ, t) wygodnie jest przedstawia¢ jako

z(x , ξ, t) = ξt0(x ) + e(x , ξ, t), (2.5.9)

gdzie e(x , ξ, t) nazywa¢ b¦dziemy wektorem odksztaªcenia wewn¦trznego. Zauwa»-
my, »e e = 0 w kon�guracji odniesienia powªoki.

Rys. 2.5.1. Formalna reprezentacja trójwymiarowej deformacji powªoki.

Spo±ród wprowadzonych tutaj trzech trójwymiarowych wektorów ζζζ(x , ξ, t),
z(x , ξ, t) i e(x , ξ, t) tylko jeden jest wielko±ci¡ niezale»n¡, ale wszystkie peªni¡
w dalszych rozwa»aniach ró»ne po»yteczne role pomocnicze.

Wykorzystuj¡c (2.5.7) i (2.5.9), pole przesuni¦¢ powªoki jako ciaªa trójwymia-
rowego

u(x , ξ, t) = ~y(x , ξ, t)− ~x(x , ξ) (2.5.10)
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mo»na zapisa¢ w postaci

u(x , ξ, t) = u(x , t)− ξt0(x ) +Q(x , t)z(x , ξ, t)

= u(x , t) + ξ{Q(x , t)− 1}t0(x ) +Q(x , t)e(x , ξ, t). (2.5.11)

Pierwsze dwa czªony (2.5.11) okre±laj¡ energetycznie u±rednion¡ liniow¡ cz¦±¢
rozkªadu u(x , ξ, t) po grubo±ci powªoki. Oba czªony s¡ caªkowicie wyznaczone
przez pola powierzchniowe u(x , t) i Q(x , t), wynikaj¡ce z rozwi¡zania zagad-
nienia dwuwymiarowego. Dopiero trzeci czªon Q(x , t)e(x , ξ, t) okre±la odchyªk¦
nieznanego trójwymiarowego rozkªadu u(x , ξ, t) od powy»szego rozkªadu linio-
wego.

2.5.4. Lokalna deformacja ciaªa trójwymiarowego

W opisie wzgl¦dem kon�guracji odniesienia B, odwzorowanie χχχ(·, t) : B →
B(t) opisuje deformacj¡ globaln¡ ciaªa. Przestrzenny gradient deformacji F(x, t)
= ∇χχχ(x, t), detF(x, t) > 0, aproksymuje to odwzorowanie w otoczeniu ka»dego
punktu x z dokªadno±ci¡ do pierwszego przybli»enia.

Stosuj¡c do F(x, t) rozkªad biegunowy, otrzymamy

F(x, t) = R(x, t)U(x, t), (2.5.12)

gdzie R(x, t) jest tensorem wªa±ciwego obrotu, RT = R−1, detR = +1, a U(x, t)
jest prawym tensorem rozci¡gni¦cia, symetrycznym, UT = U, i dodatnio okre-
±lonym, v · Uv > 0, dla ka»dego v ∈ E. Tensor U − 1 jest wi¦c miar¡ tego,
na ile lokalne rozci¡gni¦cie ró»ni si¦ od sztywnego obrotu ciaªa. Interpretacj¦
geometryczn¡ lokalnej deformacji ciaªa trójwymiarowego przedstawia rys. 2.5.2.

Rys. 2.5.2. Lokalna deformacja ciaªa trójwymiarowego.
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W terminach normy operatorowej6

lF−R l = lR(U− 1) l = lU− 1 l. (2.5.13)

Warto±ci wªasne tensora U okre±laj¡ rozci¡gni¦cia wªókien ciaªa wzdªu» gªównych
kierunków odksztaªcenia.

Je±li ruch ciaªa wzgl¦dem kon�guracji odniesienia jest opisany przez pole prze-
suni¦¢ u(x, t), to obliczaj¡c przestrzenny gradient z (2.5.10) mamy

F(x, t) = 1 +∇u(x, t). (2.5.14)

Z rozkªadu biegunowego (2.5.12) i z (2.5.14) wynika, »e tensor U(x, t) jest funkcj¡
niewymiern¡ przestrzennego gradientu pola przesuni¦¢. Dlatego to prawy tensor
odksztaªcenia Cauchy�Greena C(x, t), zde�niowany jako

C = FTF = U2 = 1 +∇u + (∇u)T + (∇u)T∇u, (2.5.15)

jest najcz¦±ciej przyjmowany jako podstawowa miara lokalnego odksztaªcenia
ciaªa trójwymiarowego.

2.5.5. Lokalna deformacja ciaªa typu powªoka
Jak wynika z wcze±niejszych rozwa»a« (podrozdziaª 1.7), lokalna deforma-

cja powªoki jest caªkowicie okre±lona przez powierzchniowy gradient deformacji
powierzchni podstawowej F (x , t) =

∆

χ(x , t), tensor struktury T (x , t) i jego po-
wierzchniowy gradient ∆T (x , t). Problem lokalnej deformacji sprowadza si¦ wi¦c
do znalezienia relacji mi¦dzy tymi wielko±ciami a trójwymiarowym gradientem
deformacji F(x, t).

W ukªadzie wspóªrz¦dnych przestrzennych {ξi}, takich »e ξ3 ≡ ξ = 0 okre±la
powierzchni¦ podstawow¡ M ∈ B, F(x, t) mo»na zapisa¢ jako

F(x, t) = ~y,i(x, t)⊗ gi(x). (2.5.16)

Wykorzystuj¡c formaln¡ reprezentacj¦ (2.5.5) i (2.5.7), dla pochodnych cz¡stko-
wych ~y,i otrzymamy zale»no±ci

~y,α = ~y ,α + ζζζ,α = ~y ,α +Q ,αz +Q z,α, ~y,ξ = ζζζ,ξ = Q z,ξ. (2.5.17)

Bior¡c teraz pod uwag¦, »e

~y,α = ~y ,α +Q ,αQTζζζ +Q z,α (2.5.18)
6Norm¦ operatorow¡ tensora A de�niujemy jako lA l = sup(‖Au‖/‖u‖) dla wszystkich

wektorów u ∈ E. Dla tensora symetrycznego lA l jest równa maksymalnej gªównej warto±ci A.
Dla tensora niesymetrycznego lA l2 jest równy maksymalnej gªównej warto±ci ATA. Normy
operatorowej l . l nie nale»y myli¢ z norm¡ euklidesow¡, oznaczan¡ przez ‖ . ‖. Obie normy s¡
równowa»ne w sensie matematycznym, przy czym l1 l = 1, podczas gdy ‖1‖ =

√
3. Przypo-

mnijmy, »e dla dowolnego tensora ‖A‖ =
√

A �A.
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oraz wykorzystuj¡c de�nicje powªokowych miar deformacji

~y ,α = Faα, Kα = Q ,αQT = adκα, (2.5.19)

otrzymamy

~y,α = Faα +Kαζζζ +Q z,α = Faα + κα × ζζζ +Q z,α. (2.5.20)

Podstawiaj¡c (2.5.20) i (2.5.17)2 do (2.5.16), trójwymiarowy gradient deformacji
mo»emy zapisa¢ w postaci

F = (Faα +Kαζζζ)⊗ gα +Q(z,i ⊗ gi). (2.5.21)

W analizie lokalnej deformacji bardziej u»yteczne jest wyra»enie gradientu
F przez powªokowe miary deformacji w reprezentacji materialnej. Wprowad¹my
pola zgodne z (1.7.57) i (1.7.84) dane przez

ηηηα = QTFaα, Kα = QTKαQ , κκκα = QTκα, (2.5.22)

poprzez które pochodne cz¡stkowe (2.5.20) zapiszemy jako

~y,α = Q(ηηηα + Kαz + z,α), ~y,ξ = Qz,ξ. (2.5.23)

Wprowad¹my trzy trójwymiarowe wektory λλλj(x , ξ, t)

λλλα ≡ ηηηα + Kαz + z,α = ηηηα + κκκα × z + z,α, λλλ3 ≡ z,ξ, (2.5.24)

gdzie
ηηηα(x , t) = I 0aα(x ) + εεεα(x , t). (2.5.25)

Wówczas pochodne cz¡stkowe wektora wodz¡cego (2.5.17) mo»na przedstawi¢
w postaci

~y,i(x , ξ, t) = Q(x , t)λλλi(x , ξ, t). (2.5.26)
Dla wektora wodz¡cego w kon�guracji odniesienia (2.5.8), wektory bazy na-

turalnej gi dane s¡ wzorami

gα = ~x,α = ~x ,α + ξt0,α, g3 = ~x,ξ = t0. (2.5.27)

Ró»niczkuj¡c (2.5.9)

z,α = ξt0,α + e,α = gα − ~x ,α + e,α, z,ξ = t0 + e,ξ = g3 + e,ξ. (2.5.28)

i podstawiaj¡c to do (2.5.24) otrzymamy

λλλi(x , ξ, t) = gi(x , ξ, t) + θθθi(x , ξ, t), (2.5.29)
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gdzie trójwymiarowe wektory θθθi(x , ξ, t) s¡ zde�niowane nast¦puj¡co:

θθθα ≡ εεεα + Kα(ξt0 + e) + e,α, θθθ3 ≡ e,ξ. (2.5.30)

Na podstawie (2.5.26) i (2.5.29) pochodne cz¡stkowe ~y(x , ξ, t) mo»na zapisa¢
w postaci

~y,i = Qλλλi = Q(gi + θθθi). (2.5.31)
Wstawiaj¡c (2.5.31) do (2.5.16) mamy

F = (Qλλλj)⊗ gj = Q(λλλj ⊗ gj) = Q{(gj + θθθj)⊗ gj}. (2.5.32)

Wprowad¹my tensory

Λ(x , ξ, t) = λλλj(x , ξ, t)⊗ gj(x , ξ),

Θ(x , ξ, t) = θθθj(x , ξ, t)⊗ gj(x , ξ).
(2.5.33)

Maj¡c na uwadze, »e gj ⊗ gj = 1, ostatecznie otrzymujemy

F(x , ξ, t) = Q(x , t)Λ(x , ξ, t), Λ(x , ξ, t) = 1 + Θ(x , ξ, t), (2.5.34)

gdzie
Λ = (ηηηα + Kαz)⊗ gα +∇z, (2.5.35)

Θ = {εεεα + Kα(ξt0 + e)} ⊗ gα +∇e, ∇e = e,α ⊗ gα + e,ξ ⊗ g3. (2.5.36)
Porównuj¡c (2.5.34) i (2.5.12), otrzymujemy dwa ró»ne rozkªady biegunowe

trójwymiarowego gradientu deformacji

F(x , ξ, t) = R(x , ξ, t)U(x , ξ, t) = Q(x , t)Λ(x , ξ, t). (2.5.37)

Poniewa» R i Q s¡ tensorami obrotu, wi¦c detR = detQ = +1, a st¡d i

detF = detU = detΛ > 0, (2.5.38)

co dowodzi, »e Λ jest tensorem nieosobliwym. W przeciwie«stwie jednak do U,
tensor Λ w ogólnym przypadku nie jest tensorem symetrycznym.

Wykorzystuj¡c rozkªad biegunowy (2.5.12), mamy

lF−R l = lQΛ−R l = lQ(Λ−QTR) l = lΛ−QTR l. (2.5.39)

Ta zale»no±¢ wskazuje, »e tensor obrotu

Φ(x , ξ, t) ≡ QT(x , t)R(x , ξ, t) (2.5.40)

jest, obok tensora Λ, istotn¡ wielko±ci¡ w analizie lokalnej deformacji w prze-
strzeni powªoki. Z (2.5.40) otrzymamy

R = QΦ, U = ΦTΛ = ΦT(1 + Θ). (2.5.41)
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Z (2.5.39) wynika natomiast, »e

lU− 1 l = lΛ−Φ l = l1 + Θ−Φ l. (2.5.42)
Podstawiaj¡c (2.5.37) i (2.5.34)2 do (2.5.15), tensor odksztaªcenia Cauchy�

Greena C mo»emy teraz wyrazi¢ przez tensory Λ lub Θ:
C = ΛTΛ = 1 + Θ + ΘT + ΘTΘ. (2.5.43)

Warto±¢ trójwymiarowego gradientu deformacji F(x , ξ, t), obliczona na po-
wierzchni podstawowej M , tj. dla ξ = 0, przyjmuje posta¢

F0(x , t) ≡ F(x , 0, t) = R0(x , t)U0(x , t)

= Q(x , t)Λ0(x , t) = Q(x , t)(1 + Θ0(x , t)), (2.5.44)
co wynika wprost z (2.5.37) i (2.5.34)2. Tutaj R0(x , t) ≡ R(x , 0, t), etc. Ponadto,
z (2.5.36) i (2.5.25) mamy

Θ0 = εεεα ⊗ I 0aα + (∇e)0 = (εεεα ⊗ aα)P0 + (∇e)0. (2.5.45)
Uwzgl¦dniaj¡c nast¦pnie, »e e(x , 0, t) = 0 i E = εεεα ⊗ aα otrzymamy

Θ0 = EP0 + (∇e)0, (∇e)0 = (e,ξ)0 ⊗ t0. (2.5.46)
Powy»sze zale»no±ci dowodz¡, »e tensora obrotu Q(x , t) nie nale»y uto»sa-

mia¢ z tensorem obrotu R0(x , t), wynikaj¡cym z rozkªadu biegunowego trójwy-
miarowego gradientu deformacji F na powierzchni podstawowej powªoki. Przy-
pomnijmy, »e tensor Q(x , t) zostaª wprowadzony w wyniku rozwa»a« energetycz-
nych, natomiast tensor R0(x , t) jest wynikiem rozwa»a« czysto geometrycznych.

2.5.6. Wyra»enia na g¦sto±ci p¦du i momentu p¦du
Wykorzystuj¡c wyniki powy»szych rozwa»a«, obecnie wyprowadzimy wyra»e-

nia na g¦sto±ci p¦du i momentu p¦du w reprezentacji materialnej.
Wektor pr¦dko±ci dowolnego punktu materialnego powªoki jest okre±lony przez

v(x , ξ, t) ≡ ~̇y(x , ξ, t) = υ(x , t) + ζ̇ζζ(x , ξ, t), (2.5.47)

gdzie υ(x , t) = ~̇y(x , t) jest wektorem pr¦dko±ci powierzchni podstawowej po-
wªoki.

Podstawiaj¡c (2.5.47) do de�nicji (1.8.23)1 i (1.8.24), wyra»enia na g¦sto±ci
p¦du i momentu p¦du w reprezentacji przestrzennej przyjmuj¡ posta¢

p =




+∫

−
ρ0µ dξ


υ +

+∫

−
ρ0ζ̇ζζµ dξ,

s =




+∫

−
ρ0ζ̇ζζµ dξ


× υ +

+∫

−
ρ0ζζζ× ζ̇ζζµdξ.

(2.5.48)
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Poniewa»
+∫

−
ρ0ζ̇ζζµ dξ =

d
dt

+∫

−
ρ0ζζζµdξ, (2.5.49)

mo»emy wprowadzi¢ wielko±ci η(x , t), w(x , t) i I0(x ) zde�niowane nast¦puj¡co:

m0η ≡
+∫

−
ρ0ζζζµ dξ, m0I0µ ≡

+∫

−
ρ0ζζζ× ζ̇ζζµdξ,

m0I0 ≡
+∫

−
ρ0ξ

2µ dξ,

(2.5.50)

przy pomocy których otrzymujemy
p = m0(υ + η̇), s = m0(η × υ + I0µ). (2.5.51)

Wyra»enia (2.5.51) na p(x , t) i s(x , t), obok wektora pr¦dko±ci υ(x , t) i wiel-
ko±ci wektorowej η(x , t), zawieraj¡ wektor µ(x , t), a nie wektor pr¦dko±ci obro-
towej ω(x , t) wyst¦puj¡cy w teorii powªok.

Obliczaj¡c pochodn¡ (2.5.6) wzgl¦dem czasu, otrzymujemy

ζ̇ζζ = Q̇z +Q ż = ΩQz +Q ż = Ωζζζ +Q ż = ω × ζζζ +Q ż. (2.5.52)
Podstawiaj¡c nast¦pnie (2.5.52) do de�nicji (2.5.50)2 oraz wykorzystuj¡c kla-
syczn¡ to»samo±¢ wektorow¡

ζζζ× (ω × ζζζ) = (ζζζ · ζζζ)ω − (ζζζ · ω)ζζζ = {(ζζζ · ζζζ)1− ζζζ⊗ ζζζ}ω, (2.5.53)
ostatecznie otrzymujemy

µ(x , t) = J (x , t)ω(x , t) +www(x , t). (2.5.54)
Tutaj tensor bezwªadno±ci J (x , t) i pomocniczy wektor www(x , t) s¡ zde�niowane
nast¦puj¡co:

m0I0J ≡
+∫

−
ρ0

{
(ζζζ · ζζζ)1− ζζζ⊗ ζζζ

}
µ dξ,

m0I0www ≡ Q
+∫

−
ρ0z× żµ dξ.

(2.5.55)

Wyra»enia na przekrojowy p¦d i moment p¦du przyjmuj¡ wi¦c posta¢
p = m0(υ + η̇), s = m0(η × υ + Jω +www). (2.5.56)

Wyra»enia te mog¡ by¢ cenna wskazówk¡ przy formuªowaniu szczególnych postaci
kinetycznych równa« konstytutywnych dla p i s.
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Wykorzystuj¡c (2.5.6), pole pr¦dko±ci (2.5.47) mo»na przedstawi¢ w postaci

v(x , ξ, t) = ~̇y(x , ξ, t) = ~̇y(x , t)+Q̇(x , t)z(x , ξ, t)+Q(x , t)ż(x , ξ, t). (2.5.57)

Uwzgl¦dniaj¡c nast¦pnie de�nicje pól pr¦dko±ci translacyjnej i obrotowej po-
wierzchni podstawowej w reprezentacji materialnej (2.3.24)

υ(x , t) = Q(x , t)υυυ(x , t), Q̇(x , t) = Q(x , t)Ω(x , t), (2.5.58)

wektor pr¦dko±ci (2.5.57) mo»na zapisa¢ w postaci

v = υ +QΩz +Q ż = Q(QTυ + Ωz + ż) = Q(υυυ + Ωz + ż). (2.5.59)

Wykorzystuj¡c teraz wyra»enie (2.5.59) oraz de�nicje powierzchniowych g¦sto±ci
p¦du i momentu p¦du w reprezentacji przestrzennej (podrozdziaª 1.8), ostatecz-
nie mamy

p =

+∫

−
ρ0vµ dξ = Q

+∫

−
ρ0(υυυ + Ωz + ż)µ dξ,

s =

+∫

−
ζζζ× ρ0vµ dξ =

+∫

−
ρ0Qz×Q(υυυ + Ωz + ż)µdξ

= Q
+∫

−
ρ0z× (υυυ + Ωz + ż)µ dξ.

(2.5.60)

Z (2.5.60) wynika wi¦c, »e g¦sto±ci p¦du p(x , t) i momentu p¦du s(x , t) w re-
prezentacji materialnej wyra»aj¡ si¦ przez wielko±ci trójwymiarowe nast¦puj¡co:

p = QTp =




+∫

−
ρ0µ dξ


υυυ + Ω




+∫

−
ρ0zµ dξ


 +

d
dt

+∫

−
ρ0zµ dξ,

s = QTs =




+∫

−
ρ0zµ dξ


× υυυ +

+∫

−
ρ0z×Ωzµ dξ +

+∫

−
ρ0z× żµ dξ.

(2.5.61)

Uwzgl¦dniaj¡c to»samo±¢ wektorow¡

z×Ωz = z× (ωωω× z) = {(z · z)1− z⊗ z}ωωω (2.5.62)

oraz przypominaj¡c de�nicje (1.3.7) i (1.8.22)1 sprowadzonej g¦sto±ci masy m0,
wyra»enia (2.5.61) mo»emy zapisa¢ w postaci

p = m0(υυυ + ωωω×ηηη + η̇ηη), s = m0(ηηη× υυυ + Jωωω + w). (2.5.63)
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W (2.5.63), J(x , t) jest symetrycznym tensorem zde�niowanym zale»no±ci¡

m0J =

+∫

−
ρ0{(z · z)1− z⊗ z}µ dξ, (2.5.64)

natomiast wektory ηηη i w s¡ okre±lone jako

m0ηηη =

+∫

−
ρ0zµ dξ, m0w =

+∫

−
ρ0z× żµ dξ. (2.5.65)

Porównuj¡c wyra»enia (2.5.63) i (2.5.56) ªatwo zauwa»y¢, »e

J = QJQT, η = Qηηη, www = Qw + Jωωω. (2.5.66)

2.5.7. Przekrojowe siªy i momenty w reprezentacji materialnej
Wektor napr¦»e« tn(x, t) w dowolnym punkcie x ∈ ∂P ′ powierzchni bocznej

podobszaru P mo»na wyrazi¢ przez pierwszy T(x, t) lub drugi S(x, t) tensory
napr¦»e« Pioli�Kirchho�a

tn(x, t) = T(x, t)n(x)

= F(x, t)sn(x, t) = F(x, t)S(x, t)n(x), (2.5.67)

gdzie sn(x, t) = S(x, t)n(x).
Wykorzystuj¡c nast¦pnie formaln¡ reprezentacj¦ (2.5.7) i wynikaj¡cy z niej

rozkªad (2.5.37) przestrzennego gradientu deformacji F(x, t), wektor napr¦»e«
tn(x, t) mo»na zapisa¢ w postaci

tn = Fsn = QΛsn. (2.5.68)

Podstawiaj¡c (2.5.68) i (2.5.7) do wyra»e« (1.8.28) na przekrojowe wektory siª
i momentów, mamy

nν =

+∫

−
Fsnµ∗ dξ =

+∫

−
QΛsnµ∗ dξ = Q

+∫

−
Λsnµ∗ dξ,

mν =

+∫

−
ζζζ×Fsnµ∗ dξ =

+∫

−
Qz×QΛsnµ∗ dξ = Q

+∫

−
z×Λsnµ∗ dξ.

(2.5.69)

Porównuj¡c (2.5.69) z de�nicjami przekrojowych wektorów siª i momentów
w reprezentacji materialnej,

nν(x , t) = Q(x , t)nν(x , t), mν(x , t) = Q(x , t)mν(x , t), (2.5.70)
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otrzymujemy nast¦puj¡c¡ ich posta¢

nν =

+∫

−
Λsnµ∗ dξ, mν =

+∫

−
z×Λsnµ∗ dξ. (2.5.71)

Uwzgl¦dniaj¡c z kolei (2.5.34) i (2.5.9), mamy

nν =

+∫

−
(1 + Θ)snµ∗ dξ, mν =

+∫

−
(ξt0 + e)× (1 + Θ)snµ∗ dξ. (2.5.72)

W szczególno±ci, wektory przekrojowych siª nα i momentów mα dane s¡ wzo-
rami

nα =

+∫

−
(1 + Θ)sαµ dξ,

mα =

+∫

−
(ξt0 + e)× (1 + Θ)sαµ dξ

= t0 ×



+∫

−
ξ(1 + Θ)sαµ dξ


 +

+∫

−
e× (1 + Θ)sαµ dξ.

(2.5.73)

2.6. Przybli»enia w równaniach konstytutywnych
2.6.1. Caªkowita energia mechaniczna ciaªa typu powªoka

W mechanice o±rodków ci¡gªych caªkowita energia U(P, t) dowolnej cz¦±ci
ciaªa jest sum¡ energii wewn¦trznej E(P, t) i energii kinetycznej K(P, t).

Poj¦cie energii kinetycznej jest ±ci±le zwi¡zane z poj¦ciem p¦du P(P, t), któ-
rego g¦sto±¢ jest de�niowana jako iloczyn g¦sto±ci masy i pr¦dko±ci. G¦sto±¢ ener-
gii kinetycznej okre±lona jest wzorem 1

2p ·v, a energia kinetyczna dowolnej cz¦±ci
ciaªa wynosi

K(P, t) =
1
2

∫∫∫

P

p · v dv =
1
2

∫∫∫

P

ρ0v · v dv. (2.6.1)

Energia kinetyczna ciaªa trójwymiarowego jest wi¦c okre±lona caªkowicie przez
wielko±ci mechaniczne i tym samym nale»y do poj¦¢ mechaniki, mimo »e pojawia
si¦ w sposób jawny dopiero w ramach termodynamiki (patrz Rymarz [1993]).

Innym czysto mechanicznym poj¦ciem, lecz pojawiaj¡cym si¦ równie» dopiero
w termodynamice, jest moc mechaniczna, któr¡ okre±la si¦ jako moc wszystkich
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siª dziaªaj¡cych na ciaªo. W klasycznych teoriach o±rodków ci¡gªych moc mecha-
niczna P(P, t) dowolnej cz¦±ci ciaªa ma posta¢

P(P, t) =
∫∫∫

P

f · v dv +
∫∫

∂P\∂Bf

tn · v da∗ +
∫∫

∂P∩∂Bf

t∗ · v da∗, (2.6.2)

a wyra»enie
t2∫

t1

P(P, t) dt (2.6.3)

okre±la caªkowit¡ prac¦ wykonan¡ przez siªy dziaªaj¡ce na dowoln¡ cz¦±¢ ciaªa
podczas jego ruchu w przedziale czasu [t1, t2]. P(P, t) ma wi¦c sens g¦sto±ci pracy
mechanicznej na jednostk¦ czasu.

Caªkowita moc mechaniczna W(P, t) jest okre±lona jako

W(P, t) ≡ P(P, t)− K̇(P, t). (2.6.4)

Przy speªnieniu zasad mechaniki o±rodka ci¡gªego W(P, t) mo»na wyrazi¢ w po-
staci

W(P, t) =
∫∫∫

P

Σ(x, t) dv, (2.6.5)

gdzie pole skalarne

Σ(x, t) = T(x, t) · Ḟ(x, t) =
1
2
S(x, t) · Ċ(x, t) (2.6.6)

jest g¦sto±ci¡ mocy napr¦»e«.
W nieliniowej mechanice powªok powierzchniowej energii caªkowitej nie da

si¦ na ogóª przedstawi¢ w postaci sumy powierzchniowych energii wewn¦trznej
i kinetycznej. W istocie, nawet samo istnienie powierzchniowej energii kinetycznej
nie jest oczywiste. Z ogólnej analizy przedstawionej w podrozdziale 1.7 wynika je-
dynie, »e w mechanice powªok powierzchniowa g¦sto±¢ efektywnej mocy napr¦»e«
σ(x , t) dana jest przez nast¦puj¡ce wyra»enie:

σ(x , t) = N (x , t) ·E◦(x , t) +M (x , t) ·K ◦(x , t)

= N(x , t) · Ė(x , t) + M(x , t) · K̇(x , t). (2.6.7)

Je±li jednak zde�niujemy przekrojow¡ g¦sto±¢ mocy napr¦»e« σ̃(x , t) jako
caªk¦ po grubo±ci powªoki z trójwymiarowej g¦sto±ci mocy napr¦»e« (2.6.6),

∫∫

Π

σ̃(x , t) da =
∫∫∫

P

Σ(x, t) dv, (2.6.8)
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to w ogólnym przypadku mo»emy jedynie napisa¢

σ̃(x , t) = σ(x , t) + r(x , t), (2.6.9)

gdzie σ(x , t) jest efektywn¡ moc¡ napr¦»e« (2.6.7), natomiast r(x , t) jest miar¡
przybli»enia trójwymiarowej mocy napr¦»e« (2.6.6) przez efektywn¡ moc napr¦-
»e«.

2.6.2. Efektywna moc napr¦»e«
Wykorzystuj¡c wyniki rozwa»a« z poprzedniego podrozdziaªu, wyprowadzimy

obecnie wyra»enia na σ̃(x , t) i r(x , t).
Z dekompozycji F = QΛ i zale»no±ci Q̇ = QΩ wynika, »e pochodn¡ F

wzgl¦dem czasu mo»emy zapisa¢ z uwzgl¦dnieniem (1.6.25) w postaci

Ḟ = QΛ̇ + Q̇Λ = Q(Λ̇ + ΩΛ). (2.6.10)

Uwzgl¦dniaj¡c nast¦pnie zwi¡zek T = FS pomi¦dzy pierwszym i drugim
tensorem napr¦»e« Pioli�Kirchho�a oraz podstawiaj¡c (2.6.10) do (2.6.6), mamy

Σ = T · Ḟ = FS ·Q(Λ̇ + ΩΛ) = QΛS · {Q(Λ̇ + ΩΛ)}
= ΛS · Λ̇ + ΛSΛT · Ω. (2.6.11)

Na mocy zasady zachowania momentu p¦du, tensor S jest tensorem syme-
trycznym. Wobec tego

ΛSΛT · Ω = 0, (2.6.12)
poniewa» Ω jest tensorem sko±nie symetrycznym. Wtedy wyra»enie (2.6.11) up-
raszcza si¦ do postaci

Σ = T · Ḟ = ΛS · Λ̇ =
1
2
S · (ΛTΘ̇ + Θ̇

T
Λ), (2.6.13)

gdzie uwzgl¦dnili±my, »e Λ = 1 + Θ i Λ̇ = Θ̇.
Przyjmijmy teraz, »e kon�guracja odniesienia powªoki jako ciaªa trójwymia-

rowego jest opisana wektorem wodz¡cym ~x(x , ξ), danym przez (2.5.8). Wtedy
tensor napr¦»e« S i tensor deformacji Θ mo»emy przedstawi¢ jako

S = si⊗gi = sα⊗gα + s3⊗g3, Θ = θθθi⊗gi = θθθα⊗gα +θθθ3⊗g3. (2.6.14)

Wówczas wyra»enie (2.6.13) na moc mechaniczn¡ powªoki jako ciaªa trójwymia-
rowego otrzymujemy w postaci

Σ = ΛS · Θ̇ = Λsj · θ̇θθj = Λsα · θ̇θθα + Λs3 · θ̇θθ3, (2.6.15)

gdzie
θ̇θθα = ε̇εεα + κ̇κκα × z + κκκα × ż + ż,α, θ̇θθ3 = ż,ξ. (2.6.16)
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Podstawiaj¡c teraz (2.6.16) do (2.6.15) otrzymamy

Σ = Λsα · ε̇εεα + (z×Λsα) · κ̇κκα + (ż×Λsα) · κκκα + Λsα · ż,α + Λs3 · ż,ξ

= Λsα · ε̇εεα + (z×Λsα) · κ̇κκα + (ż×Λsα) · κκκα + ΛS ·∇ż. (2.6.17)

Uwzgl¦dnili±my tutaj, »e

Λsα · ż,α + Λs3 · ż,ξ = ΛS ·∇ż. (2.6.18)

Caªkuj¡c wyra»enie (2.6.17) po grubo±ci powªoki oraz uwzgl¦dniaj¡c de�nicje
przekrojowych siª i momentów w reprezentacji materialnej, ostatecznie otrzymu-
jemy

σ̃ = nα · ε̇εεα + mα · κ̇κκα +




+∫

−
ż×Λsαµ dξ


 · κκκα +

+∫

−
ΛS ·∇żµ dξ. (2.6.19)

Porównuj¡c (2.6.19) z (2.6.9) oraz uwzgl¦dniaj¡c (2.6.7), otrzymujemy wi¦c

r =




+∫

−
ż×Λsαµ dξ


· κκκα +

+∫

−
ΛS ·∇żµ dξ. (2.6.20)

2.6.3. Powªoki hiperspr¦»yste
Rozwa»my bardziej szczegóªowo przypadek powªok wykonanych z materiaªu

hiperspr¦»ystego, którego wªasno±ci mechaniczne s¡ opisane przez trójwymiarow¡
g¦sto±¢ energii spr¦»ystej W = W (F;x). W tym szczególnym przypadku g¦sto±¢
mocy mechanicznej jest równa pochodnej wzgl¦dem czasu z energii spr¦»ystej
(patrz Rymarz [1993])

Σ(x, t) = Ẇ (F;x). (2.6.21)

Z (2.6.21) i (2.6.6) mamy wówczas

(T− ∂FW ) · Ḟ = 0, (2.6.22)

sk¡d otrzymujemy znane równanie konstytutywne T = ∂FW (F;x) dla materiaªu
hiperspr¦»ystego (2.1.16)1.

Obliczaj¡c caªk¦ po grubo±ci powªoki z (2.6.21) i uwzgl¦dniaj¡c (2.6.9), mamy

σ + r − d
dt

+∫

−
Wµ dξ = 0. (2.6.23)
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De�niuj¡c przekrojow¡ g¦sto±¢ Φ(x , t) energii spr¦»ystej

Φ ≡
+∫

−
W (F;x)µ dξ, (2.6.24)

z (2.6.23) i (2.6.7) otrzymamy

σ + r − Φ̇ = N · Ė + M · K̇− Φ̇ + r = 0. (2.6.25)

Wykorzystajmy teraz zale»no±¢ F = QΛ = Q(1 + Θ) pomi¦dzy gradientem
deformacji F oraz tensorami Λ i Θ. Wówczas g¦sto±¢ energii spr¦»ystej W =
W (F;x) mo»emy zapisa¢ w postaci

W (F;x) = W (QΛ;x) = W (Q(1 + Θ);x). (2.6.26)

Zasada obiektywno±ci materiaªowej wymaga jednak, aby g¦sto±¢ energii spr¦-
»ystej byªa niezmiennicza wzgl¦dem obrotów. Poniewa» Q(x , t) jest tensorem
obrotu, z (2.6.26) wynika, »e

W (F;x) = W (Λ;x) = W (1 + Θ;x). (2.6.27)

Wobec tego, de�nicja (2.6.24) przyjmuje posta¢

Φ =

+∫

−
W (Λ; x)µ dξ =

+∫

−
W (1 + Θ;x)µ dξ. (2.6.28)

W (2.5.36) wyra»ono tensor Θ(x , ξ, t) przez powªokowe miary odksztaªce«
E(x , t) i K(x , t), wektor odksztaªcenia wewn¦trznego e(x , ξ, t) i jego przestrzenny
gradient. Mo»emy wi¦c przyj¡¢, »e g¦sto±¢ energii spr¦»ystej (2.6.27) mo»na
przedstawi¢ jako sum¦ dwóch skªadników

W (1 + Θ;x) = W ′(E,K;x) + W ′′(E,K, e,∇e;x), (2.6.29)

z których pierwszy zale»y wyª¡cznie od powªokowych miar odksztaªce«. Wówczas
z de�nicji (2.6.26) i (2.6.29) mamy

Φ = Φ(E,K; x ) + R, (2.6.30)

gdzie

Φ(E,K; x ) ≡
+∫

−
W ′(E,K;x)µ dξ, (2.6.31)
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R ≡
+∫

−
W ′′(E,K, e,∇e;x)µ dξ. (2.6.32)

Ró»niczkuj¡c teraz (2.6.30) wzgl¦dem czasu i podstawiaj¡c wynik do (2.6.25),
otrzymamy

(N− ∂EΦ) · Ė + (M− ∂KΦ) · K̇ + r − Ṙ = 0. (2.6.33)
Równanie (2.6.33), b¦d¡ce konsekwencj¡ zasady zachowania energii dla trój-

wymiarowego ciaªa hiperspr¦»ystego, musi by¢ speªnione w ka»dym procesie czy-
sto mechanicznym. Z tego równania otrzymujemy wi¦c nast¦puj¡c¡ posta¢ rów-
na« konstytutywnych dla powªok hiperspr¦»ystych:

N = ∂EΦ(E,K; x ) =

+∫

−
∂EW ′(E,K;x)µ dξ,

M = ∂KΦ(E,K; x ) =

+∫

−
∂KW ′(E,K;x)µ dξ,

(2.6.34)

oraz zale»no±¢ r − Ṙ = 0, która dostarcza pewnych informacji o przybli»onym
charakterze powªokowych równa« konstytutywnych (2.6.35) w porównaniu do
równa« konstytutywnych teorii trójwymiarowej.

Maj¡c na uwadze potencjalne mo»liwo±ci wykorzystania ogólnych zale»no±ci
(2.6.34) w analizie numerycznej powªok metod¡ elementów sko«czonych, wygod-
nie b¦dzie zapisa¢ te zale»no±ci w nieco zmienionej formie. G¦sto±¢ energii spr¦-
»ystej zapiszmy w postaci

W = W (F;x) = EW̃ (F;x), (2.6.35)

gdzie E > 0 jest pewn¡ staª¡ materiaªow¡ typu moduªu spr¦»ysto±ci Younga.
Wprowadzaj¡c wspóªrz¦dn¡ bezwymiarow¡ ξ̂ ∈ [−1, +1] po grubo±ci powªoki,

zde�niowan¡ przez

ξ =
1
2
h0(ξ̂ − ξ̂∗), ξ̂∗ ∈ [−1,+1], (2.6.36)

wektor wodz¡cy (2.5.8) przyjmuje form¦

~x(x , ξ̂) = ~x (x ) +
1
2
h0(ξ̂ − ξ̂∗)t0(x), ξ̂ ∈ [−1,+1]. (2.6.37)

Parametr ξ̂∗ okre±la tu umiejscowienie powierzchni podstawowej M w obszarze B.
Niezmiennik µ, pojawiaj¡cy si¦ w caªce po grubo±ci powªoki, przyjmuje teraz

posta¢
µ(x , ξ̂) = 1− 2h0H(ξ̂ − ξ̂∗) + h2

0K(ξ̂ − ξ̂∗)2. (2.6.38)
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Uwzgl¦dniaj¡c (2.6.36), powierzchniow¡ g¦sto±¢ (2.6.24) energii spr¦»ystej za-
piszemy teraz jako

Φ̃ =
1
2
Eh0

+1∫

−1

W̃ (F;x)µ dξ̂. (2.6.39)

Konsekwentnie, wyra»enia (2.6.34) mo»na teraz zapisa¢ w równowa»nej postaci

N = ∂EΦ̃(E,K; x ) =
1
2
Eh0

+1∫

−1

∂EW̃ ′(E,K;x)µ dξ̂,

M = ∂KΦ̃(E,K; x ) =
1
2
Eh0

+1∫

−1

∂KW̃ ′(E,K;x)µ dξ̂.

(2.6.40)

2.6.4. Izotropowe powªoki hiperspr¦»yste
Na zako«czenie powy»szych ogólnych rozwa»a« wyprowad¹my odpowiednie

wyra»enia dla izotropowego materiaªu hiperspr¦»ystego.
Punktem wyj±cia jest funkcja g¦sto±ci energii spr¦»ystej, któr¡, na mocy za-

sady obiektywno±ci materiaªowej, mo»emy wyrazi¢ w postaci

W (F;x) = E
_

W (C;x), C = FTF, (2.6.41)

gdzie E > 0 jest ponownie pewn¡ staª¡ materiaªow¡ typu moduªu spr¦»ysto±ci.
W przypadku materiaªu izotropowego,

_

W (C;x) zale»y od C jedynie poprzez
niezmienniki gªówne tego tensora

_

W (C;x) =
_

W (I1, I2, I3;x), (2.6.42)

I1 = trC, I2 =
1
2
{(trC)2 − trC2}, I3 = detC. (2.6.43)

Wyra»aj¡c teraz tensor C(x, t) wedªug (2.5.43) i (2.5.36) przez wektor e(x , ξ, t)
i jego gradient, niezmienniki gªówne (2.6.43) mo»emy równie» przedstawi¢ jako
sum¦ dwóch skªadników

Ik =
_

I k(E,K;x) +
_

Jk(E,K, e,∇e;x), k = 1, 2, 3. (2.6.44)

Wówczas zgodnie z przedstawieniami (2.6.29), (2.6.31) i (2.6.35) mamy

Φ̃(E,K; x ) =
1
2
Eh0

+1∫

−1

W̃ ′(
_

I k(E,K;x);x)µ dξ̂. (2.6.45)
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Uwzgl¦dniaj¡c nast¦pnie, »e

∂EW̃ ′ =
3∑

k=1

(∂E

_

I k)(∂Ik
W̃ ′), ∂KW̃ ′ =

3∑

k=1

(∂K

_

I k)(∂Ik
W̃ ′), (2.6.46)

równania konstytutywne (2.6.41) powªok wykonanych z izotropowego materiaªu
hiperspr¦»ystego redukuj¡ si¦ do postaci

N =
1
2
Eh0





3∑

k=1

+1∫

−1

(∂E

_

I k)W̃ ′
kµ dξ̂



 ,

M =
1
2
Eh0





3∑

k=1

+1∫

−1

(∂K

_

I k)W̃ ′
kµdξ̂



 ,

(2.6.47)

gdzie
W̃ ′

k ≡ ∂Ik
W̃ ′(I1, I2, I3;x), k = 1, 2, 3. (2.6.48)

2.6.5. Zagadnienie semi-brzegowe
Rozwa»ania podane w p. 2.6.4 dowodz¡, »e gdyby±my potra�li wyrazi¢ trójwy-

miarowe pole wektorowe e(x , ξ, t) jako znan¡ funkcj¦ pól przesuni¦¢ u(x , t) i ob-
rotów Q(x , t) powierzchni podstawowej oraz ich pochodnych dowolnego rz¦du, to
wszystkie trójwymiarowe wielko±ci kinematyczne byªyby jednoznacznie okre±lone
przez te wielko±ci powierzchniowe. Wówczas mogliby±my wyznaczy¢ jawn¡ posta¢
powªokowych równa« konstytutywnych, wykorzystuj¡c ogólne wyra»enia wypro-
wadzone w p. 2.6.4. Ponadto, po rozwi¡zaniu problemu dwuwymiarowego me-
chaniki powªok mo»na byªoby nast¦pnie wyznaczy¢ rozkªad przemieszcze« i od-
ksztaªce« w caªym ciele trójwymiarowym. Oczywi±cie, oznaczaªoby to caªkowit¡
równowa»no±¢ opisu trójwymiarowego w ramach mechaniki o±rodków ci¡gªych
i opisu dwuwymiarowego w ramach mechaniki powªok.

Takiej peªnej równowa»no±ci nie nale»y jednak oczekiwa¢. Mo»na jedynie
poszukiwa¢ pewnych dodatkowych warunków, które prowadziªyby do rozs¡dnie
przybli»onych zale»no±ci pomi¦dzy e(x , ξ, t) oraz u(x , t) i Q(x , t). Dalej naszki-
cujemy jedn¡ z takich mo»liwo±ci.

Rozwa»my nast¦puj¡ce zadanie: wyznaczy¢ trójwymiarowy ruch y = χχχ(x, t)
ciaªa typu powªoka, speªniaj¡cy lokalne równania ruchu

Div (FS) + f = ρ0v̇, (x, t) ∈ M × T, (2.6.49)

napr¦»eniowe warunki brzegowe na powierzchniach granicznych

FSn± = ±t±n , (x, t) ∈ M± × T (2.6.50)
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i równanie konstytutywne S = Ŝ(F). W poni»szych rozwa»aniach ograniczymy
si¦ do materiaªów spr¦»ystych, chocia» nie jest to ograniczenie konieczne.

Wykorzystuj¡c reprezentacj¦ F = QΛ gradientu deformacji oraz zapisuj¡c
tensor napr¦»e« w postaci S = si ⊗ gi, przestrzenn¡ dywergencj¦ z FS mo»na
wyrazi¢ nast¦puj¡co:

Div (FS) = Div (QΛS) = Q{Div (ΛS) + Kα(Λsα)}. (2.6.51)

Wówczas lokalne równania ruchu (2.6.50) mo»emy przedstawi¢ w postaci

Div (ΛS) + Kα(Λsα) +QT(f − ρ0v̇) = 0. (2.6.52)

Uwzgl¦dniaj¡c nast¦pnie zale»no±¢ Λ = 1+Θ, równanie konstytutywne S = Ŝ(F)
przyjmuje form¦

S = Ŝ(F) = S̃(Θ) = s̃i(Θ)⊗ gi. (2.6.53)
Sformuªowany powy»ej problem sprowadza si¦ wi¦c do rozwi¡zania równania

Div {(1 + Θ)S̃(Θ)}+ Kα{(1 + Θ)s̃α(Θ)}+QT(f − ρ0v̇) = 0, (2.6.54)

przy zadanych warunkach brzegowych

(1 + Θ)S̃(Θ)n± = ±t±n , (x, t) ∈ M± × T (2.6.55)

na powierzchniach granicznych.
Równanie (2.6.54) jest maªo u»yteczne, poniewa» zawiera ono nadal tensor

obrotu Q i pole pr¦dko±ci v. Je±li jednak ograniczymy si¦ do zagadnienia quasi-
statycznego i pominiemy siªy obj¦to±ciowe f , to równanie (2.6.54) upraszcza si¦
do postaci

Div {(1 + Θ)S̃(Θ)}+ Kα{(1 + Θ)s̃α(Θ)} = 0. (2.6.56)
Uwzgl¦dniaj¡c teraz, »e tensor Θ(x , ξ) wyra»a si¦ przez powªokowe miary od-
ksztaªce« εεεα(x ) i Kα(x ) = adκκκα(x ) oraz odksztaªcenie wewn¦trzne e(x , ξ),

Θ = θθθα ⊗ gα + θθθ3 ⊗ g3,

θθθα = εεεα + κκκα × (ξt0 + e) + e,α, θθθ3 = e,ξ,
(2.6.57)

rozwa»any problem mo»na sformuªowa¢ nast¦puj¡co: dla dowolnie ustalonego
punktu x ∈ M powierzchni podstawowej powªoki, znale¹¢ pole e(x , ξ), speª-
niaj¡ce równanie (2.6.56) i warunki brzegowe (2.6.55).

Jak wynika ze struktury równania (2.6.56) i wzoru (2.5.36) dla tensora Θ,
rozwi¡zania tego problemu musz¡ mie¢ posta¢ zale»no±ci mi¦dzy e(x , ξ) oraz
miarami odksztaªce« εεεα(x ) i κκκα(x ), a tak»e ich powierzchniowymi gradientami.
Mo»emy to symbolicznie zapisa¢ jako

e(x , ξ) = G(εεεα(x ),κκκα(x ),

∆

εεεα(x ),

∆

κκκα(x ); ξ), (2.6.58)

gdzie G jest dan¡ funkcj¡ swoich argumentów. Posta¢ funkcji G zale»e¢ b¦dzie od
postaci równania konstytutywnego (2.6.53).
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2.7. Szczególne warianty mechaniki powªok
2.7.1. Klasyczne hipotezy kinematyczne

Teoria powªok omawiana w tej monogra�i nie jest ani jedynie mo»liw¡, ani
te» by¢ mo»e najbardziej odpowiedni¡ do analizy wielu zada« szczegóªowych.
W wielu przypadkach poprawne wyniki mo»na otrzyma¢ korzystaj¡c ze znacznie
uproszczonych modeli powªoki. S¡ te» zadania, które wymagaªyby ogólniejszego
modelu powªoki, uwzgl¦dniaj¡cego np. nielokalno±¢ deformacji wy»szego rz¦du,
oddziaªywania termiczne, elektryczne itp. Do pomy±lenia i sformuªowania s¡ wi¦c
zarówno teorie bogatsze jak i ubo»sze.

W literaturze zaproponowano wiele odmiennych podej±¢, które mog¡ by¢ wy-
korzystane przy formuªowaniu szczególnych wariantów mechaniki powªok, od-
powiednich do analizy szczególnych zada« konstrukcji powªokowych. Podej±cie
rozwini¦te w tej ksi¡»ce ma wa»n¡ cech¦, której nie wykazuj¡ inne modele me-
chaniki powªok: w ramach zaªo»e« klasycznej mechaniki o±rodka ci¡gªego, otrzy-
mane tu zale»no±ci s¡ dynamicznie i kinematycznie ±cisªymi, gdy» przy ich wy-
prowadzaniu nie korzystano z »adnych dodatkowych zaªo»e« i postulatów. Jed-
nocze±nie jednak takie podej±cie nie wyklucza mo»liwo±ci przyj¦cia dodatkowych
zaªo»e« upraszczaj¡cych. Dlatego sformuªowane tutaj ogólne zale»no±ci mecha-
niki powªok mog¡ stanowi¢ wygodny punkt wyj±cia do dyskusji innych sformu-
ªowa« mechaniki powªok lub te» mo»liwych uproszcze« przedstawionej tu teorii
ogólnej.

W dyskusji podanej w tym podrozdziale przyjmujemy, »e w kon�guracji odnie-
sienia powierzchnia podstawowa M powªoki jest dowolnie umiejscowiona w obsza-
rze B, zajmowanym przez ciaªo typu powªoka. W ogólnym przypadku b¦dziemy
równie» zakªadali, »e M jest powierzchni¡ kawaªkami gªadk¡, a obszar B jest
opisany wektorem wodz¡cym

~x(x , ξ) = ~x (x ) + ξt0(x ), ξ ∈ [−h−0 (x ), +h−0 (x )], (2.7.1)

gdzie ~x = ~x (x ) jest wektorem wodz¡cym powierzchni podstawowej M , a t0(x )
jest ci¡gªym polem wektorów jednostkowych na M , de�niuj¡cym wªókna mate-
rialne po grubo±ci powªoki w kon�guracji odniesienia. W szczególnym przypadku
powªok regularnych mo»na przyj¡¢, »e t0(x ) pokrywa si¦ z wektorem jednostko-
wym n(x ) normalnym do M .

Cech¡ wspóln¡ wielu wariantów teorii powªok, obszernie omawianych w lite-
raturze, s¡ pewne zaªo»enia, nazywane hipotezami kinematycznymi, które z góry
ograniczaj¡ dopuszczalny sposób deformacji wªókien materialnych na grubo±ci
powªoki. Najbardziej znan¡ jest klasyczna hipoteza kinematyczna Kirchho�a�
Love'a (K�L), zgodnie z któr¡ zakªada si¦, »e wªókna proste i normalne do po-
wierzchni podstawowej w kon�guracji odniesienia pozostaj¡ prostymi i normal-
nymi do tej powierzchni w ka»dej kon�guracji odksztaªconej, a ponadto zachowuj¡
swoj¡ dªugo±¢.
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Zgodnie z hipotez¡ K�L, wektor wodz¡cy wªókna normalnego, okre±lonego
w kon�guracji nieodksztaªconej przez ~x(x , ξ) = ~x(x ) + ξn(x ), w kon�guracji
aktualnej przyjmuje posta¢

~y(x , ξ, t) = ~y(x , t) + ξn(x , t), (2.7.2)

gdzie n(x , t) jest jednostkowym wektorem normalnym do powierzchni podsta-
wowej M(t) w kon�guracji aktualnej. Zgodnie z (2.7.2), deformacja powªoki jako
ciaªa trójwymiarowego jest caªkowicie okre±lona przez deformacj¦ jej powierzchni
podstawowej, która z kolei jest wyra»ona przez trzy skªadowe wektora przesu-
ni¦cia u(x , t). Kinematyczny model powªoki typu Kirchho�a�Love'a jest wi¦c
modelem trójparametrowym.

Hipoteza (2.7.2) zastosowana dosªownie wymaga, aby podczas deformacji po-
przeczne odksztaªcenia postaciowe i odksztaªcenie normalne do powierzchni pod-
stawowej byªy równe zeru w caªym obszarze powªoki. To powoduje, »e funkcja
energii spr¦»ystej, obliczona z uwzgl¦dnieniem (2.7.2), wykazuje znaczne bª¦dy,
przekraczaj¡ce bª¡d dopuszczalny w ramach teorii pierwszego przybli»enia do
energii odksztaªcenia powªoki. Dlatego hipotez¦ (2.7.2) stosuje si¦ tylko do opisu
stanu deformacji powªoki. Przy konstrukcji równa« konstytutywnych u»ywa si¦
równolegle innej, sprzecznej z (2.7.2), hipotezy o pªaskim stanie napr¦»e« w prze-
strzeni powªoki. Dopiero wªa±ciwe zastosowanie obu tych hipotez prowadzi do
w przybli»eniu poprawnego powierzchniowego opisu napr¦»e« i deformacji w po-
wªokach liniowo spr¦»ystych. Ze wzgl¦du na du»¡ rol¦ teorii Kirchho�a�Love'a
w rozwoju mechaniki powªok, model ten przedstawimy bardziej szczegóªowo
w podrozdziaªach 3.6 i 3.7.

Mniej restrykcyjna od (2.7.2) hipoteza kinematyczna zakªada, »e wektor wo-
dz¡cy w kon�guracji aktualnej powªoki przyjmuje posta¢

~y(x , ξ, t) = ~y(x , t) + ξt(x , t), (2.7.3)

gdzie t(x , t), t(x , 0) = n(x ), jest nadal wektorem jednostkowym, ale nie koniecz-
nie normalnym do powierzchni podstawowej M(t) w kon�guracji aktualnej. Hipo-
teza ta zakªada staªy rozkªad po grubo±ci powªoki poprzecznych odksztaªce« po-
staciowych, ale nadal wyklucza istnienie odksztaªce« normalnych do powierzchni
podstawowej, bo nadal orzeka, »e grubo±¢ powªoki nie zmienia si¦ podczas defor-
macji. Dlatego przy konstrukcji równa« konstytutywnych powªok liniowo spr¦»y-
stych równie» w tym przypadku jest wymagane u»ycie komplementarnej hipotezy
o pªaskim stanie napr¦»e« w przestrzeni powªoki.

Pewnym osªabieniem hipotezy (2.7.3) jest zaªo»enie liniowego rozkªadu po-
przecznych odksztaªce« postaciowych oraz jednorodnego (staªego) rozkªadu od-
ksztaªce« normalnych po grubo±ci powªoki. W tym przypadku wektor wodz¡cy
w kon�guracji aktualnej przyjmuje si¦ w postaci

~y(x , ξ, t) = ~y(x , t) + ξd(x , t), (2.7.4)
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gdzie d(x , t), d(x , 0) = d0(x ), jest polem wektorów ju» nie koniecznie jednost-
kowych podczas procesu deformacji. Hipoteza kinematyczna (2.7.4) jest równo-
wa»na przyj¦ciu liniowego rozkªadu przemieszcze« po grubo±ci powªoki.

Ró»ne sposoby u±ci±lenia klasycznych modeli belek, pªyt i powªok, przez przy-
bli»one uwzgl¦dnienia wpªywu poprzecznych odksztaªce« postaciowych i normal-
nych na deformacj¦ i dynamik¦ tych elementów, maj¡ bogat¡ literatur¦, por. np.
przegl¡dy Grigoljuk i Selezow [1973], Jemielita [2001]. W szczególno±ci,
ju» Timoszenko [1916, 1921, 1922] w liniowej teorii belek a Reissner [1944,
1945, 1947] w liniowej teorii pªyt zaªo»yli paraboliczny po grubo±ci rozkªad na-
pr¦»e« tn¡cych. Hencky [1947] i Bolle [1947] wprowadzili zaªo»enie liniowego
rozkªadu przemieszcze« po grubo±ci pªyty i komplementarne zaªo»enia o pªaskim
stanie napr¦»e« w pªycie. Ufljand [1948] i Mindlin [1951] rozszerzyli powy»-
sze zaªo»enia na zagadnienia liniowej dynamiki pªyt, a Hildebrandt, Reissner
i Thomas [1949],Green i Zerna [1950] oraz Naghdi [1957] zastosowali je do li-
niowej teorii powªok. Ró»ne warianty teorii pªyt i powªok, uwzgl¦dniaj¡ce w jawny
sposób wpªyw poprzecznych odksztaªce« postaciowych i normalnych, nazywane
s¡ wi¦c w literaturze ró»nymi nazwiskami: Timoszenko, Timoszenko�Reissnera,
Reissnera, Reissnera�Mindlina, Reissnera�Naghdi, Ambarcumiana, Reddy'ego,
a nawet Simo. W tej ksi¡»ce, dla ró»nych takich wariantów teorii powªok b¦dziemy
u»ywali wspólnej nazwy � teoria typu Timoszenko�Reissnera (w skrócie T�R).

Klasyczne hipotezy kinematyczne wprowadzaj¡ istotne uproszczenia do ogól-
nej teorii powªok. W szczególno±ci, wyznaczenie dwuwymiarowych równa« kon-
stytutywnych staje si¦ wtedy zadaniem trywialnym. Wystarczy zauwa»y¢, »e
ka»da hipoteza kinematyczna jednoznacznie wyra»a trójwymiarowy gradient de-
formacji w przestrzeni powªoki caªkowicie przez wielko±ci powierzchniowe. Gdy
trójwymiarowe równanie konstytutywne materiaªu powªoki jest znane, to wy-
prowadzenie równa« konstytutywnych dla wielko±ci przekrojowych jest zadaniem
czysto formalnym. Oczywi±cie, dokªadno±¢ otrzymanych w ten sposób dwuwy-
miarowych równa« konstytutywnych jest zdeterminowana przyj¦tymi hipotezami
kinematycznymi i nie zawsze jest ona wystarczaj¡c¡ do wªa±ciwego modelowania
konkretnych zada« konstrukcji powªokowych.

2.7.2. Wi¦zy kinematyczne i reakcje wi¦zów
Klasyczne hipotezy kinematyczne oraz ró»ne ich uogólnienia s¡ w istocie ogra-

niczeniami dopuszczalnych kon�guracji, jakie mo»e przyjmowa¢ ciaªo podczas ru-
chu. Sprowadzaj¡ si¦ one do narzucenia ciaªu szczególnej postaci funkcji ruchu,
a w konsekwencji i szczególnej postaci wektora wodz¡cego w kon�guracji aktu-
alnej.

W ogólnym przypadku dla takich wi¦zów mo»emy przyj¡¢ (Antman [1976,
1995], Antman i Marlow [1991]) wyra»enie formalne

~y(x , ξ, t) = ηηη(~y(x , t),d(x , t); x , ξ), (2.7.5)
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gdzie d(x , t) jest wektorem uogólnionych przemieszcze« (elementem przestrzeni
wektorowej lub rozmaito±ci ró»niczkowej), a ηηη jest dan¡ funkcj¡ swoich argu-
mentów. Poniewa» powierzchnia podstawowa odgrywa w ka»dej teorii powªok
rol¦ szczególn¡, bez ograniczenia ogólno±ci wi¦zy postaci (2.7.5) mo»emy zast¡-
pi¢ wi¦zami

~y(x , ξ, t) = ~y(x , t) + βββ(d(x , t); x , ξ), (2.7.6)
gdzie βββ, tak jak ηηη, jest dan¡ funkcj¡. Wi¦zy postaci (2.7.6), nazywane w lite-
raturze wi¦zami modelowymi, nale»y odró»nia¢ od ogranicze« dopuszczalnych
kon�guracji ciaªa, wynikaj¡cych z warunków podparcia czy ogranicze« konstytu-
tywnych, takich jak np. warunek nie±ci±liwo±ci, które równie» s¡ wi¦zami.

Celem wprowadzenia wi¦zów modelowych (2.7.6) jest uj¦cie problemu formu-
ªowania ró»nych wariantów teorii powªok w ramach jednolitej teorii, któr¡ jest
teoria o±rodków ci¡gªych z wi¦zami (por.Wo¹niak iKleiber [1982]). Podstawo-
wym zaªo»eniem tej teorii jest postulat istnienia reakcji utrzymuj¡cych te wi¦zy.
Zgodnie z tym postulatem, przyjmuje si¦ istnienie jednoznacznego addytywnego
rozkªadu siªy masowej f(x, t) i tensora napr¦»e« T(x, t) w postaci

f(x, t) = fA(x, t) + fL(x, t), T(x, t) = TA(x, t) + TL(x, t), (2.7.7)

gdzie fL(x, t) i TL(x, t) s¡ odpowiednimi polami reakcji, utrzymuj¡cymi przyj¦te
wi¦zy. Formuªowanie ró»nych wariantów teorii powªok w ramach takiego podej-
±cie jest szczegóªowo omawiane w ksi¡»ce Wo¹niak i Kleiber [1982], gdzie te»
podano literatur¦ ¹ródªow¡.

W pozostaªej cz¦±ci tego podrozdziaªu ograniczymy si¦ do jednego przypadku
szczególnego wi¦zów (2.7.6), pomijaj¡c wszystkie reakcje wi¦zów.

2.7.3. Uogólnienie klasycznych hipotez kinematycznych
Wariant mechaniki powªok, formuªowany przy u»yciu hipotezy kinematycz-

nej (2.7.4), zasªuguje na wi¦ksz¡ uwag¦, poniewa» jest on powszechnie u»ywany,
zwªaszcza w kontek±cie metody elementów sko«czonych.

W poni»szych rozwa»aniach ograniczymy si¦ sformuªowaniem wariantu me-
chaniki powªok na podstawie uogólnionej hipotezy kinematycznej

~y(x , ξ, t) = ~y(x , t) + ζ(x , ξ, t)d(x , t), (2.7.8)

gdzie d(x , t) jest dowolnym wektorem, a ζ(x , ξ, t) funkcj¡ skalarn¡, co dopuszcza
równie» nieliniowy rozkªad odksztaªce« normalnych po grubo±ci powªoki.

Hipoteza kinematyczna (2.7.8) ujmuje wszystkie klasyczne hipotezy kinema-
tyczne oraz wiele ich uogólnie«. W szczególno±ci, przyjmuj¡c ζ(x , ξ, t) = ξ otrzy-
mujemy hipotez¦ (2.7.4), która z kolei ujmuje w sobie zarówno hipotez¦ typu
Timoszenko�Reissnera (2.7.3), jak i klasyczn¡ hipotez¦ Kirchho�a�Love'a (2.7.2).

W ogólnym przypadku funkcja ζ(x , ξ, t) musi by¢ albo z góry zadan¡, albo
musimy dysponowa¢ dodatkowymi warunkami, z których mo»na j¡ wyznaczy¢.
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Przykªadem takich dodatkowych warunków mo»e by¢ zaªo»enie zerowania si¦
napr¦»e« stycznych na powierzchniach granicznych. Innym przykªadem mo»e by¢
zaªo»enie o nie±ci±liwo±ci materiaªu powªoki. Na przykªad, przyjmuj¡c

ζ(x , ξ, t) = λξ(x , t)ξ +
1
2
κξ(x , t)ξ2 (2.7.9)

oraz zakªadaj¡c, »e d(x , t) jest wektorem jednostkowym normalnym do powierz-
chni podstawowej powªoki w kon�guracji aktualnej, funkcje λξ(x , t) oraz κξ(x , t)
mo»na wyznaczy¢ jednoznacznie z warunku nie±ci±liwo±ci materiaªu. W tym przy-
padku nie ma ju» potrzeby wprowadzania dodatkowych zaªo»e« kinematycznych.
Mo»na bowiem wykaza¢, »e warunek nie±ci±liwo±ci jednoznacznie determinuje
posta¢ funkcji ζ(x , ξ, t). Jest to istotne w teorii powªok wykonanych z mate-
riaªów gumopodobnych, których cech¡ charakterystyczn¡ jest wªa±nie nie±ci±li-
wo±¢ i zwi¡zana z tym silnie nieliniowa deformacja po grubo±ci powªoki (zob. np.
Czernych [1983], Stumpf i Makowski [1986], Schieck, Pietraszkiewicz
i Stumpf [1992], Libai i Simonds [1998], Wi±niewski [1997] oraz literatur¦
cytowan¡ w tych pracach).

Zaªó»my, »e ζ(x , ξ, t) jest albo dan¡ funkcj¡ niezale»n¡ od deformacji, albo
funkcj¡ zale»n¡ wyª¡cznie od powierzchniowych gradientów (dowolnego rz¦du)
wektora wodz¡cego ~y(x , t) i wektora kierunkowego d(x , t). Porównuj¡c (2.7.8)
z formaln¡ reprezentacj¡

~y(x , ξ, t) = ~y(x , t) + ζζζ(x , ξ, t) (2.7.10)
wektora wodz¡cego w kon�guracji aktualnej, z której korzystali±my we wcze±niej-
szych rozwa»aniach, otrzymamy

ζζζ(x , ξ, t) = ζ(x , ξ, t)d(x , t). (2.7.11)
Ka»dy wariant teorii powªok, który mo»na sformuªowa¢ wychodz¡c z zaªo»e-

nia (2.7.8), b¦dzie wi¦c szczególnym przypadkiem ogólnej teorii powªok, sformu-
ªowanej w tej ksi¡»ce. Kompletny ukªad równa« takiego szczególnego przypadku
mechaniki powªok otrzymamy wi¦c przez specy�kacj¦ zale»no±ci ogólnych, przy
dodatkowym zaªo»eniu ich zgodno±ci z (2.7.11).

2.7.4. Caªkowe prawa mechaniki
Hipotezy kinematyczne nie maj¡ wpªywu na de�nicj¦ g¦sto±ci masy przekro-

jowej m0(x ). Masa dowolnej cz¦±ci P powªoki jest wi¦c zawsze okre±lona tymi
samymi wyra»eniami (1.3.14) i (1.8.22) jak i w ogólnej mechanice powªok, gdzie
p¦d i moment p¦du dowolnej cz¦±ci P powªoki okre±lone s¡ w (1.3.15), a ich
odpowiednie powierzchniowe g¦sto±ci zde�niowano w (1.8.23) i (1.8.24).

Wykorzystuj¡c zaªo»enie (2.7.8), trójwymiarowe pole pr¦dko±ci v(x, t) =
~̇y(x, t) przyjmuje posta¢

v(x , ξ, t) = υ(x , t) + ζ(x , ξ, t)w(x , t) + ζ̇(x , ξ, t)d(x , t), (2.7.12)
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gdzie υ(x , t) jest polem pr¦dko±ci powierzchni podstawowej powªoki, a w(x , t)
jest teraz polem pr¦dko±ci wektora kierunkowego

υ(x , t) = ~̇y(x , t), w(x , t) = ḋ(x , t). (2.7.13)

Z (2.7.11) i (2.7.12) mamy wi¦c

ζζζ× v = ζd × (υ + ζw + ζ̇d) = ζd × υ + ζ2d ×w . (2.7.14)

Podstawiaj¡c teraz (2.7.12) i (2.7.14) do (1.8.23) i (1.8.24), przekrojowe p¦d
i moment p¦du mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

p =




+∫

−
ρ0µ dξ


υ +




+∫

−
ρ0ζµ dξ


w +




+∫

−
ρ0ζ̇µ dξ


d ,

s =




+∫

−
ρ0ζµ dξ


d × υ +




+∫

−
ρ0ζ

2µ dξ


d ×w .

(2.7.15)

Uwzgl¦dniaj¡c de�nicj¦ (1.8.22)1 g¦sto±ci masy m0 i wprowadzaj¡c nast¦puj¡ce
oznaczenia

I1(x , t) ≡ 1
m0

+∫

−
ρ0ζµ dξ, I2(x , t) ≡ 1

m0

+∫

−
ρ0ζ

2µ dξ, (2.7.16)

g¦sto±ci p¦du i momentu p¦du dane wzorami (2.7.15) przyjmuj¡ posta¢

p = m0(υ + I1w + İ1d), s = d × {m0(I1υ + I2w)}. (2.7.17)

St¡d
p(P, t) =

∫∫

Π

m0π da,

m(P, t) =
∫∫

Π

m0(d × σ + ~y × π) da.

(2.7.18)

gdzie dla uproszczenia zapisu i wygody dalszych rozwa»a« wprowadzili±my ozna-
czenia zgodne z (1.3.9)

π ≡ υ + I1w + İ1d , σ ≡ I1υ + I2w . (2.7.19)

Otrzymane wyra»enia (2.7.18) dla p¦du i momentu p¦du dowolnej cz¦±ci po-
wªoki nie zale»¡ od szczególnej postaci funkcji ζ(x , ξ, t). W najprostszym przy-
padku, gdy ζ(x , ξ, t) jest dan¡ funkcj¡ niezale»n¡ od czasu, mamy İ1 = 0.
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Uwzgl¦dniaj¡c zaªo»enie (2.7.11) w de�nicji (1.8.26)2, moment powierzch-
niowy c(x , t) mo»na wyrazi¢ w postaci

c = d ×



+∫

−
ζfµ dξ + α+ζ+t+

n − α−ζ−t−n


 = d × l , (2.7.20)

gdzie l(x , t) jest okre±lony jako

l =

+∫

−
ζfµ dξ + α+ζ+t+

n − α−ζ−t−n . (2.7.21)

Podstawiaj¡c zaªo»enie (2.7.11) do de�nicji (1.8.28)2 i (1.8.29)2, wektory prze-
krojowego momentu mν(x , t) i momentu brzegowego m∗(x , t) mo»emy przesta-
wi¢ w postaci

mν = d ×



+∫

−
ζtnµ∗ dξ


 = d × m̃ν ,

m∗ = d ×



+∫

−
ζt∗µ∗ dξ


 = d × m̃∗,

(2.7.22)

gdzie wprowadzili±my oznaczenia

m̃ν =

+∫

−
ζtnµ∗ dξ,

(2.7.23)

m̃∗ =

+∫

−
ζt∗µ∗ dξ.

Zauwa»my, »e wprowadzenie do rozwa»a« wi¦zów (2.7.11) pozornie nie ma
wpªywu na de�nicje siªy powierzchniowej f (x , t), siªy przekrojowej nν(x , t) i ze-
wn¦trznej siªy n∗(x , t) na cz¦±ci ∂Mf brzegu powªoki podane, odpowiednio,
w (1.8.26)1, (1.8.28)1 i (1.8.29)1. Obecno±¢ wi¦zów zmienia jednak stan napr¦»e«
w powªoce, a wielko±ci przekrojowe, sprowadzone do powierzchni podstawowej,
b¦d¡ te zmiany uwzgl¦dniaªy. Aby podkre±li¢ ten fakt, odpowiednie wielko±ci
dynamiczne, sprowadzone przy u»yciu wi¦zów (2.7.11) do powierzchni podstawo-
wej, b¦dziemy tutaj wyró»niali przez dodanie w¦»yka nad symbolem tych wiel-
ko±ci.
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W wyniku powy»szych rozwa»a« otrzymujemy nast¦puj¡c¡ posta¢ wypadko-
wej siªy i wypadkowego momentu dziaªaj¡cych na dowoln¡ cze±¢ powªoki:

f(P, t) =
∫∫

Π

f̃ da +
∫

∂Π\∂Mf

ñν dl +
∫

∂Π∩∂Mf

ñ∗ dl,

t(P, t) =
∫∫

Π

(d × l̃ + ~y × f̃ ) da +
∫

∂Π\∂Mf

(d × m̃ν + ~y × ñν) dl

+
∫

∂Π∩∂Mf

(d × m̃∗ + ~y × ñ∗) dl.

(2.7.24)

Bezpo±redni¡ konsekwencj¡ wprowadzenia do ogólnej teorii powªok wi¦zów
kinematycznych (2.7.11) s¡ nast¦puj¡ce ograniczenia na wielko±ci dynamiczne,
reprezentowane przez wektory s, c, mν i m∗:

d · s = 0, d · c = 0, d ·mν = 0, d ·m∗ = 0. (2.7.25)

Innymi sªowy, »adna z tych wielko±ci dynamicznych nie ma skªadowej okre±lonej
wzdªu» wektora kierunkowego d .

2.7.5. Równania ruchu i dynamiczne warunki uboczne
Wektory przekrojowych siª ñν(x , t) i momentów m̃ν(x , t), w ka»dym punk-

cie regularnym x ∈ M powierzchni podstawowej, s¡ wyra»alne przez tensory
przekrojowych miar napr¦»e«

ñν(x , t) = Ñ (x , t)ν(x ), m̃ν(x , t) = M̃ (x , t)ν(x ). (2.7.26)

Poniewa» ñν(x , t) i m̃ν(x , t) s¡ nadal wektorami przestrzennymi, tensory Ñ (x , t)
i M̃ (x , t) s¡ odwzorowaniami liniowymi przestrzeni stycznej TxM w przestrze«
wektorow¡ E.

Uwzgl¦dniaj¡c (2.7.26), zasady zachowania p¦du i momentu p¦du mechaniki
powªok (1.4.53) w obecno±ci hipotezy kinematycznej (2.7.11) redukuj¡ si¦ do
postaci

d
dt

∫∫

Π\Γ

m0π da =
∫∫

Π\Γ

f̃ da +
∫

∂Π\∂Mf

Ñν dl +
∫

∂Π∩∂Mf

ñ∗ dl,

d
dt

∫∫

Π\Γ

m0(d × σ + ~y × π) da =
∫∫

Π\Γ

(d × l̃ + ~y × f̃ ) da

+
∫

∂Π\∂Mf

(d × M̃ν + ~y × Ñ ν) dl +
∫

∂Π∩∂Mf

(d × m̃∗ + ~y × ñ∗) dl.

(2.7.27)
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Natomiast zasada zachowania masy jest speªniona to»samo±ciowo, poniewa» g¦-
sto±¢ masy m0(x ) jest niezale»na od czasu.

Z (2.7.27) mo»emy teraz wyprowadzi¢ lokalne równania ruchu, dynamiczne
warunki brzegowe i dynamiczne warunki ci¡gªo±ci w identycznym post¦powaniu,
jak to zrobili±my w ramach ogólnej teorii powªok. Obliczaj¡c pochodne wzgl¦dem
czasu z wyra»e« stoj¡cych po prawych stronach w (2.7.27), mamy

d
dt

∫∫

Π\Γ

m0π da =
∫∫

Π\Γ

m0π̇ da,

d
dt

∫∫

Π\Γ

m0(d × σ + ~y × π) da =
∫∫

Π\Γ

m0

(
d × σ̇ +w × σ

+ υ × π + ~y × π̇
)
da.

(2.7.28)

Bior¡c pod uwag¦, »e

w×σ = w×(I1υ + I2w) = I1w×υ,

υ×π = υ×(υ + I1w + İ1d) = I1υ×w + İ1υ×d ,
(2.7.29)

oraz

d×σ̇ +w×σ + υ×π = d×σ̇ + I1w×υ + I1υ×w + İ1υ×d
= d×(σ̇ − İ1υ), (2.7.30)

otrzymamy

d
dt

∫∫

Π\Γ

m0π da =
∫∫

Π\Γ

m0π̇ da,

d
dt

∫∫

Π\Γ

m0

(
d×σ + ~y×π

)
da =

∫∫

Π\Γ

m0

{
d×(σ̇ − İ1υ) + ~y×π̇

}
da.

(2.7.31)

Wykorzystuj¡c nast¦pnie uogólnione twierdzenie o dywergencji powierzchnio-
wej, caªki wzdªu» brzegu ∂Π\∂Mf wyst¦puj¡ce w zasadach (2.7.27) mo»emy
przeksztaªci¢ nast¦puj¡co:

∫

∂Π\∂Mf

ñν dl =
∫∫

Π\Γ

Div Ñ da−
∫

Π∩Γ

[ñν ] dl −
∫

∂Π∩∂Mf

Ñν dl, (2.7.32)
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∫

∂Π\∂Mf

~y × Ñν dl =
∫∫

Π\Γ

{
ad−1(ÑFT − F̃N T) + ~y × (Div Ñ )

}
da

−
∫

Π∩Γ

[~y × ñν ] dl −
∫

∂Π∩∂Mf

~y × Ñν dl,

∫

∂Π\∂Mf

d × M̃ν dl =
∫∫

Π\Γ

{
ad−1(M̃GT −GM̃ T) + d × (Div M̃ )

}
da

−
∫

Π∩Γ

[d × m̃ν ] dl −
∫

∂Π∩∂Mf

d × M̃ν dl.

(2.7.33)

Tutaj
F (x , t) =

∆

~y(x , t), G(x , t) =

∆d(x , t), (2.7.34)
s¡ powierzchniowymi gradientami deformacji powierzchni podstawowej i wektora
kierunkowego.

Wstawiaj¡c (2.7.31), (2.7.32) i (2.7.33) do (2.7.27), zasady zachowania p¦du
i momentu p¦du przyjmuj¡ posta¢

∫∫

Π\Γ

(
DivÑ + f̃ −m0π̇

)
da−

∫

Π∩Γ

[ñν ] dl +
∫

∂Π∩∂Mf

(ñ∗ − Ñν) dl = 0,

∫∫

Π\Γ

{
d × (

Div M̃ + l̃ −m0(σ̇ − İ1υ)
)

+ ad−1(ÑFT − FÑ T)

+ ad−1(M̃GT −GM̃ T)
}

da

+
∫∫

Π\Γ

{
~y × (

Div Ñ + f̃ −m0π̇)
}

da−
∫

Π∩Γ

(
[d × m̃ν ] + [~y × ñν ]

)
dl

+
∫

∂Π∩∂Mf

{
d × (m̃∗ − M̃ν) + ~y × (ñ∗ − Ñν)

}
dl = 0.

(2.7.35)

Z (2.7.35) otrzymamy lokalne równania ruchu

DivÑ + f̃ −m0π̇ = 0,

ad−1(ÑFT − FÑ T) + ad−1(M̃GT −GM̃ T)
+ d ×

{
Div M̃ + l̃ −m0(σ̇ − İ1υ)

}
= 0,

(2.7.36)

w punktach regularnych x ∈ M\Γ powierzchni podstawowej, dynamiczne wa-
runki brzegowe

ñ∗ − Ñν = 0, m̃∗ − M̃ν = 0, (2.7.37)
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w punktach x ∈ ∂Mf cz¦±ci brzegu, na której s¡ zadane obci¡»enia zewn¦trzne,
oraz dynamiczne warunki ci¡gªo±ci

[ñν ] = 0, [d × m̃ν ] + [~y × ñν ] = 0, (2.7.38)

w punktach x ∈ Γ zbioru krzywych osobliwych na powierzchni podstawowej.
W przeksztaªceniach prowadz¡cych do (2.7.38) nie korzystali±my z zaªo»enia,

»e deformacja powierzchni podstawowej i/lub pole wektorów kierunkowych maj¡
by¢ ci¡gªe w caªym obszarze. Przy przyj¦ciu takiego dodatkowego zaªo»enia, »e
[~y ] = 0 i [d ] = 0, dynamiczne warunki ci¡gªo±ci upraszczaj¡ si¦ do postaci

[ñν ] = 0, [m̃ν ] = 0. (2.7.39)

W powy»szych rozwa»aniach milcz¡co pomijali±my reakcje wi¦zów, b¦d¡ce
konsekwencj¡ wprowadzenia ograniczenia (2.7.11) na dopuszczalne deformacje
powªoki jako ciaªa trójwymiarowego. Zgodnie z ogóln¡ teori¡ mechaniki o±rodków
ci¡gªych z wi¦zami, tensor napr¦»e« T(x, t), a w konsekwencji i wektor napr¦»e«
tn(x, t) = T(x, t)n(x), oraz wektor siª masowych f (x , t) dane s¡ w postaci zªo-
»onej (2.7.7). Z de�nicji (1.8.26) i (1.8.28) wynika wi¦c, »e uwzgl¦dniaj¡c reakcje
wi¦zów tensory przekrojowe miar napr¦»e« Ñ (x , t) i M̃ (x , t) oraz powierzch-
niowa siªa f̃ (x , t) i moment l̃(x , t) przyjmuj¡ posta¢

Ñ = ÑA + Ñ L, M̃ = M̃A + M̃ L, (2.7.40)
f̃ = f̃ A + f̃ L, l̃ = l̃A + l̃L. (2.7.41)

Podstawiaj¡c (2.7.40) i (2.7.41) do (2.7.36), mo»emy wydzieli¢ z lokalnych równa«
ruchu t¦ ich cze±¢, która zale»y wyª¡cznie od reakcji wi¦zów.

2.7.6. Zredukowane równania ruchu
Obok aspektu reakcji wi¦zów, który pojawia si¦ w ka»dej teorii powªok opartej

na hipotezach kinematycznych, istnieje równie» inny aspekt, który ró»ni takie
teorie od ogólnej teorii powªok.

Zwró¢my uwag¦, »e punktem wyj±cia w teoriach powªok formuªowanych z uw-
zgl¦dnieniem hipotez kinematycznych nie s¡ nigdy caªkowe prawa zachowania
p¦du i momentu p¦du. Jest to na ogóª albo zasada pracy wirtualnej, albo inne,
równowa»ne, sformuªowania wariacyjne. Jednak w rozwa»anym tutaj przypadku
ogólniejszych wi¦zów (2.7.11), przyj¦cie zasady pracy wirtualnej, jako punktu
wyj±cia do wyprowadzenia podstawowych zale»no±ci mechaniki powªok, nie jest
mo»liwe. W dotychczasowych rozwa»aniach dopuszczali±my zale»no±¢ funkcji
ζ(x , ξ, t) w (2.7.11) od deformacji w nieznany i nie ustalony z góry sposób. Nie
jest wi¦c mo»liwym obliczenie wariacji tej funkcji, która byªaby wymagana w za-
sadzie prac wirtualnych.
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Zauwa»my równie», »e lokalne równania ruchu (2.7.36) nie maj¡ tutaj po-
staci znanych z ró»nych wariantów teorii powªok proponowanych w literaturze,
które mo»na otrzyma¢ przyjmuj¡c szczególn¡ posta¢ funkcji ζ(x , ξ, t) w hipote-
zie kinematycznej (2.7.11). Jest to konsekwencj¡ przyj¦cia zasad zachowania p¦du
i momentu p¦du, a nie zasady pracy wirtualnej, jako punktu wyj±cia do wypro-
wadzenia lokalnych zale»no±ci rozwa»anej teorii powªok. Lokalne równania ruchu,
których formalna struktura byªaby identyczn¡ z odpowiednimi równaniami teorii
powªok znanych z literatury, mo»na otrzyma¢ na drodze nast¦puj¡cego post¦po-
wania.

Wprowad¹my do rozwa»a« wielko±¢ dynamiczn¡, reprezentowan¡ przez wek-
tor k(x , t), który speªnia równanie

d × k + ad−1(ÑFT − FÑ T) + ad−1(M̃GT −GM̃ T) = 0. (2.7.42)

Wówczas drugie z równa« ruchu (2.7.36) redukuje si¦ do postaci

d × {Div M̃ − k + l̃ −m0(σ̇ − İ1υ)} = 0. (2.7.43)

Poniewa» (2.7.43) musi by¢ speªnione dla ka»dego pola wektorów kierunko-
wych d(x , t), wyra»enie w nawiasie klamrowym musi si¦ zerowa¢. W konsekwen-
cji, z (2.7.43) i (2.7.36)1 otrzymujemy nast¦puj¡cy ukªad równa« ruchu

Div Ñ + f̃ = m0π̇,

Div M̃ − k + l̃ = m0(σ̇ − İ1υ),
(2.7.44)

pod warunkiem, »e zachodzi (2.7.42).
Je±li powierzchnia podstawowa dana jest w postaci parametrycznej, to tensory

miar napr¦»e« Ñ (x , t) i M̃ (x , t) mo»na wyrazi¢ przez wektory miar napr¦»e«

Ñ (x , t) = ñα(x , t)⊗ aα(x ), M̃ (x , t) = m̃α(x , t)⊗ aα(x ), (2.7.45)

i lokalne równania ruchu (2.7.44) przyjmuj¡ wówczas posta¢

ñα
|α + f̃ = ṗ + I1ẇ ,

m̃α
|α − m̃ + l̃ = d × (ṗ + I1ẇ).

(2.7.46)

Z kolei, równanie (2.7.42), wyra»one poprzez wektory miar napr¦»e«, jest nast¦-
puj¡ce:

~y ,α ×ñα + d × k + d ,α × m̃α = 0. (2.7.47)
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2.7.7. Kinematyka powªoki
W rozwa»anym wariancie teorii powªok, wykorzystuj¡cym hipotez¦ (2.7.8),

wektor wodz¡cy ~y(x , t) i wektor kierunkowy d(x , t) powierzchni podstawowej
caªkowicie wyznaczaj¡ kinematyk¦ powªoki, nawet w przypadku ζ(x , ξ, t) ≡ ξ.

Wektor wodz¡cy ~y(x , t) mo»emy wyrazi¢ równowa»nie przez wektor przesu-
ni¦¢ u(x , t) powierzchni podstawowej. Tak wi¦c, trzy skªadowe wektora u(x , t)
i trzy skªadowe wektora d(x , t) wzgl¦dem dowolnie wybranej bazy wektorowej
stanowi¡ zmienne niezale»ne tej teorii. Jest to wi¦c równie» teoria kinematycz-
nie sze±cioparametrowa, tak jak i ogólna teoria powªok omawiana w poprzednich
podrozdziaªach. Nie oznacza to jednak, »e te dwie teorie powªok s¡ równowa»ne,
gdy» nie da si¦ ustali¢ mi¦dzy nimi wzajemnie jednoznacznej odpowiednio±ci.
Wynika to z nast¦puj¡cych rozwa»a«:

Wektor kierunkowy d(x , t) mo»emy przedstawi¢ w postaci

d(x , t) = λξ(x , t)t(x , t), λξ(x , t) = ‖d(x , t)‖ > 0, (2.7.48)

gdzie t(x , t) jest wektorem jednostkowym. Tak wi¦c, wektor jednostkowy t(x , t)
i funkcj¦ skalarn¡ λξ(x , t) mo»na przyj¡¢ jako zmienne niezale»ne tej teorii w miej-
sce wektora d(x , t). Uwzgl¦dniaj¡c nast¦pnie, »e wektor kierunkowy t0(x ) w kon-
�guracji odniesienia jest równie» wektorem jednostkowym, wektor t(x , t) mo»emy
wyrazi¢ przez wektor t0(x ) przy pomocy tensora obrotu Φ(x , t):

t(x , t) = Φ(x , t)t0(x ). (2.7.49)

Je±li przy tym t(x , t) · t0(x ) 6= −1, to tensor obrotu Φ(x , t) mo»na przedstawi¢
w postaci

Φ = 1− t0 ∧ t + (1 + t0 · t)−1(t0 ∧ t)2

= (t0 · t)1− t0 ∧ t + (1 + t0 · t)−1(t0 × t)⊗ (t0 × t). (2.7.50)

Zauwa»my jednak, »e tensor obrotu Φ(x , t) jest okre±lony przez wektory
t(x , t) i t0(x ) jedynie z dokªadno±ci¡ do dowolnego obrotu dookoªa wektora
t0(x ). Istotnie, je±li Φ(x , t) jest tensorem obrotu takim, »e Φt0 = t0, to

t(x , t) = Φ(x , t)t0(x ) = Φ(x , t)Φ(x , t)t0(x ). (2.7.51)

Niemo»liwo±¢ okre±lenia obrotu dookoªa wektora t0(x ) jest, oczywi±cie, prost¡
konsekwencj¡ przyj¦cia hipotezy kinematycznej (2.7.11). Hipoteza ta ogranicza
bowiem klas¦ dopuszczalnych deformacji powªoki jako ciaªa trójwymiarowego do
takich, w których prostoliniowe wªókna materialne w kon�guracji odniesienia
pozostaj¡ prostoliniowymi w ka»dej innej kon�guracji.
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2.7.8. Równania konstytutywne powªok spr¦»ystych
Istotn¡ zalet¡ ró»nych wariantów teorii powªok formuªowanych na podsta-

wie hipotez kinematycznych jest to, »e równania konstytutywne mo»na tu ªatwo
wyznaczy¢ z odpowiednich równa« konstytutywnych mechaniki o±rodka ci¡gªego.

W szczególno±ci, w rozwa»anym tutaj wariancie teorii powªok z uwzgl¦dnie-
niem hipotezy (2.7.8), wektor wodz¡cy ~y(x , t) i wektor kierunkowy d(x , t) po-
wierzchni podstawowej oraz funkcja ζ(x , ξ, t) ≡ ξ caªkowicie wyznaczaj¡ kinema-
tyk¦ powªoki jako ciaªa trójwymiarowego. Je±li wi¦c przyjmiemy, »e kon�guracja
odniesienia powªoki opisana jest w postaci parametrycznej, to trójwymiarowy
gradient deformacji mo»emy zapisa¢ w postaci

F = ~y,α ⊗ gα + ~y,ξ ⊗ g3, (2.7.52)

gdzie pochodne cz¡stkowe wektora wodz¡cego (2.7.8) wzgl¦dem wspóªrz¦dnych
powierzchniowych ξα i wspóªrz¦dnej po grubo±ci powªoki ξ ≡ ξ3 dane s¡ wzorami

~y,α = ~y ,α + ζd ,α + ζ,αd , ~y,ξ = ζ,ξd . (2.7.53)

Tak wi¦c, powierzchniowe gradienty deformacji

F =
∆

~y = ~y ,α ⊗ aβ, G =
∆d = d ,α ⊗ aβ, (2.7.54)

ª¡cznie z wektorem kierunkowym d , gradientem powierzchniowym ∆

ζ i pochodn¡
ζ,ξ funkcji ζ caªkowicie okre±laj¡ lokaln¡ deformacj¦ powªoki jako ciaªa trójwy-
miarowego.

Je±li w rozwa»anym wariancie teorii powªok dodatkowo zaªo»ymy szczególn¡
posta¢ funkcji ζ (na przykªad ζ = ξ, jak to ma miejsce w wariancie typu Timo-
szenko�Reissnera), to ∆

ζ i ζ,ξ b¦d¡ równie» wielko±ciami znanymi i ju» niezale»-
nymi od deformacji. W tym przypadku dwuwymiarowa funkcja energii spr¦»ystej
(2.6.39) przyjmuje posta¢

Φ(F ,d ,G) =
1
2
Eh0

+1∫

−1

W̃ (F)µ dξ̂, (2.7.55)

a odpowiednie równania konstytutywne rozwa»anego wariantu mechaniki powªok
spr¦»ystych otrzymamy z zale»no±ci

Ñ = ∂FΦ(F ,d ,G), ñ = ∂dΦ(F ,d ,G), M̃ = ∂GΦ(F ,d ,G). (2.7.56)

Je±li jednak przyjmiemy, »e funkcja ζ = ζ(x , ξ, t) zale»y od lokalnej deformacji
powªoki poprzez powierzchniowe gradienty i by¢ mo»e równie» poprzez wektor
kierunkowy d ,

ζ = ζ(F ,d ,G; ξ), (2.7.57)
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to dwuwymiarowa funkcja energii spr¦»ystej przyjmie posta¢

Φ(F ,d ,G,

∆F ,d ,

∆G) =
1
2
Eh0

+1∫

−1

W̃ (F)µ dξ̂. (2.7.58)

Zauwa»my, »e funkcja energii (2.7.58) zale»y równie» od drugich gradientów lo-
kalnej deformacji powªoki, a odpowiadaj¡ca jej strukturze mechanika powªok po-
winna by¢ teori¡ nielokaln¡ wy»szego rz¦du. Ma to miejsce, na przykªad, w teorii
sko«czonych odksztaªce« powªok wykonanych z materiaªów gumopodobnych.

2.8. Liniowa teoria powªok
2.8.1. Natura teorii liniowej

Dotychczas nie byªy rozpatrywane mo»liwo±ci uproszcze« podstawowych za-
le»no±ci mechaniki powªok przy dodatkowych ograniczeniach wielko±ci miar od-
ksztaªce« i przemieszcze«, gdy» ta ksi¡»ka po±wi¦cona jest przede wszystkim
ogólnej nieliniowej teorii powªok. Jednak ogromna liczba problemów konstruk-
cji powªokowych, analizowanych przy pomocy ró»nych wariantów liniowej teorii
powªok, a tak»e jej szczególne miejsce w rozwoju mechaniki powªok uzasadniaj¡
potrzeb¦ pewnej dyskusji teorii liniowej, jako przypadku szczególnego rozwini¦tej
tu ogólnej teorii nieliniowej.

W mechanice powªok, podobnie jak i w mechanice o±rodka ci¡gªego, mo»na
wyró»ni¢ trzy typy nieliniowo±ci, zwi¡zane z trzema podstawowymi grupami za-
le»no±ci. I tak, równania konstytutywne s¡ w ogólnym przypadku nieliniowymi
zale»no±ciami mi¦dzy powªokowymi miarami napr¦»e« i odksztaªce«. Przyjmuj¡c
te równania w postaci zale»no±ci liniowych, mo»emy mówi¢ o teorii �zycznie linio-
wej. Podobnie, zwi¡zki geometryczne i kinematyczne, wi¡»¡ce powªokowe miary
odksztaªce« oraz przesuni¦cia i obroty, maj¡ równie» charakter nieliniowy. Je±li
upro±cimy te zale»no±ci do postaci liniowej, to wynikaj¡c¡ st¡d teori¦ powªok
mo»na nazwa¢ teori¡ geometrycznie liniow¡. Trzeci¡ grup¦ stanowi¡ zale»no±ci
dynamiczne � równania ruchu i dynamiczne warunki uboczne � w ogólnym
przypadku równie» nieliniowe. Linearyzuj¡c te zale»no±ci mo»emy wi¦c mówi¢
o teorii dynamicznie liniowej. Nieliniowo±¢ tej ostatniej grupy zale»no±ci jest jed-
nak konsekwencj¡ nieliniowo±ci dwóch poprzednich typów. W tym sensie jest to
wi¦c nieliniowo±¢ wtórna.

Niezale»nie od typu nieliniowo±ci, liniow¡ teori¦ powªok mo»na budowa¢ albo
jako teori¦ samodzieln¡, opart¡ na odpowiednich dla niej postulatach, albo jako
wynik linearyzacji zale»no±ci ogólnej nieliniowej teorii powªok sformuªowanej w tej
ksi¡»ce. Formuªowanie liniowej teorii powªok z ogólnych zasad mechaniki o±rodka
ci¡gªego obejmuje dwa procesy: redukcj¦ wymiaru zagadnienia z trzech do dwóch
oraz konsekwentn¡ linearyzacj¦ wszystkich zale»no±ci. Te dwa procesy mo»na
jednak zastosowa¢ w ró»nej kolejno±ci, co ilustruje diagram podany na rys. 2.8.1.
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Rys. 2.8.1. Dwa sposoby formuªowania liniowej teorii powªok.

Postawmy wi¦c dwa pytania: 1) Czy liniowe teorie powªok, formuªowane w wy-
niku tych dwóch odmiennych procedur, pokrywaj¡ si¦? 2) Je±li nie, to która z tych
dwóch procedur jest poprawna? Problem sprowadza si¦ wi¦c do zwery�kowania,
czy w mechanice powªok procesy redukcji wymiaru i linearyzacji s¡ procesami
przemiennymi. Poni»ej wyka»emy, »e odpowied¹ na pierwsze pytanie jest nega-
tywna. Jedynie konsekwentna linearyzacja uprzednio sformuªowanej ogólnej nie-
liniowej teorii powªok pozwala na poprawne sformuªowanie równie» liniowej teorii
powªok.

Istnieje bogata literatura po±wi¦cona wyª¡cznie liniowej teorii powªok, np.
Love [1927],Gol'denweizer [1976], Czernych [1964],Green i Zerna [1968],
Naghdi [1963, 1972], Ambarcumjan [1974], Ba³ar i Krätzig [1985, 2001],
Nowo»yªow, Czernych i Michajªowskij [1991], a w literaturze polskiej
np. Girkmann [1957], Nowacki [1980], �ukasiewicz [1976], Mazurkiewicz
i Nagórski [1987], Mazurkiewicz [1995], Lewi«ski i Telega [2000], gdzie
podano obszern¡ bibliogra�¦ ¹ródªow¡. Celem tego podrozdziaªu nie jest jednak
obszerne omawianie podstawowych zale»no±ci tej teorii, lecz jedynie próba na-
±wietlenia pewnych aspektów zwi¡zanych z jej formuªowaniem.

Zwró¢my uwag¦, »e je±li przyjmiemy za punkt wyj±cia liniow¡ teori¦ o±rodka
ci¡gªego i powtórzymy dokªadnie caªe post¦powanie, które stosowali±my w przy-
padku teorii nieliniowej, to jego wynikiem b¦dzie pi¦cioparametrowa, a nie sze±cio-
parametrowa liniowa teoria powªok! W ramach teorii liniowej kon�guracja aktu-
alna powªoki jako ciaªa trójwymiarowego jest bowiem zwykle od pocz¡tku uto»-
samiana z kon�guracj¡ odniesienia. W konsekwencji, w prawie zachowania mo-
mentu p¦du wektor wodz¡cy ~y(x , ξ, t) zast¦puje si¦ wektorem wodz¡cym ~x(x , ξ),
który mo»na przyj¡¢ w postaci (1.8.9). Wówczas jednak skªadowe wektora prze-
krojowych momentów mν(x , t), wektora wypadkowego momentu obci¡»e« brze-
gowych m∗(s, t) i wektora powierzchniowej g¦sto±ci momentu p¦du s(x , t) na
kierunek wektora t0(x ) nie s¡ okre±lone, a ukªad niezale»nych, lokalnych, linio-
wych równa« ruchu redukuje si¦ z sze±ciu do pi¦ciu.
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Formuªuj¡c zasad¦ pracy wirtualnej, jak w podrozdziale 1.5, w wyniku iden-
tycznego jak w podrozdziale 1.6 post¦powania, otrzymamy, »e kinematyka po-
wªoki jako dwuwymiarowego kontinuum, energetycznie odpowiadaj¡ca takim li-
niowym równaniom dynamiki, jest caªkowicie okre±lona przez trzy skªadowe wek-
tora przesuni¦¢ u(x , t) powierzchni podstawowej oraz tylko dwie niezale»ne skªa-
dowe jednostkowego wektora kierunkowego t(x , t). Procedura wyprowadzenia za-
le»no±ci liniowej mechaniki powªok, przez redukcj¦ wymiarow¡ uprzednio zline-
aryzowanych zale»no±ci mechaniki o±rodka ci¡gªego, jest wi¦c procedur¡ uªomn¡.
Pozostawia ona z de�nicji nieokre±lonym speªnienie zasady zachowania momentu
p¦du w kierunku t0(x ). A ten fakt uniemo»liwia wprowadzenie do rozwa»a« szó-
stego niezale»nego stopnia swobody � tzw. k¡ta owini¦cia wokóª t0(x ) (ang.
drilling rotation) � niezb¦dnego w poprawnym modelowaniu ª¡czenia pªatów
powªok w wielopªatowe, nieregularne konstrukcje in»ynierskie.

W dalszej cz¦±ci tego podrozdziaªu przedstawimy poprawne wyprowadzenie
podstawowych zale»no±ci liniowej teorii powªok, jako wyniku konsekwentnej line-
aryzacji odpowiednich dwuwymiarowych zale»no±ci teorii nieliniowej, czyli stosu-
j¡c procedur¦ naszkicowan¡ po prawej stronie rys. 2.8.1.

2.8.2. Zaªo»enia liniowej teorii powªok
Teoria liniowa formuªowana jest w przypadku, gdy przesuni¦cia i obroty oraz

ich gradienty s¡ w okre±lonym sensie maªe.
Przypomnijmy, »e tensor obrotu Q(x , t) mo»na jednoznacznie wyrazi¢ przez

sko±nie symetryczny tensor Ψ(x , t), wykorzystuj¡c de�nicj¦ funkcji wykªadniczej

Q(x , t) = expΨ(x , t), ψ(x , t) = ad−1Ψ(x , t). (2.8.1)

Wprowadzaj¡c de�nicje

ε1 = max
x∈M

‖ ∆u(x , t)‖, ε2 = max
x∈M

‖ψ(x , t)‖, (2.8.2)

w dalszym ci¡gu b¦dziemy zakªadali, »e

ε ≡ max{ε1, ε2} ¿ 1. (2.8.3)

Przy tym zaªo»eniu, z rozwini¦cia funkcji wykªadniczej mamy

Q = expΨ = 1 + Ψ +
1
2
Ψ2 + . . . = 1 + Ψ + O(ε2),

QT = exp(−Ψ) = 1− Ψ +
1
2
Ψ2 − . . . = 1− Ψ + O(ε2).

(2.8.4)

Tak wi¦c, w ramach teorii liniowej tensor obrotu i jego transpozycja przyjmuj¡
posta¢

Q = 1 + Ψ , QT = 1− Ψ , (2.8.5)
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a poprawno±¢ tego przybli»enia wynika z warunku ortogonalno±ci

QQT = (1 + Ψ)(1− Ψ) = 1 + Ψ2 = 1 + O(ε2). (2.8.6)

Wykorzystuj¡c rozwini¦cie (2.8.4) i wyra»aj¡c powierzchniowy gradient de-
formacji F (x , t) przez powierzchniowy gradient pola przesuni¦¢, F = I 0 +

∆u ,
mamy

F −QI 0 =

∆u + (1−Q)I 0 =

∆u + {−Ψ + O(ε2)}I 0. (2.8.7)

Obliczaj¡c natomiast powierzchniowy gradient z (2.8.5)1, otrzymujemy

∆Q =

∆

Ψ + O(ε2/L), (2.8.8)

gdzie L jest charakterystyczn¡ dªugo±ci¡ fali deformacji, któr¡ de�niuje si¦ na-
st¦puj¡co:

‖ ∆

Ψ(x , t)‖ ≤ ‖Ψ(x , t)‖/L(x , t), L = max
x∈M

L(x , t). (2.8.9)

Zauwa»my równie», »e w ramach teorii liniowej zanika ró»nica pomi¦dzy re-
prezentacj¡ przestrzenn¡ a materialn¡.

2.8.3. Zagadnienie pocz¡tkowo-brzegowe liniowej teorii powªok
W ramach teorii liniowej zanika ró»nica mi¦dzy kon�guracj¡ odniesienia a kon-

�guracj¡ aktualn¡ (odksztaªcon¡) powªoki. W rezultacie, w teorii liniowej p¦d
i moment p¦du dowolnej cz¦±ci powªoki otrzymamy, zast¦puj¡c wektor wodz¡cy
~y(x , t) wektorem wodz¡cym ~x (x ):

p(P, t) =
∫∫

Π

p da, m(P, t) =
∫∫

Π

(
s + ~x × p

)
da. (2.8.10)

W wyniku tego podstawienia równie» wypadkowe siªa i moment, dziaªaj¡ce na
dowoln¡ cze±¢ powªoki, przyjmuj¡ uproszczon¡ posta¢

f(P, t) =
∫∫

Π

f da +
∫

∂Π\∂Mf

nν dl +
∫

∂Π∩∂Mf

n∗ dl,

t(P, t) =
∫∫

Π

(c + ~x × f ) da +
∫

∂Π\∂Mf

(mν + ~x × nν) dl

+
∫

∂Π∩∂Mf

(m∗ + ~x × n∗) dl,

(2.8.11)
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gdzie wektory przekrojowych siª i momentów mog¡ by¢ wyra»one znanymi wzo-
rami przez powªokowe miary napr¦»e«

nν(x , t) = N (x , t)ν(x ), mν(x , t) = M (x , t)ν(x ). (2.8.12)

Lokalne równania ruchu przyjmuj¡ tu wi¦c posta¢

DivN + f = ṗ,

DivM + ad−1(NIT
0 − I 0N T) + c = ṡ,

(2.8.13)

natomiast dynamiczne warunki brzegowe maj¡ formalnie identyczn¡ posta¢, jak
w teorii nieliniowej:

Nν = n∗, Nν = m∗. (2.8.14)
Poniewa» w teorii liniowej F = I 0 +

∆u = I 0 + O(ε), równania (2.8.13) s¡
wi¦c zlinearyzowan¡ postaci¡ równa« nieliniowych (podrozdziaª 1.4), w których
powierzchniowy gradient deformacji zast¦puje si¦ operatorem inkluzji I 0 =

∆

~x .
W teorii liniowej wektor wodz¡cy ~y(x , t) i tensor struktury T (x , t) w kon�-

guracji odksztaªconej mo»na zapisa¢ jako

~y(x , t) = ~x (x ) + u(x , t), T (x , t) = (1 + Ψ(x , t))T 0(x ). (2.8.15)

Kinematycznymi zmiennymi niezale»nymi s¡ wi¦c wektor przesuni¦¢ u(x , t) po-
wierzchni podstawowej i wektor zlinearyzowanego obrotu ψ(x , t) = ad−1Ψ(x , t).

Podobnie jak w teorii nieliniowej, tensory T 0(x ) i T (x , t) mo»emy tu przed-
stawi¢ poprzez wektory kierunkowe (podrozdziaª 1.6). Wówczas z (2.8.15) otrzy-
mamy zale»no±ci

t i = (1 + Ψ)t0
i = t0

i + ψ × t0
i , t0

i = (1− Ψ)t i = t i −ψ × t i. (2.8.16)

Wynika st¡d równie», »e w ramach teorii liniowej pola pr¦dko±ci translacyjnej
i obrotowej na powierzchni podstawowej powªoki s¡ pochodnymi niezale»nych
zmiennych kinematycznych

υ(x , t) = u̇(x , t), ω(x , t) = ψ̇(x , t). (2.8.17)

Z (2.8.7) i (2.8.8) przy wykorzystaniu (2.8.5) wynika, »e w teorii liniowej
tensory powªokowych miar odksztaªce« upraszczaj¡ si¦ do postaci

E(x , t) =

∆u(x , t)− Ψ(x , t)I 0(x ), K (x , t) =

∆

ψ(x , t). (2.8.18)

Poniewa» ruch powªoki jest opisany przez (2.8.15), kinematyczne warunki
brzegowe maj¡ posta¢

u(x , t) = u∗(x , t), ψ(x , t) = ψ∗(x , t). (2.8.19)
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W liniowej teorii powªok spr¦»ystych funkcj¡ g¦sto±ci energii spr¦»ystej jest
funkcja kwadratowa (2.2.34), która, zgodnie z (2.2.25), prowadzi do liniowych
równa« konstytutywnych, w szczególno±ci o postaci (2.2.36).

Kinetyczne równania konstytutywne (2.2.41) liniowej teorii powªok spr¦»y-
stych nie powinny zale»e¢ od E i K , bo kon�guracje aktualna i odniesienia s¡
tu uto»samiane, a tensory bezwªadno±ci JA w (2.2.42) w przybli»eniu speªniaj¡
warunki (2.2.43). Prowadzi to do najprostszych kinetycznych równa« konstytu-
tywnych postaci

p = m0υ, s = I0ω. (2.8.20)
Warunki pocz¡tkowe (2.3.7) w punktach x ∈ M∪∂M w chwili t0 = 0 redukuj¡

si¦ do
u(x , 0) = u0(x ), ψ(x , 0) = ψ0(x ),

u̇(x , 0) = υ0(x ), ψ̇(x , t0) = ω0(x ).
(2.8.21)

W przypadku powªok kawaªkami regularnych, w punktach stacjonarnych ko-
herentnych krzywych osobliwych x ∈ Γ musz¡ by¢ dodatkowo speªnione dyna-
miczne i kinematyczne warunki ci¡gªo±ci

[nν ] = 0, [mν ] + [~x × nν ] = 0, (2.8.22)

[u ] = 0, [Q] = 0. (2.8.23)

Reasumuj¡c, lokalne równania ruchu (2.8.13), materiaªowe i kinetyczne rów-
nania konstytutywne (2.2.36) i (2.8.20), de�nicje pól pr¦dko±ci (2.8.17), zale»no-
±ci kinematyczne (2.8.18), dynamiczne (2.8.14) i kinematyczne (2.8.19) warunki
brzegowe, warunki pocz¡tkowe (2.8.21) oraz dynamiczne (2.8.22) i kinematyczne
(2.8.23) warunki ci¡gªo±ci tworz¡ razem zagadnienie pocz¡tkowo-brzegowe linio-
wej teorii kawaªkami regularnych powªok spr¦»ystych.

2.8.4. Parametryczny opis liniowej teorii powªok
Je±li powierzchnia podstawowa powªoki jest opisana w postaci parametrycz-

nej, to
N = nα ⊗ aα, M = mα ⊗ aα, (2.8.24)

i lokalne równania ruchu (2.8.13) przyjmuj¡ posta¢ znan¡ z klasycznej liniowej
teorii powªok

nα|α + f = ṗ, mα|α + ~x ,α × nα + c = ṡ. (2.8.25)

Dynamiczne warunki brzegowe (2.8.14) mo»na zapisa¢ w postaci

nανα = n∗, mανα = m∗, (2.8.26)

gdzie να s¡ skªadowymi w bazie naturalnej wersora zewn¦trznej normali do brzegu
∂M powierzchni podstawowej powªoki.
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Wektory kierunkowe {t0
i (x )} mo»na uto»sami¢ z wektorami bazy naturalnej

{aα(x ),a3(x ) ≡ n(x )} powierzchni podstawowej. Przyjmuj¡c taki wybór wek-
torów kierunkowych, z (2.8.16) otrzymamy

t i(x , t) = {1+ Ψ(x , t)}a i(x ) = a i(x ) + ψ(x , t)× a i(x ). (2.8.27)

Je±li wektory przesuni¦cia i zlinearyzowanego obrotu przedstawimy w skªado-
wych wzgl¦dem bazy naturalnej

u = uαaα + wn , ψ = n × (ψαaα) + ψn , (2.8.28)

zale»no±ci (2.8.27) przyjm¡ posta¢

tα = aα + ψ × aα = (aαβ + εαβψ)aβ − ψαn ,

t = n + ψ × n = n + ψαaα.
(2.8.29)

Wektor zlinearyzowanego obrotu mo»na teraz wyrazi¢ równie» nast¦puj¡co:

ψ =
1
2
a i × t i =

1
2
aα × tα +

1
2
n × t , (2.8.30)

a wówczas skªadowe tego wektora dane s¡ wzorami

ψα = −tα · n = t · aα, ψ =
1
2
εαβtα · aβ. (2.8.31)

Miary odksztaªce« (2.8.18) mo»emy teraz przedstawi¢ w postaci

E = εα ⊗ aα, εα = u ,α −ψ × ~x ,α,

K = κα ⊗ aα, κα = ψ,α.
(2.8.32)

De�niuj¡c skªadowe wektorów odksztaªce«

εα = εαβaβ + εαn , κα = n × (καβaβ) + καn , (2.8.33)

z (2.8.32) otrzymujemy nast¦puj¡ce zwi¡zki kinematyczne liniowej teorii powªok:

εαβ = u ,α · aβ − εαβψ · n , εα = u ,α · n + εαβψ · aβ,

καβ = ψ,α · εβλaλ, κα = ψ,α · n .
(2.8.34)

Uwzgl¦dniaj¡c nast¦pnie zale»no±ci

u ,α = (uλ|α − bλαw)aλ + (w,α + bλ
αuλ)n ,

ψ,α = (εβλψβ|α − bλ
αψ)aλ + (ψ,α − ελβbλ

αψβ)n
(2.8.35)
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i (2.8.28)2, zwi¡zki kinematyczne (2.8.34) przyjmuj¡ posta¢

εαβ = uβ|α − bαβw − εαβψ, εα = w,α + bβ
αuβ + ψα,

καβ = ψβ|α − εβλbλ
αψ, κα = ψ,α − ελβbλ

αψβ.
(2.8.36)

W teorii liniowej skªadowe wektorów przekrojowych siª i momentów s¡ okre-
±lone poprzez rozkªady

nα = Nαβaβ + Qαn , mα = n × (Mαβaβ) + Mαn . (2.8.37)

Uwzgl¦dniaj¡c przy tym wzory na pochodne kowariantne wektorów bazy natu-
ralnej

aα|β = bαβn , aα|β = bα
βn , n |β = −bα

βaα, (2.8.38)
równania ruchu (2.8.25), zapisane w skªadowych w bazie {aα, n}, przyjmuj¡
posta¢

Nαβ |α − bβ
αQα + fβ = ṗβ,

Qα|α + bαβNαβ + f = ṗ,

Mαβ |α −Qβ + ελβbλαMα + cβ = ṡβ,

Mα|α + εαβ

(
Nαβ − bα

λMλβ
)

+ c = ṡ.

(2.8.39)

Jest to ukªad sze±ciu niezale»nych równa« skalarnych liniowej dynamiki powªok,
którym odpowiada sze±¢ niezale»nych skªadowych stanu przemieszczenia (2.8.28).

Z dotychczasowych rozwa»a« wynika wi¦c, »e poprawna i formalna linearyza-
cja podstawowych równa« i zale»no±ci ogólnej nieliniowej teorii powªok prowadzi
do sze±cioparametrowej, a nie pi¦cioparametrowej liniowej teorii powªok. W szcze-
gólno±ci, linearyzacja powierzchniowych zale»no±ci nieliniowych pozwala na po-
prawne okre±lenie i interpretacj¦ wszystkich skªadowych momentów (2.8.12)2,
(2.8.20)2 i (2.8.26)2 poprzez odpowiednie pola trójwymiarowe liniowej mechaniki
o±rodka ci¡gªego.

2.8.5. Dyskusja
Poszukuj¡c dodatkowych argumentów, pozwalaj¡cych lepiej zrozumie¢ isto-

t¦ problemu, rozwa»my warunki ci¡gªo±ci odksztaªce« liniowej teorii powªok,
które, zapisane we wspóªrz¦dnych powierzchniowych, przyjmuj¡ posta¢ (Reis-
sner [1974])

εαβ(εα|β − ~x ,α × κβ) = 0, εαβκα|β = 0. (2.8.40)
Przy pomocy to»samo±ci

εαβaα × κβ = (n · κα)aα − (aα · κα)n (2.8.41)

równanie wektorowe (2.8.40)1 mo»na zapisa¢ w postaci

εαβεα|β − (n · κα)aα + (aα · κα)n = 0. (2.8.42)
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Mno»¡c skalarnie równanie (2.8.42) przez aλ, otrzymamy

n · κλ = εαβεα|β · aλ = εαβ(εα · aλ)|β − εαβεα · aλ|β, (2.8.43)

co przy de�nicjach (2.8.33) skªadowych wektorów odksztaªce« prowadzi do zale»-
no±ci

κα = εαβ(εαλ|β − bλβεα). (2.8.44)
Zale»no±¢ (2.8.44) mo»e by¢ wykorzystana do eliminacji skªadowych κα z rów-

na« konstytutywnych liniowej teorii powªok spr¦»ystych. Wówczas skªadowe Mα

wektora przekrojowych momentów mo»emy równie» wyeliminowa¢ ze wszystkich
innych równa« liniowej teorii powªok. W wyniku takiej eliminacji mo»na pozornie
zredukowa¢ liniow¡ teori¦ powªok z sze±cioparametrowej do pi¦cioparametrowej.

Zauwa»my jednak, »e eliminacja κα z równa« konstytutywnych przy wykorzy-
staniu (2.8.44) prowadzi do zale»no±ci tak otrzymanych równa« od pochodnych
powierzchniowych skªadowych odksztaªce« εαλ|β . Wynikiem takiego post¦powa-
nia b¦dzie wi¦c liniowa teoria powªok wy»szego rz¦du. Dlatego redukcja teorii
sze±cioparametrowej do pi¦cioparametrowej w ramach klasycznej liniowej teorii
powªok nie wydaje si¦ by¢ w ogólnym przypadku mo»liwa bez wprowadzenia
dodatkowych zaªo»e« upraszczaj¡cych.

Powró¢my teraz do rozwa»a« z punktu 2.5.3. W nieliniowej analizie trójwy-
miarowej kinematyki powªoki korzystali±my tam z formalnej reprezentacji wek-
tora wodz¡cego ~y(x , ξ, t) w kon�guracji aktualnej w postaci

~y(x , ξ, t) = ~y(x , t) + ζζζ(x , ξ, t)

= ~y(x , t) +Q(x , t) {ξt0(x ) + e(x , ξ, t)} . (2.8.45)

W teorii liniowej tensor obrotu Q(x , t) jest okre±lony przez tensor sko±nie
symetryczny Ψ(x , t) wzorem (2.8.5). W rezultacie, wektor wodz¡cy powªoki od-
ksztaªconej (2.8.45) w teorii liniowej przyjmuje posta¢

~y(x , ξ, t) = ~y(x , t) + ξ {t0(x ) + ψ(x , t)× t0(x )}+ e(x , ξ, t). (2.8.46)

Trójwymiarowy gradient deformacji F(x, t) w teorii liniowej redukuje si¦ do

F = 1 +∇u ≈ (1 + Ψ)(1 + Θ) ≈ 1 + Ψ + Θ, (2.8.47)

gdzie
Θ = {εα +Kα(ξt0 + e)} ⊗ gα +∇e. (2.8.48)

Zwró¢my uwag¦, »e nie ma podstaw, aby w (2.8.46) lub (2.8.48) pomin¡¢
wektor odksztaªcenia wewn¦trznego e(x , ξ, t). Rozwa»ania zawarte w ko«cowej
cz¦±ci p. 2.6.5 wskazuj¡, »e przy speªnieniu pewnych warunków istnieje poten-
cjalna mo»liwo±¢ wyra»enia wektora e(x , ξ, t) przez wektory miar odksztaªce«
εα(x , t) i κα(x , t) zale»no±ci¡ (2.6.58). W najprostszym przypadku liniowej teo-
rii powªok b¦dzie to zale»no±¢ liniowa i wektor e(x , ξ, t) musi by¢ zawsze uj¦ty
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w (2.8.46) poprzez swój skªadnik liniowy. Je±li jednak w ogóle pominiemy ten wek-
tor w (2.8.46), to w tak uproszczonym wyra»eniu nie wyst¡pi skªadowa wektora
zlinearyzowanego obrotu ψ(x , t) wzdªu» wektora t0(x ) ≡ n(x ). Bezpo±redni¡
konsekwencj¡ tego faktu jest to, »e liniowa teoria powªok, któr¡ mo»na sformu-
ªowa¢ przy tym dodatkowym zaªo»eniu, staje si¦ teori¡ pi¦cioparametrow¡, a nie
sze±cioparametrow¡.

Powy»sze rozwa»ania wskazuj¡, »e w mechanice powªok procedury linearyza-
cji i redukcji wymiaru z trzech do dwóch nie s¡ na ogóª przemienne, a ich zasto-
sowanie w odmiennej kolejno±ci prowadzi do dwóch ró»nych sformuªowa« linio-
wej teorii powªok. Jedynie konsekwentna linearyzacja wyprowadzonych tu dyna-
micznie i kinematycznie ±cisªych zale»no±ci dwuwymiarowych nieliniowej mecha-
niki powªok prowadzi do sformuªowania kompletnego i poprawnego zagadnienia
pocz¡tkowo-brzegowego sze±cioparametrowej liniowej mechaniki powªok.



Rozdziaª 3

Zªo»one konstrukcje powªokowe

3.1. Podstawowe zale»no±ci nieliniowej mechaniki pr¦tów

3.1.1. Pr¦ty i konstrukcje pr¦towe
Charakterystyczn¡ klas¡ konstrukcji in»ynierskich, obok konstrukcji powªo-

kowych, s¡ konstrukcje pr¦towe.
Teoria powªok i teoria pr¦tów s¡ na ogóª formuªowane niezale»nie, cz¦sto

wychodz¡c z odmiennych koncepcji. Wynika to przede wszystkim z odmiennych
hipotez kinematycznych na ogóª wprowadzanych przy formuªowaniu tych teorii.
W rezultacie, struktury matematyczne ró»nych wariantów teorii powªok i teorii
pr¦tów formuªowanych w ró»nych publikacjach s¡ na ogóª caªkowicie ró»ne. Na
przykªad, klasyczna teoria powªok typu Kirchho�a�Love'a w ogóle nie ma swego
odpowiednika w teorii pr¦tów.

Procesy formuªowania ogólnej teorii powªok i ogólnej teorii pr¦tów maj¡ jed-
nak wiele cech wspólnych, które mo»na uj¡¢ we wspólnym podej±ciu (zob. np.
Wo¹niak i Kleiber [1982], Antman [1997]). Staje si¦ to szczególnie wyra¹ne
w ramach podej±cia mieszanego, u»ywanego w rozdz. 1 i 2 tej ksi¡»ki przy formu-
ªowaniu ogólnej teorii powªok. W ramach takiego podej±cia formuªowanie teorii
pr¦tów sprowadza si¦ do powtórzenia i odpowiedniego zinterpretowania ka»dego
kroku formuªowania teorii powªok. Tutaj ograniczymy si¦ wi¦c jedynie do zesta-
wienia podstawowych równa« i zale»no±ci ogólnej mechaniki pr¦tów uzyskanych
przez analogi¦ do mechaniki powªok, rozwini¦tej w rozdz. 1 i 2.

Jedn¡ z trudno±ci formuªowania teorii pr¦tów jest precyzyjne okre±lenie tego
co rozumiemy pod poj¦ciem �pr¦t� (z podobnymi trudno±ciami sprecyzowania po-
j¦¢ mieli±my do czynienia w teorii powªok). Je±li jednak ograniczymy si¦ do klasy
powªok regularnych omawianych w rozdz. 1 i klasy pr¦tów regularnych, to istniej¡
±cisªe analogie mi¦dzy ciaªem powªokopodobnym i ciaªem pr¦topodobnym oraz
mi¦dzy teori¡ powªok i teori¡ pr¦tów. Te analogie wynikaj¡ z mo»liwej zamiany
ról, jakie odgrywaj¡ powierzchnie graniczne i powierzchnia boczna w obu tych
teoriach, por. Antman [1995].

W dowolnie wyró»nionej kon�guracji odniesienia (rys. 3.1.1) obszar B, zajmo-
wany przez pr¦t jako ciaªo trójwymiarowe, ma brzeg, b¦d¡cy sum¡ powierzchni
bocznej ∂B′ (odpowiednik powierzchni granicznych M± powªoki) oraz przekro-
jów pocz¡tkowego ΠP = Π(0) i ko«cowego ΠK = Π(l) (odpowiedniki po-
wierzchni bocznej ∂B′ powªoki). Caªkowity brzeg takiego obszaru B jest wi¦c
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Rys. 3.1.1. Trójwymiarowe ciaªo pr¦topodobne.

sum¡ trzech cz¦±ci, ∂B = ∂B′ ∪ΠP ∪ΠK , podobnie jak to ma miejsce w teorii
powªok regularnych.

Ogóln¡ teori¦ pr¦tów formuªuje si¦ przez wielko±ci dynamiczne i kinema-
tyczne, zde�niowane wyª¡cznie na osi pr¦ta (odpowiednik powierzchni podstawo-
wej powªoki). Osi¡ pr¦ta, na której formuªuje si¦ wszystkie zale»no±ci nieliniowej
mechaniki pr¦tów, mo»e by¢ dowolnie wyró»niona krzywa C wewn¡trz obszaru B,
przecinaj¡ca powierzchnie przekrojów pocz¡tkowego i ko«cowego.

Regularnym ciaªem pr¦topodobnym nazywamy ka»d¡ konstrukcj¦, dla której
mo»na zde�niowa¢ jednoznacznie o± i przekrój poprzeczny. Jednak ju» prosty
przykªad z rys. 3.1.2 ilustruje, »e wielu popularnych konstrukcji in»ynierskich nie
da si¦ zaliczy¢ do tak okre±lonej klasy pr¦tów regularnych. W tym podrozdziale
zajmiemy si¦ wi¦c jedynie kawaªkami regularnym ciaªem pr¦topodobnym, dla
którego teori¦ pr¦tów mo»na sformuªowa¢ w sposób analogiczny do formuªowania
teorii powªok dla kawaªkami regularnego ciaªa powªokopodobnego (rozdz. 1).

Rys. 3.1.2. Poª¡czenie elementów konstrukcji, w którym nie mo»na zde�niowa¢ przekroju
poprzecznego.

Dla pr¦ta traktowanego jako ciaªo trójwymiarowe obowi¡zuj¡ zasady mecha-
niki o±rodków ci¡gªych (podrozdziaª 1.1). Wykorzystuj¡c specy�czn¡ geometri¦
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kawaªkami regularnego ciaªa pr¦topodobnego, problem trójwymiarowy mechaniki
o±rodków ci¡gªych mo»na sprowadzi¢ do problemu jednowymiarowego mecha-
niki pr¦tów, w którym wszystkie wielko±ci dynamiczne i kinematyczne s¡ okre-
±lone jedynie na osi pr¦ta. Otrzymany model jednowymiarowy nazywamy teori¡
pr¦tów.

Rys. 3.1.3. Deformacja pr¦ta jako ciaªa trójwymiarowego.

Formuªuj¡c teori¦ pr¦tów b¦dziemy u»ywali oznacze« analogicznych do przy-
j¦tych w rozdz. 1 przy formuªowaniu teorii powªok. W szczególno±ci, oznaczenia
przyj¦te przy opisie geometrii kon�guracji odniesienia i aktualnej pr¦ta oraz opi-
sie jego deformacji wyja±nia rys. 3.1.3. Dla wygody przyjmiemy równie», »e o±
pr¦ta C w kon�guracji odniesienia jest dana w postaci parametrycznej, a wek-
tor wodz¡cy dowolnego punktu x ∈ C mo»na traktowa¢ jako funkcj¦ wektorow¡
~x = ~x (s) dªugo±ci ªuku s wzdªu» C.

3.1.2. Caªkowe zasady mechaniki pr¦tów
Oznaczmy przez R reprezentuj¡ce pr¦t jednowymiarowe kontinuum, a przez

P t¦ jego cz¦±¢, która odpowiada cz¦±ci P ciaªa B, zawartej w kon�guracji odnie-
sienia mi¦dzy dwoma dowolnie wybranymi przekrojami poprzecznymi Π− i Π+.

Niech R oznacza cz¦±¢ osi pr¦ta w kon�guracji odniesienia, która odpowiada
cz¦±ci P obszaru B. Wówczas dla ka»dej wielko±ci dynamicznej, wyst¦puj¡cej
w zasadach mechaniki o±rodków ci¡gªych (1.1.4)�(1.1.6), odpowiedni¡ wielko±¢
w mechanice pr¦tów de�niuje si¦ wzorami identycznymi do (1.3.1). Dlatego za-
sady mechaniki pr¦tów przyjmuj¡ formalnie posta¢ identyczn¡ jak zasady me-
chaniki powªok (1.3.2)�(1.3.4). W przypadku mechaniki pr¦tów nale»y jedynie
wprowadzi¢ odmienne de�nicje wielko±ci przekrojowych, mierzonych tu na jed-
nostk¦ dªugo±ci osi C. De�niujemy nast¦puj¡ce zale»no±ci:

g¦sto±¢ masy m0(s)
+∫

−
m0 ds ≡

∫∫∫

P

ρ0 dv, (3.1.1)
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g¦sto±ci p¦du p(s, t) i momentu p¦du s(s, t)
+∫

−
p ds ≡

∫∫∫

P

ρ0v dv,

+∫

−
(s + ~y × p) ds ≡

∫∫∫

P

ρ0~y × v dv,

(3.1.2)

wektory zewn¦trznych siª f (s, t) i momentów c(s, t)
+∫

−
f ds ≡

∫∫∫

P

f dv +
∫∫

∂P ′

tn da,

+∫

−
(c + ~y × f ) ds ≡

∫∫∫

P

~y × f dv +
∫∫

∂P ′

~y × tn da,

(3.1.3)

wektory przekrojowych siª n(s, t) i momentów m(s, t)

n(s, t) ≡
∫∫

Π(s)

tn da,

(m + ~y × n) (s, t) ≡
∫∫

Π(s)

~y × tn da.

(3.1.4)

W powy»szych wzorach
∫

+

− (.) ds oznacza caªk¦ krzywoliniow¡ obliczon¡ wzdªu»
osi pr¦ta w granicach odpowiadaj¡cych przekrojom poprzecznym Π− i Π+.

De�nicje (3.1.1) i (3.1.2) okre±laj¡ caªkowit¡ mas¦ oraz caªkowity p¦d i mo-
ment p¦du cz¦±ci P ciaªa pr¦topodobnego R, wyra»one przez wielko±ci sprowa-
dzone do osi pr¦ta:

m(R, t) =

+∫

−
m0 ds, p(R, t) =

+∫

−
p ds, m(R, t) =

+∫

−
(s + ~y×p) ds, (3.1.5)

natomiast de�nicje (3.1.3) i (3.1.4) okre±laj¡ wypadkow¡ siª¦ i wypadkowy mo-
ment dziaªaj¡ce na cz¦±¢ P ciaªa pr¦topodobnego R, równie» wyra»one przez
wielko±ci sprowadzone do osi pr¦ta:

f(R, t) =

+∫

−
f ds + [n ]+−, t(R, t) =

+∫

−
(c + ~y×f ) ds + [m + ~y×n ]+− . (3.1.6)

Tutaj [ . ]+− = (.)+− (.)−, gdzie (.)− i (.)+ oznaczaj¡ warto±ci pól (.) w punktach
osi pr¦ta C, odpowiadaj¡cych przekrojom poprzecznym Π− i Π+.
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Rys. 3.1.4. Przekrojowe siªy i momenty dziaªaj¡ce na dowoln¡ cz¦±¢ pr¦ta.

Caªkowe zasady mechaniki pr¦tów przyjmuj¡ wi¦c posta¢




+∫

−
p ds




t2

t1

=

t2∫

t1





+∫

−
f ds + [n ]+−



dt,




+∫

−
(s + ~y×p) ds




t2

t1

=

t2∫

t1





+∫

−
(c + ~y×f ) ds + [m + ~y×n ]+−



dt.

(3.1.7)

Porównuj¡c (3.1.7) z zasadami zachowania p¦du (1.3.18) i momentu p¦du (1.3.19)
mechaniki powªok, ªatwo zauwa»y¢ identyczn¡ struktur¦ tych zasad dla pr¦tów
i powªok.

3.1.3. Lokalne równania ruchu pr¦ta i dynamiczne warunki uboczne

Przyjmuj¡c, »e o± pr¦ta w kon�guracji odniesienia jest opisana wektorem wo-
dz¡cym ~x = ~x (s), gdzie s ∈ [0, l] oznacza parametr dªugo±ci ªuku, wektor wo-
dz¡cy w kon�guracji odksztaªconej mo»na wyrazi¢ w postaci

~y(s, t) = ~x (s) + u(s, t), (3.1.8)

gdzie u oznacza wektor przesuni¦cia osi pr¦ta. B¦dziemy przy tym zakªadali, »e
zarówno ~x = ~x (s) jak i ~y(s, t) s¡ funkcjami odcinkowo ci¡gªymi i ró»niczkowal-
nymi.

Je±li f(s) jest funkcj¡ odcinkami gªadk¡ na [0, l] i tak¡, »e pochodna f ′(s)
istnieje na otwartych przedziaªach (sk−1, sk), to f(s) jest funkcj¡ caªkowaln¡ na
domkni¦tych przedziaªach [sk−1, sk]. Je±li ponadto istniej¡ prawo- i lewostronne
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granice f(sk − 0) i f(sk + 0) w punktach sk, to
l∫

0

f ′(s) ds =
n∑

k=1

sk+1∫

sk

f ′(s) ds

= f(l)− f(0)−
n∑

k=1

sk+1∫

sk

{f(sk − 0)− f(sk + 0)} ds

= [f ]l0 +
n∑

k=1

[f ]k, (3.1.9)

gdzie skok funkcji f(s) w punktach sk jest zde�niowany jako

[f ]k ≡ f(sk + 0)− f(sk − 0). (3.1.10)

Rys. 3.1.5. Kawaªkami gªadka o± pr¦ta w kon�guracji odniesienia i kon�guracji aktualnej.

Wykorzystuj¡c (3.1.9), z zasad (3.1.7) otrzymujemy nast¦puj¡ce lokalne rów-
nania ruchu pr¦ta w punktach regularnych x (s) ∈ C:

n ′ + f = ṗ, m ′ + ~y ′ × n + c = ṡ + ~̇y × p, (3.1.11)

które wyra»aj¡ lokalne zasady zachowania p¦du i momentu p¦du pr¦ta. Rów-
nania (3.1.11) s¡ klasycznymi lokalnymi równaniami ruchu teorii pr¦tów (zob.
np. Reissner [1973, 1981], Parker [1987]), wyprowadzonymi tutaj bezpo±red-
nio z zasad mechaniki o±rodków ci¡gªych bez »adnych zaªo»e« upraszczaj¡cych
i przy minimalnych zaªo»eniach matematycznych.

Odpowiadaj¡ce (3.1.11) dynamiczne warunki brzegowe w punktach pocz¡tko-
wym xP = x (0) i ko«cowym xK = x (l) osi pr¦ta maj¡ posta¢

n(xP , t) = n∗P (t), m(xP , t) = m∗
P (t),

n(xK , t) = n∗K(t), m(xK , t) = m∗
K(t).

(3.1.12)
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W punktach osobliwych x k = x (sk) ∈ C dynamiczne warunki ci¡gªo±ci maj¡
posta¢

[n ]k = 0, [m + ~y × n ]k = 0. (3.1.13)
Je±li wektor wodz¡cy ~y(s, t) jest funkcj¡ ci¡gª¡ w punktach osobliwych x k, wów-
czas [~y(s, t)]k = 0 i dynamiczne warunki ci¡gªo±ci (3.1.13) upraszczaj¡ si¦ do
postaci

[n ]k = 0, [m ]k = 0. (3.1.14)

3.1.4. Kinematyka pr¦ta
Zakªadaj¡c speªnienie lokalnych równa« ruchu (3.1.11) i dynamicznych wa-

runków brzegowych (3.1.12) oraz post¦puj¡c analogicznie jak w przypadku teo-
rii powªok (podrozdziaª 1.6), mo»emy sformuªowa¢ to»samo±¢ caªkow¡ i na tej
podstawie zbudowa¢ kompletn¡, jednowymiarow¡, ±cisª¡ kinematyk¦ pr¦ta, od-
powiadaj¡c¡ jego ±cisªej jednowymiarowej dynamice.

Na mocy równa« ruchu (3.1.11) i dynamicznych warunków brzegowych (3.1.12)
formuªujemy to»samo±¢ caªkow¡ (1.5.5), w której wyra»enie podcaªkowe dla ca-
ªego pr¦ta ma posta¢

G(P, t;w) ≡
∫

C\xk

(
(n ′ + f − ṗ) · v +

{
m ′ + ~y ′ × n + c

−(
ṡ + ~̇y × p

)} ·w
)

ds− (nP − n∗P ) · vP − (mP −m∗
P ) ·wP

−(nK − n∗K) · vK − (mK −m∗
K) ·wK , (3.1.15)

dla dowolnych funkcji wektorowych v(s, t) i w(s, t), okre±lonych w punktach re-
gularnych x (s) ∈ C ª¡cznie z brzegiem. W (3.1.15) wprowadzili±my zwarte ozna-
czenia nP ≡ n(xP , t), wK ≡ w(xK , t) itd.

Zastosowanie caªkowania przez cz¦±ci pozwala przeksztaªci¢ t¦ to»samo±¢ do
postaci analogicznej do (1.6.3), w której drugi wyraz ma teraz posta¢

−
∫

C\xk

σ ds (3.1.16)

gdzie

σ = n · v ′ − (
~y ′ × n

) ·w +m ·w ′

= n · (
v ′ −w × ~y ′

)
+m ·w ′. (3.1.17)

W ruchu rzeczywistym pr¦ta dowolne pola wektorowe v(s,t) i w(s,t) w (3.1.15)
i (3.1.17) s¡, odpowiednio, wektorami pr¦dko±ci translacyjnej υ(s, t) i pr¦dko±ci
obrotowej ω(s, t). W tym przypadku, zale»no±¢ (3.1.17) ma sens �zyczny liniowej
g¦sto±ci efektywnej mocy przekrojowych miar napr¦»e« pr¦ta.
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Je±li wektor wodz¡cy ~y(s, t) osi i tensor obrotu Q(s, t) charakteryzuj¡ ki-
nematyk¦ pr¦ta, to wyst¦puj¡ce w (3.1.17) wektory pr¦dko±ci s¡ zde�niowane
w nast¦puj¡cy sposób:

υ(s, t) = ~̇y(s, t) = u̇(s, t), ω(s, t) = ad−1Ω(s, t), (3.1.18)

gdzie
Ω(s, t) = Q̇(s, t)Q(s, t)T (3.1.19)

jest tensorem sko±nie symetrycznym.

3.1.5. Opis deformacji i odksztaªce« pr¦ta
Ruch pr¦ta wzgl¦dem kon�guracji odniesienia jest opisany przez u(s, t)

i Q(s, t) zale»no±ciami

~y(s, t) = ~x (s) + u(s, t), T (s, t) = Q(s, t)T 0(s). (3.1.20)

Podobnie jak w teorii powªok, nieosobliwe tensory struktury pr¦ta T 0(s)
iT (s, t) mo»na wyrazi¢ poprzez trójki wektorów kierunkowych {t0

i (s)} i {t i(s, t)},
zwi¡zane z ka»dym punktem osi pr¦ta w kon�guracji odniesienia i kon�guracji
aktualnej. Wówczas

t i(s, t) = Q(s, t) t0
i (s). (3.1.21)

Na potrzeby dalszych rozwa»a« przyjmujemy, »e obie trójki wektorów kierunko-
wych tworz¡ bazy ortonormalne.

Rys. 3.1.6. Kinematyka pr¦ta.

Post¦puj¡c analogicznie jak w teorii powªok mo»na równie» wykaza¢, »e dwa
wektory

ε(s, t) = ~y ′(s, t)−Q(s, t) t0(s), κ(s, t) = ad−1(Q ′QT) (3.1.22)

stanowi¡ wektorowe miary odksztaªce« pr¦ta energetycznie spr¦»one z wektorami
siª i momentów przekrojowych. Przy tym pr¦dko±ci miar odksztaªce« pr¦ta s¡
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zde�niowane nast¦puj¡co (por. de�nicje (1.7.28) i (1.7.33) pr¦dko±ci miar od-
ksztaªce« w teorii powªok):

ε◦ ≡ Q
(

d
dt

(QTε)
)

= υ′ − ω × ~y ′, κ◦ ≡ Q
(

d
dt

(QTκ)
)

= ω′. (3.1.23)

St¡d i z (3.1.17) otrzymujemy analogiczn¡ posta¢ dla g¦sto±ci efektywnej mocy
miar napr¦»e« pr¦ta

σ = n · ε◦ +m · κ◦. (3.1.24)

3.1.6. Równania konstytutywne
Materiaªowe równania konstytutywne dla pr¦tów okre±lone s¡ zale»no±ciami

mi¦dzy wektorami przekrojowych siª i momentów n i m oraz wektorowymi mia-
rami odksztaªce« (3.1.22). Ponadto, podobnie jak w teorii powªok, g¦sto±ci p¦du p
i momentu p¦du s dla pr¦tów musz¡ równie» by¢ okre±lone przez kinetyczne rów-
nania konstytutywne. Teoria równa« konstytutywnych dla pr¦tów nie ró»ni si¦
od teorii równa« konstytutywnych szczegóªowo omawianej w kontek±cie teorii
powªok (podrozdziaª 2.2).

W szczególnym przypadku pr¦tów spr¦»ystych, równania konstytutywne dla
przekrojowych siª i momentów przyjmuj¡ posta¢

n = n̂(ε, κ; s), m = m̂(ε, κ; s), (3.1.25)

a kinetyczne równania konstytutywne dla p¦du i momentu p¦du s¡ zale»no±ciami
typu

p = p̂(υ,ω, ε, κ; s), s = ŝ(υ, ω, ε, κ; s). (3.1.26)

3.1.7. Trójwymiarowa deformacja ciaªa pr¦topodobnego
Przyjmuj¡c, »e w kon�guracji odniesienia przekroje poprzeczne pr¦ta s¡ pªa-

skie, wektor wodz¡cy dowolnego punktu x ∈ B mo»na wyrazi¢ w postaci

~x(ξα, s) = ~x (s) + ξαt0
α(s), (3.1.27)

gdzie {ξi} = {ξα, ξ3 ≡ s} jest ukªadem wspóªrz¦dnych krzywoliniowych w obsza-
rze B wybranym w ten sposób, »e ξ3 ≡ s jest parametrem dªugo±ci ªuku wzdªu»
osi pr¦ta. Ponadto,

t0(s) ≡ t0
3(s) = t0

1(s)× t0
2(s) (3.1.28)

jest jednostkowym wektorem normalnym do przekroju Π(s).
Z (3.1.27) mo»na teraz ªatwo wyliczy¢ wektory bazy naturalnej w dowolnym

punkcie kon�guracji odniesienia pr¦ta

gα = ~x,α = t0
α, g3 = ~x′ = ~x ′ + ξα(t0

α)′. (3.1.29)
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Pochodne bazy ortonormalnej t0
i (s) wzgl¦dem parametru s mo»na przedstawi¢

jako
(t0

i )
′ = k0(s)× t0

i (s). (3.1.30)
Wykorzystuj¡c (3.1.29), otrzymamy

g3 = ~x′ = ~x ′ + ξαk0(s)× t0
α. (3.1.31)

Z powy»szych zwi¡zków geometrycznych mo»na wyznaczy¢ wspóªrz¦dne trójwy-
miarowego tensora metrycznego i wszystkie inne zale»no±ci geometryczne, które
caªkowicie opisuj¡ geometri¦ kon�guracji odniesienia ciaªa pr¦topodobnego.

Rys. 3.1.7. Parametryczny opis kon�guracji odniesienia pr¦ta.

Wektor wodz¡cy dowolnego punktu pr¦ta w kon�guracji aktualnej mo»na for-
malnie wyrazi¢ w postaci podobnej do (1.8.20)

~y(ξα, s, t) = ~y(s, t) + ζζζ(ξα, s, t), (3.1.32)

gdzie ζζζ(ξα, s, t) jest nieznan¡ funkcj¡ wektorow¡ zale»n¡ od deformacji pr¦ta.
Przyjmuj¡c nast¦pnie podstawienie

ζζζ(ξα, s, t) = Q(s, t)z(ξα, s, t), (3.1.33)

mo»na wyliczy¢ zwi¡zki pomi¦dzy miarami deformacji (3.1.22) a trójwymiaro-
wym gradientem deformacji

F(ξα, s, t) = ~y,i(ξα, s, t)⊗ gi(ξα, s, t) (3.1.34)

w postaci analogicznej do tych dyskutowanych w podrozdziale 2.5 dla powªok.
W dotychczasowych rozwa»aniach poªo»enie osi pr¦ta w obszarze trójwymia-

rowym B pozostawaªo caªkowicie dowolne. Mo»na wi¦c dodatkowo wprowadzi¢
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poj¦cie ±rodka bezwªadno±ci przekroju poprzecznego pr¦ta i przyj¡¢, »e o± pr¦ta
jest krzyw¡ przechodz¡c¡ przez ±rodki bezwªadno±ci wszystkich przekrojów po-
przecznych. To umo»liwiªoby dyskusj¦ wielu szczególnych wariantów mechaniki
pr¦tów proponowanych w literaturze, por. np. Ericksen i Truesdell [1957],
Reissner [1973, 1981], Antman [1972, 1995], Green, Naghdi i Wenners
[1974], Czernych i Szamina [1975], Gorski [1978], Szamina [1998], Rubin
[2000], w których podano obszern¡ literatur¦ ¹ródªow¡.

Iljuchin [1979] podaª wiele jawnych analitycznych rozwi¡za« zada« defor-
macji pr¦tów przestrzennych, otrzymanych przez analogi¦ do caªkowalnych przy-
padków ruchu ciaªa sztywnego dookoªa punktu staªego. Nieliniowa analiza pr¦-
tów przestrzennych metod¡ elementów sko«czonych jest przedmiotem wielu prac
m.in. Bathe i Bolourchi [1979], Cardona i Géradin [1988], Iura i Atluri
[1988, 1989], Pai i Palazotto [1996], Petrov i Géradin [1998], Smole«-
ski [1999], Rubin [2001]. Ró»ne zagadnienia nieliniowej dynamiki pr¦tów prze-
strzennych rozwa»ali m.in. Simo i Vu-Quoc [1988], Simo, Tarnow i Wong
[1992], Crisfield, Galvanetto i Jeleni¢ [1997], Jeleni¢ i Crisfield [1999],
Weiss [2002], Iura, Suetake i Atluri [2003]. Nieliniowe zadania przestrzen-
nych ukªadów pr¦towych rozwa»ali np. Lagnese, Leugering i Schmidt [1993,
1994] oraz Quadrelli i Atluri [1998].

3.2. Konstrukcje zªo»one i ich modelowanie

3.2.1. Uwagi ogólne
W naukach in»ynierskich funkcjonuje termin �mechanika konstrukcji�. Nie jest

to jednak poj¦cie obejmuj¡ce dobrze zde�niowan¡ klas¦ modeli matematycznych
konstrukcji, lecz raczej wspólna nazwa dla szczególnych typów konstrukcji, takich
jak pªyty i powªoki, pr¦ty i ukªady pr¦towe itp. W literaturze proponowane s¡
ró»ne klasy�kacje ogólnie rozumianych konstrukcji in»ynierskich, np. ze wzgl¦du
na cechy materiaªowe (»elbetowe, metalowe itp.).

Ze wzgl¦du na geometri¦ ksztaªtu i u»yte modele matematyczne, konstrukcje
in»ynierskie b¦d¡ce przedmiotem rozwa»a« teorii konstrukcji mo»na podzieli¢ na
trzy klasy:

1. Konstrukcje jednowymiarowe opisywane równaniami teorii pr¦tów.
2. Konstrukcje dwuwymiarowe opisywane równaniami teorii powªok.
3. Konstrukcje trójwymiarowe opisywane równaniami mechaniki o±rodków

ci¡gªych.
W ka»dej z tych trzech klas mo»na wydzieli¢ pewne szczególne typy konstrukcji.
Na przykªad, w teorii pr¦tów wyró»nia si¦ cz¦sto pr¦ty proste i pr¦ty zakrzywione,
lub pr¦ty pªaskie i pr¦ty przestrzenne.

W wielu konstrukcjach in»ynierskich stosuje si¦ ustroje no±ne, które mo»na
uwa»a¢ za szczególne przypadki konstrukcji powªokowych. Takimi szczególnymi
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ustrojami no±nymi s¡ tarcze, pªyty i membrany. Tarcz¡ nazywa si¦ zwykle pªaski
d¹wigar powierzchniowy, który przenosz¡c obci¡»enia dziaªaj¡ce w swej pªasz-
czy¹nie pozostaje stale pªaski podczas deformacji (rys. 3.2.1 a). Je±li pªaski d¹wi-
gar powierzchniowy podczas przenoszenia dowolnych obci¡»e« wygina si¦ w kie-
runku prostopadªym do swej pªaszczyzny (rys. 3.2.1 b), to zwykle nazywa si¦ go
pªyt¡. Membrana z zaªo»enia przenosi jedynie siªy rozci¡gaj¡ce styczne do po-
wierzchni podstawowej w kon�guracji aktualnej. Mechanika powªok, omawiana
w rozdziaªach 1 i 2 tej ksi¡»ki, opisuje równie» te szczególne klasy dwuwymiaro-
wych konstrukcji in»ynierskich.

a)

b)

Rys. 3.2.1. Tarcze i pªyty.

Kompletny ukªad równa« i zale»no±ci dynamicznie i kinematycznie ±cisªej
mechaniki pªyt otrzymamy wprost z odpowiednich zale»no±ci mechaniki powªok
przyjmuj¡c jedynie, »e powierzchnia podstawowa M w kon�guracji odniesienia
jest obszarem na pªaszczy¹nie. �adne inne zaªo»enie nie jest tutaj potrzebne. Do-
piero przy próbie porównania takiego ogólnego modelu pªyty z modelami pªyt
Kirchho�a, Reissnera i innych badaczy wymagane s¡ odpowiednie dodatkowe
zaªo»enia upraszczaj¡ce, por. np. Jemielita [2001]. Jednak w zagadnieniach nie-
liniowych, w których kon�guracja odksztaªcona pªyty mo»e znacznie si¦ ró»ni¢
od jej kon�guracji odniesienia, praktycznie zanika ró»nica pomi¦dzy teori¡ pªyt
i teori¡ powªok. Nie b¦dziemy si¦ wi¦c tu zajmowali oddzielnie ani teori¡ pªyt,
ani te» teori¡ tarcz.

Istnieje jednak obszerna klasa konstrukcji in»ynierskich, których nie mo»na
zaliczy¢ ani do konstrukcji powªokowych, ani do konstrukcji pr¦towych, przy-
najmniej w sensie omawianych do tej pory teorii powªok i pr¦tów zaªamanych
kawaªkami regularnych. Konstrukcje in»ynierskie s¡ cz¦sto konstrukcjami zªo»o-
nymi cz¦±ciowo z elementów powªokowych, cz¦±ciowo z pr¦towych, a cz¦±ciowo
równie» z elementów trójwymiarowych. Te ró»ne elementy mog¡ by¢ wzajemnie
poª¡czone na wiele sposobów, tworz¡c bardzo zªo»one konstrukcje przestrzenne.
Kilka przykªadów takich zªo»onych konstrukcji in»ynierskich z dziedziny budow-
nictwa naszkicowano na rys. 3.2.2.

Wiarygodne modelowanie matematyczne takich zªo»onych konstrukcji in»y-
nierskich jest zadaniem bardzo trudnym. Ró»ne znane dot¡d teorie powªok i pr¦-
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Rys. 3.2.2. Przykªady zªo»onych powªokowo�pr¦towych konstrukcji in»ynierskich.

tów s¡ na ogóª formuªowane z uwzgl¦dnieniem ró»nych zaªo»e« upraszczaj¡cych,
które mog¡ dobrze modelowa¢ rzeczywiste zachowanie si¦ regularnych elementów
konstrukcji. Jednak wszelkie zaªo»enia upraszczaj¡ce staj¡ si¦ maªo wiarygodne
w obszarach poª¡cze« elementów konstrukcyjnych o ró»nych wymiarach. Jest to
jeden z podstawowych problemów modelowania zªo»onych konstrukcji in»ynier-
skich. Jego peªne i wszechstronne omówienie wykracza poza zakres tej ksi¡»ki,
gdy» w znacznej cz¦±ci jest to problem nadal maªo rozpoznany.

3.2.2. Nieregularne i zªo»one konstrukcje powªokowe
Najprostszym przypadkiem konstrukcji powªokowych s¡ powªoki, których po-

wierzchnia podstawowa jest powierzchni¡ gªadk¡.W analizie takich powªok mo»na
wykorzysta¢ aparat matematyczny klasycznej geometrii ró»niczkowej.

Wielu konstrukcji powªokowych nie da si¦ jednak modelowa¢ powierzchniami
gªadkimi lub nawet tylko kawaªkami gªadkimi. Na przykªad, rozgaª¦zienia i prze-
ci¦cia si¦ elementów powierzchniowych nie s¡ ju» powierzchniami w sensie kla-
sycznej geometrii ró»niczkowej. Równie» poj¦cia pola wektorowego, operatorów
ró»niczkowych, poprawno±¢ twierdze« caªkowych itp. na takiej strukturze po-
wierzchniowej wymagaj¡ u±ci±lenia. Z tego punktu widzenia konstrukcje powªo-
kowe mo»na podzieli¢ na pi¦¢ grup:

I. Powªoki regularne � powªoki, które mo»na modelowa¢ powierzchniami
gªadkimi.

II. Powªoki zaªamane � powªoki, które mo»na modelowa¢ powierzchniami
kawaªkami gªadkimi.
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III. Powªoki nieregularne � konstrukcje powªokowe zawieraj¡ce samoprzeci¦-
cia i rozgaª¦zienia.

IV. Konstrukcje wielopªatowe � konstrukcje zawieraj¡ce kilka powªok poª¡-
czonych ze sob¡ w pewien technologiczny sposób.

V. Konstrukcje zªo»one � konstrukcje, których elementami s¡ pr¦ty, powªoki
i ciaªa trójwymiarowe.

Mechanika powªok sformuªowana w rozdz. 1 i 2 ujmuje jedynie konstrukcje po-
wªokowe z grupy I i II.

Rys. 3.2.3. Fragment powªoki wielopªatowej.

Powªoki u»ebrowane (rys. 3.2.4) i powªoki o skokowo zmiennej sztywno±ci
(rys. 3.2.5) mog¡ by¢ modelowane w ramach omawianej wcze±niej mechaniki po-
wªok, poniewa» przy formuªowaniu równa« i zale»no±ci podstawowych mechaniki
powªok sytuacje tego typu nie zostaªy wykluczone. W szczególno±ci, ±cisªa reduk-
cji trójwymiarowych zasad mechaniki o±rodka ci¡gªego do postaci dwuwymiaro-
wej jest tu jak najbardziej mo»liwa bez »adnych dodatkowych zaªo»e«. W pierw-
szym przypadku nale»y jedynie uwzgl¦dni¢ skokow¡ zmienno±¢ grubo±ci powªoki
w de�nicjach przekrojowych siª i momentów. Natomiast w drugim przypadku sko-
kowa zmienno±¢ cech materiaªowych ujawni si¦ w dwuwymiarowych równaniach

Rys. 3.2.4. Fragment powªoki ze wzmocnieniem.
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konstytutywnych, wi¡»¡cych przekrojowe siªy i momenty z odpowiadaj¡cymi im
powªokowymi miarami odksztaªce«. Nale»y jednak podkre±li¢, »e dwuwymiarowe
zagadnienia pocz¡tkowo-brzegowe powªok o skokowo zmiennej sztywno±ci mog¡
by¢ ¹le uwarunkowane, powoduj¡c znaczne trudno±ci w analizie numerycznej.

Rys. 3.2.5. Fragment powªoki o skokowo zmiennej sztywno±ci.

W przypadku konstrukcji powªokowych nale»¡cych do grup III, IV i V nie
jest mo»liwe jednoznaczne zde�niowanie powierzchni podstawowej i grubo±ci po-
wªoki oraz osi pr¦ta i jego przekroju poprzecznego w caªym obszarze konstrukcji.
Dotyczy to tych obszarów konstrukcji, w których ª¡czone s¡ trzy i wi¦cej regu-
larnych pªatów powªok (rys. 3.2.3 a) lub regularnych cz¦±ci pr¦tów. Tym samym
±cisªa redukcja zasad mechaniki o±rodka ci¡gªego do postaci dwuwymiarowej lub
jednowymiarowej, a w konsekwencji i sformuªowanie kompletnej teorii takich kon-
strukcji, nie jest mo»liwe bez pewnych dodatkowych uproszcze« i hipotez w ob-
szarach poª¡cze«.

We wszystkich naszkicowanych powy»ej przypadkach mo»na wyra¹nie wydzie-
li¢ elementy konstrukcyjne b¦d¡ce typowymi powªokami i elementy, które mo»na
traktowa¢ jako typowe pr¦ty (rys. 3.2.3 b). Sugeruje to mo»liwo±¢ wprowadzenia
specy�cznego modelu takich konstrukcji, sformuªowaniem którego zajmiemy si¦
w nast¦pnych podrozdziaªach.

3.2.3. Modelowanie zªo»onych konstrukcji powªokowych
Naszkicowana powy»ej pobie»na charakterystyka nieregularnych, wielopªato-

wych i zªo»onych konstrukcji in»ynierskich wskazuje, »e istota modelowania takich
konstrukcji sprowadza si¦ w zasadzie do uwzgl¦dnienia matematycznego mode-
lowania poª¡cze« elementów konstrukcyjnych. Elementy pr¦topodobne i powªo-
kopodobne rozpatrywane oddzielnie s¡ poprawnie opisane przez teorie pr¦tów
i teorie powªok.

Pewne aspekty tego problemu byªy rozpatrywane w literaturze zarówno z in»y-
nierskiego, jak i matematycznego punktu widzenia. Mo»na tu wymieni¢ wczesne
prace Byrne [1944], Eringen i Suhubi [1965], Johnson [1967], Kulkarni,
Neale i Ellyin [1975], w których problem sztywnych poª¡cze« pªatów powªoko-
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wych byª rozpatrywany w ramach liniowej teorii typu Kichho�a�Love'a cienkich
powªok spr¦»ystych, ograniczaj¡c si¦ przy tym do powªok o szczególnej geome-
trii, takich jak powªoki cylindryczne. Te badania s¡ kontynuowane równie» we
wspóªczesnych pracach, np. Percivale [1992], Skopinsky [1997, 2001], Mon-
dal i Uddin [1998].

Nieco ogólniejsze przypadki rozwa»ane byªy, ale nadal w ramach liniowej teorii
powªok typu Kirchho�a�Love'a, przezBernadou, Fayolle i Léné [1989],Gey-
mont i Sanchez-Palencia [1995], Bernadou i Cubier [1998a,b], Titeux
i Sanchez-Palencia [2000], Tesar i Kuglerova [2000], oraz Andrianov
i Awrejcewicz [2003], a w ramach liniowej teorii pªyt Reissnera przez Nardi-
nocchi i Podio-Guidugli [2001]. Omówienie matematycznych problemów mo-
delowania poª¡cze« pªyt i powªok w ramach teorii liniowej zawieraj¡ monogra�e
Michajªow [1980], Ciarlet [1990a] oraz Lagnese, Leugering i Schmidt
[1994], w których podano równie» spis wcze±niejszej literatury. Podej±cie przyj¦te
w tych monogra�ach, jak i w wi¦kszo±ci cytowanych wy»ej prac, wykorzystuje
w gªównej mierze aparat analizy asymptotycznej, por. Akian [1999]. Aparat ten
wymaga szeregu zaªo»e« typowych dla metod asymptotycznych. W tym sensie
jest to wi¦c podej±cie caªkowicie odmienne od podej±cia przyj¦tego w tej ksi¡»ce.

Problem modelowania poª¡cze« pr¦tów, pªyt i powªok, a w rezultacie i mo-
delowania konstrukcji zªo»onych, mo»na rozpatrywa¢ z punktu widzenia celu,
jaki chcemy osi¡gn¡¢. Je±li celem jest wyznaczenie trójwymiarowych rozkªadów
odksztaªce« i napr¦»e« w obszarze poª¡cze«, to mo»na go osi¡gn¡¢ tylko przez
rozwi¡zanie odpowiednich równa« trójwymiarowej mechaniki o±rodków ci¡gªych.

Cz¦sto satysfakcjonuj¡ce oszacowanie trójwymiarowych rozkªadów odksztaª-
ce« i napr¦»e« w poª¡czeniu mo»na uzyska¢ z warto±ci przekrojowych siª i mo-
mentów obliczonych w otoczeniu poª¡czenia. W takim przypadku celem jest sfor-
muªowanie i analiza w obszarach poª¡cze« warunków ci¡gªo±ci, wyra»onych przez
przekrojowe siªy i momenty (w przypadku warunków dynamicznych) lub przez
energetycznie u±rednione po grubo±ci przesuni¦cia i obroty (w przypadku warun-
ków kinematycznych). Taki cel jest ªatwiejszy do osi¡gni¦cia bez dodatkowych
zaªo»e«, które s¡ na ogóª wymagane do wiarygodnego wyznaczenia rozkªadów
trójwymiarowych. Ponadto, dynamiczne i kinematyczne warunki ci¡gªo±ci w po-
ª¡czeniach mog¡ by¢ wykorzystane do analizy obszerniejszej klasy konstrukcji,
ni» ta dla której mo»na oczekiwa¢ rozs¡dnego oszacowania trójwymiarowych roz-
kªadów napr¦»e«, odksztaªce« i przemieszcze« z rozwi¡za« trójwymiarowych.

Szczególne przypadki modelowania poª¡cze« elementów powªokowych mo»na
uj¡¢ w ramach ogólnej mechaniki powªok, sformuªowanej w rozdziale 1, w którym
wykorzystali±my ±cisªe caªkowe zasady zachowania p¦du i momentu p¦du (1.3.18)
i (1.3.19). W przypadku bardziej zªo»onych konstrukcji powªokowych nale»y jed-
nak zrezygnowa¢ z przyj¦tych tam zaªo»e«, wykorzystanych przy formuªowaniu
warunków ci¡gªo±ci. Rozwa»aj¡c mo»liwo±ci zastosowania ogólnej mechaniki po-
wªok do modelowania konstrukcji zªo»onych, musimy wyprowadzi¢ dodatkowe
pomocnicze zale»no±ci.
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3.2.4. Krzywe osobliwe wzgl¦dem pól powierzchniowych
W podrozdziale 1.4 wprowadzili±my poj¦cie krzywej osobliwej wzgl¦dem pola

na powierzchni. To poj¦cie i zwi¡zane z nim zale»no±ci wykorzystali±my do sfor-
muªowania dynamicznych i kinematycznych warunków ci¡gªo±ci dla powªok za-
ªamanych.

Problem matematycznego modelowania samoprzeci¦¢, rozwidle« i poª¡cze«
elementów powªokowych wi¡»e si¦ przede wszystkim z brakiem ró»niczkowalno-
±ci lub wr¦cz nieci¡gªo±ci¡ pewnych pól na powierzchni podstawowej powªoki,
nie b¦d¡cej ju» powierzchni¡ gªadk¡. W podrozdziale 1.4 zakªadali±my jednak,
»e pole przesuni¦¢ powierzchni podstawowej i pole obrotów okre±lonych na tej
powierzchni s¡ polami ci¡gªymi, chocia» niekoniecznie ró»niczkowalnymi wzdªu»
krzywych osobliwych. S¡ to zaªo»enia caªkowicie naturalne, gdy rozpatrujemy
elementy powªokowe poª¡czone na sztywno ze sob¡ i tworz¡ce jeden element
konstrukcyjny podczas deformacji. Je±li jednak chcemy modelowa¢ konstrukcje
zªo»one z szeregu elementów powªokowych, poª¡czonych za sob¡ nie koniecznie
w sposób sztywny, to zaªo»enie o ci¡gªo±ci niektórych pól staje si¦ zbyt silnym.

Przypomnijmy, »e je±li M jest powierzchni¡ gªadk¡ i C ⊂ M jest krzyw¡
osobliw¡ wzgl¦dem pola η(x , t) na M , to skok [[η]] i warto±¢ ±rednia 〈η〉 tego
pola w punktach x ∈ C s¡ zde�niowane nast¦puj¡co:

[[η]](x , t) = η(+)(x , t)− η(−)(x , t),

〈η〉(x , t) =
1
2

(
η(+)(x , t) + η(−)(x , t)

)
.

(3.2.1)

Mo»na wykaza¢, »e je±li C jest wspóln¡ krzyw¡ osobliw¡ dla dwóch pól η(x , t)
i ϕ(x , t) to

[[η ⊗ϕ]] = [[η]]⊗ 〈ϕ〉+ 〈η〉 ⊗ [[ϕ]]. (3.2.2)
�atwo to sprawdzi¢ przez podstawienie de�nicji (3.2.1) do (3.2.2).

De�nicje (3.2.1) i twierdzenie (3.2.2) nie wymagaj¡ aby sama krzywa C byªa
krzyw¡ gªadk¡. Równie» powierzchnia M nie musi by¢ gªadk¡, je±li η(x ,t) i ϕ(x ,t)
s¡ polami wektorowymi na M o warto±ciach w przestrzeni translacyjnej E.

W przypadku pól wektorowych stycznych do M sytuacja jest bardziej zªo»ona
i wymaga dodatkowych rozwa»a«. Przykªadem krzywych osobliwych wzgl¦dem
wektorowych pól stycznych do powierzchni s¡ kraw¦dzie powierzchni kawaªkami
gªadkich. Odnosi si¦ to równie» do niektórych pól tensorowych.

Je±li S jest polem tensorowym na M takim, »e S(x ) ∈ E ⊗ TxM w ka»-
dym regularnym punkcie powierzchni, to lewo- i prawostronne granice w punkcie
krzywej osobliwej, b¦d¡cej kraw¦dzi¡ powierzchni kawaªkami gªadkich, s¡ zde�-
niowane nast¦puj¡co:

s(±)
ν (x ) = S (±)(x )ν(±)(x ). (3.2.3)

Tutaj jednostkowe wektory ν(±)(x ) zewn¦trznych normali do brzegów ∂M (+)

i ∂M (−) s¡ zde�niowane jak na rysunku 1.4.7. Wówczas skok i warto±¢ ±redni¡
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pola tensorowego S wzdªu» kraw¦dzi Γ de�niuje si¦ nast¦puj¡co:

[sν ] = [Sν] = s(+)
ν + s(−)

ν , 〈sν〉 = 〈Sν〉 =
1
2
(
s(+)

ν − s(−)
ν

)
. (3.2.4)

Niech S(x ) b¦dzie polem tensorowym, a u(x ) polem wektorowym, dla któ-
rych Γ jest wspóln¡ krzyw¡ osobliw¡. Przyjmuj¡c de�nicje (3.2.4) oraz

[[u ]] = u (+) − u (−), 〈u〉 =
1
2
(u (+) + u (−)), (3.2.5)

mamy

[sν ] ⊗ 〈u〉 =
1
2
(s(+)

ν + s(−)
ν )⊗ (u (+)+ u (−))

=
1
2
(s(+)

ν ⊗ u (+)+ s(−)
ν ⊗ u (+)+ s(+)

ν ⊗ u (−)+ s(−)
ν ⊗ u (−))

〈sν〉 ⊗ [[u ]] =
1
2
(s(+)

ν − s(−)
ν )⊗ (u (+)− u (−))

=
1
2
(s(+)

ν ⊗ u (+)− s(−)
ν ⊗ u (+)− s(+)

ν ⊗ u (−)+ s(−)
ν ⊗ u (−)).

(3.2.6)

Dodaj¡c do siebie te dwa wyra»enia, otrzymujemy

[sν ] ⊗ 〈u〉+ 〈sν〉 ⊗ [[u ]] =
1
2
(
s(+)

ν ⊗ u (+) + s(+)
ν ⊗ u (+) + s(−)

ν ⊗ u (+)

− s(−)
ν ⊗ u (+) + s(+)

ν ⊗ u (−) − s(+)
ν ⊗ u (−)

+ s(−)
ν ⊗ u (−) + s(−)

ν ⊗ u (−)). (3.2.7)

Tak wi¦c
[sν ] ⊗ 〈u〉+ 〈sν〉 ⊗ [[u ]] = s(+)

ν ⊗ u (+) + s(−)
ν ⊗ u (−). (3.2.8)

Przyjmuj¡c de�nicj¦ skoku dla iloczynu tensorowego

[sν ⊗ u ] ≡ s(+)
ν ⊗ u (+) + s(−)

ν ⊗ u (−), (3.2.9)

otrzymujemy nast¦puj¡ce uogólnienie twierdzenia (3.2.2):

[sν ⊗ u ] = [sν ] ⊗ 〈u〉+ 〈sν〉 ⊗ [[u ]]. (3.2.10)

Powy»sze de�nicje i twierdzenie (3.2.10) stosuj¡ si¦ do dowolnej powierzchni
kawaªkami gªadkiej (rys. 3.2.6).

W szczególnym przypadku, gdy M jest powierzchni¡ gªadk¡, mamy ν =
ν(−) = −ν(+) i de�nicje (3.2.4) redukuj¡ si¦ do postaci

[sν ] = −S (+)ν + S (−)ν = −[[S ]]ν,

〈sν〉 =
1
2
(−S (+)ν − S (−)ν) = −〈S〉ν.

(3.2.11)
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Rys. 3.2.6. Krzywa osobliwa wzgl¦dem pola na powierzchni.

W tym szczególnym przypadku twierdzenie (3.2.10) przyjmuje posta¢
[sν ⊗ u ] = −[[S ]]ν ⊗ 〈u〉 − 〈S〉ν ⊗ [[u ]]. (3.2.12)

Zale»no±ci (3.2.10) i (3.2.12) mog¡ by¢ wykorzystane przy formuªowaniu dy-
namicznych i kinematycznych warunków ci¡gªo±ci wzdªu» krzywych osobliwych
przy osªabionych warunkach ci¡gªo±ci, a wi¦c w sytuacjach, które pojawiaj¡ si¦
przy modelowaniu poª¡cze« elementów powªokowych.

3.2.5. Zasada pracy wirtualnej przy osªabionych warunkach ci¡gªo±ci
Zasady mechaniki powªok, wyra»one w postaci caªkowej, nie wymagaj¡ aby

wyst¦puj¡ce w nich wielko±ci dynamiczne i kinematyczne byªy ci¡gªe w caªym
obszarze powierzchni podstawowej powªoki.

W podrozdziale 1.4 wykazali±my, »e warunki ci¡gªo±ci nie s¡ bezpo±rednio
wymagane w równowa»nym sformuªowaniu ogólnej mechaniki powªok, jakim jest
zasada pracy wirtualnej (1.5.20)

t2∫

t1

{Gd(S, t;w)−Gi(S, t;w) + Ge(S, t;w) + GΓ (S, t;w)}dt

−




∫∫

M\Γ

(p · v + s ·w) da




t2

t1

= 0, (3.2.13)

gdzie poszczególne wyra»enia s¡ okre±lone w (1.5.21). W szczególno±ci, wyra»enie
GΓ (S, t;w) dane jest przez

GΓ (S, t;w) ≡
∫

M∩Γ

(
[Nν · v ] + [Mν ·w ]

)
dl. (3.2.14)
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Gdy deformacja powierzchni podstawowej powªoki oraz pola wirtualne v(x , t)
i w(x , t) s¡ ci¡gªe w caªym obszarze powierzchni podstawowej M w kon�gura-
cji odniesienia, to wyra»enie podcaªkowe w (3.2.14) zeruje si¦ na mocy dyna-
micznych warunków ci¡gªo±ci. Fakt ten byª konsekwentnie wykorzystywany we
wszystkich wcze±niejszych rozwa»aniach. Obecnie zmody�kujemy posta¢ wyra-
»enia GΓ (S, t;w) w taki sposób, aby byªo ono wa»ne równie» w ogólniejszym
przypadku nieci¡gªej deformacji powierzchni podstawowej i nieci¡gªych pól wir-
tualnych.

Stosuj¡c twierdzenie (3.2.10) do wyra»enia podcaªkowego (3.2.14), otrzymamy

[Nν·v ]+[Mν·w ] = [Nν]·〈v〉+[Mν]·〈w〉+〈Nν〉·[[v ]]+〈Mν〉·[[w ]]. (3.2.15)

Korzystaj¡c z (3.2.10), dynamiczne warunki ci¡gªo±ci (1.5.3) przyjmuj¡ posta¢

[Nν] = 0,

[Mν] + [~y ×Nν] = [Mν] + [[~y ]]× 〈Nν〉+ 〈~y〉 × [Nν]

= [Mν] + [[~y ]]× 〈Nν〉 = 0

(3.2.16)

i wyra»enie (3.2.15) przeksztaªcimy do postaci

[Nν · v ] + [Mν ·w ] = [Mν] · 〈w〉+ 〈Nν〉 · [[v ]] + 〈Mν〉 · [[w ]]
= (−[[~y ]]× 〈Nν〉) · 〈w〉+ 〈Nν〉 · [[v ]] + 〈Mν〉 · [[w ]]
= (−〈w〉 × [[~y ]]) · 〈Nν〉+ 〈Nν〉 · [[v ]] + 〈Mν〉 · [[w ]]
= 〈Nν〉 · ([[v ]]− 〈w〉 × [[~y ]]) + 〈Mν〉 · [[w ]]. (3.2.17)

Stosuj¡c raz jeszcze (3.2.10), drugi czªon w (3.2.17)4 mo»emy zapisa¢ jako

〈w〉 × [[~y ]] = [[w × ~y ]]− [[w ]]× 〈~y〉, (3.2.18)

co ostatecznie prowadzi do

[Nν · v ] + [Mν ·w ] = 〈Nν〉 · ([[v ]]− [[w × ~y ]])
+ 〈N ν〉 · ([[w ]]× 〈~y〉) + 〈Mν〉 · [[w ]]

= 〈Nν〉 · ([[v ]]− [[w × ~y ]])
+ (〈~y〉 × 〈Nν〉+ 〈Mν〉) · [[w ]]. (3.2.19)

Tak wi¦c, w przypadku nieci¡gªej deformacji powierzchni podstawowej i nie-
ci¡gªych pól wirtualnych, wyra»enie GΓ (S, t;w) na prac¦ wirtualn¡ siª i momen-
tów, dziaªaj¡cych wzdªu» kraw¦dzi powierzchni kawaªkami gªadkich, przyjmuje
posta¢

GΓ (S, t;w) ≡
∫

M∩Γ

{〈Nν〉·([[v−w×~y ]])+(〈~y〉×〈Nν〉+〈Mν〉)·[[w ]]
}

dl. (3.2.20)
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Wynik (3.2.20) jest istotny z punktu widzenia matematycznego modelowania roz-
wa»anych dalej poª¡cze« elementów powªokowych.

Je±li deformacja powierzchni podstawowej powªoki i pola wirtualne s¡ ci¡gªe
wzdªu» kraw¦dzi Γ , to

[[v −w × ~y ]] = [[v ]]− [[w ]]× ~y = 0, [[w ]] = 0, (3.2.21)

a w konsekwencji
[[v ]] = 0, [[w ]] = 0, (3.2.22)

oraz GΓ (S, t;w) = 0.
Po odtworzeniu z pól wirtualnych rzeczywistych pól pr¦dko±ci translacyjnej

i obrotowej (podrozdziaª 1.6), dwa warunki (3.2.22) oznaczaj¡, »e pole przesuni¦¢
u i pole obrotówQ musz¡ by¢ ci¡gªe wzdªu» krzywych osobliwych. Odpowiada to
sztywnemu poª¡czeniu pªatów powªokowych, dla których Γ jest wspóln¡ krzyw¡.

Warunki ci¡gªo±ci w poª¡czeniach pªatów powªokowych, nie b¦d¡cych poª¡-
czeniami sztywnymi, otrzymamy przy osªabieniu warunków ci¡gªo±ci (3.2.22) dla
pól wirtualnych, a w konsekwencji i dla pól rzeczywistych przesuni¦¢ i obrotów.
W ka»dym z takich przypadków wyra»enie (3.2.20) ju» si¦ nie zeruje. Je±li pola
wirtualne s¡ nieci¡gªe wzdªu» krzywej Γ (wspólnej kraw¦dzi poª¡czenia wielu pªa-
tów powªokowych), to (3.2.20) wyra»a prac¦ wirtualn¡ wszystkich siª i momentów
dziaªaj¡cych wzdªu» tej krzywej. Mo»na przy tym wyró»ni¢ szereg przypadków
szczególnych.

Przykªadowo, przyjmuj¡c

[[v ]] = 0, [[w ]] 6= 0 (3.2.23)

w miejsce warunków (3.2.22), wyra»enie na prac¦ wirtualn¡ wzdªu» Γ dane przez
(3.2.20) redukuje si¦ do postaci

GΓ (M, t;w) ≡
∫

Π∩Γ

〈Mν〉 · [[w ]]dl. (3.2.24)

Odpowiada to sytuacji, w której przesuni¦cia s¡ ci¡gªe wzdªu» kraw¦dzi poª¡-
czenia elementów powªokowych, ale ju» obroty nie s¡ ci¡gªe. Takie poª¡czenie
powªok mo»na nazwa¢ przegubowym.

Szereg innych przypadków szczególnych mo»emy otrzyma¢ zakªadaj¡c, »e
tylko niektóre skªadowe wirtualnego przesuni¦cia i/lub obrotu zeruj¡ si¦ wzdªu»
kraw¦dzi poª¡czenia, podczas gdy pozostaªe skªadowe mog¦ przyjmowa¢ dowolne
warto±ci. Odpowiednie dynamiczne i kinematyczne warunki ci¡gªo±ci, odpowia-
daj¡ce ró»nym takim warunkom w poª¡czeniu, mo»emy ªatwo wyprowadzi¢ po-
wtarzaj¡c powy»sze rozumowanie.
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3.3. Dynamika powªok strukturalnych

3.3.1. Kon�guracja odniesienia powªoki strukturalnej

W poprzednim podrozdziale rozwa»ali±my mo»liwe uogólnienie mechaniki po-
wªok, które sprowadzaªo si¦ do osªabienia warunków ci¡gªo±ci nakªadanych na
wirtualne, a w konsekwencji i na rzeczywiste przesuni¦cia i obroty. Wyprowadzone
tam zale»no±ci s¡ wi¦c równie» dynamicznie i kinematycznie ±cisªe, podobnie jak
i zale»no±ci mechaniki powªok wyprowadzone w rozdziaªach 1 i 2. Ale takie uogól-
nienie nie jest jeszcze wystarczaj¡cym do modelowania wielu zªo»onych konstruk-
cji powªokowych. Caªkowe zasady mechaniki powªok wyprowadzone w rozdziale
1 wymagaªy, aby istniaªy jednoznacznie zde�niowane powierzchnia podstawowa
i grubo±ci powªoki, a to nie jest mo»liwe ju» np. dla powªok rozwidlonych lub
przecinaj¡cych si¦ powªok wielopªatowych.

Obecnie zajmiemy si¦ sformuªowaniem teorii zªo»onych konstrukcji powªoko-
wych, których modele matematyczne nazywa¢ b¦dziemy powªokami struktural-
nymi. Wykorzystamy tu ogólne zale»no±ci mechaniki powªok, obszernie przedsta-
wione w dwóch pierwszych rozdziaªach, oraz zale»no±ci teorii pr¦tów z podroz-
dziaªu 3.1. Istotnym odst¦pstwem od wcze±niejszych rozwa»a« b¦dzie odej±cie od
wymagania, aby podstawowe zasady mechaniki konstrukcji zªo»onych byªy ±cisª¡
implikacj¡ trójwymiarowych zasad mechaniki o±rodków ci¡gªych, poniewa» speª-
nienie tych wymaga« w obszarach poª¡cze« konstrukcji zªo»onych nie jest na ogóª
mo»liwe. Jednak odpowiedni¡ posta¢ zasad mechaniki, wyra»on¡ przez uogól-
nione siªy i momenty przekrojowe, przyjmiemy jako podstawowy postulat teorii
powªok strukturalnych. Wyka»emy nast¦pnie, »e przyj¦cie takich sprowadzonych
zasad zachowania p¦du i momentu p¦du caªkowicie wystarcza do sformuªowania
kompletnej teorii konstrukcji zªo»onych.

Powªok¦ strukturaln¡ okre±lamy jako dwuwymiarowe kontinuum S, wypo-
sa»one by¢ mo»e w pewn¡ mikrostruktur¦, które zawiera w sobie równie» jed-
nowymiarowe continuum C, maj¡ce swoje wªasne wªasno±ci mechaniczne. Takie
zªo»one kontinuum musi mie¢ równie» cechy ukªadu dynamicznego, a wi¦c musi
by¢ wyposa»one w odpowiedni¡ kinematyk¦ i dynamik¦.

W kon�guracji odniesienia powªoka strukturalna jest geometrycznie repre-
zentowana przez uogólnion¡ powierzchni¦ wielopªatow¡ M , naszkicowan¡ na
rys. 3.3.1, która zawiera w sobie krzywe Γ , reprezentuj¡ce jednowymiarowe con-
tinuum C. Tak wi¦c, powªoka strukturalna jest superpozycj¡ S i C, które w kon-
�guracji odniesienia zajmuj¡ ten sam obszar w przestrzeni.

Uogólniona powierzchnia wielopªatowa M jest tu zde�niowana jako suma ka-
waªkami gªadkich pªatów powierzchni M (a), a = 1, 2, . . . , n, o rozª¡cznych wn¦-
trzach:

M =
n⋃

a=1

M (a), intM (a) ∩ intM (b) = ∅, a 6= b. (3.3.1)
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W odró»nieniu jednak od powierzchni kawaªkami gªadkich rozwa»anych w roz-
dziaªach 1 i 2, tutaj dopuszczamy, »e powierzchnie M (a) mog¡ mie¢ wspólne
krzywe Γ (p), z których ka»da jest wspólnym brzegiem dwóch lub wi¦cej rozª¡cz-
nych powierzchni M (a). Krzywe takie s¡ wi¦c zde�niowane np. jako

Γ (a,b) = ∂M (a) ∩ ∂M (b), a 6= b,

Γ (a,b,c) = ∂M (a) ∩ ∂M (b) ∩ ∂M (c), a 6= b 6= c,

Γ (a,b,c,d) = ∂M (a) ∩ ∂M (b) ∩ ∂M (c) ∩ ∂M (d), a 6= b 6= c 6= d, itd.
(3.3.2)

Wówczas Γ de�niujemy jako sum¦ mnogo±ciow¡ wszystkich takich krzywych

Γ =
m⋃

p=1

Γ (p). (3.3.3)

Taka uogólniona powierzchnia wielopªatowa M nie jest, oczywi±cie, powierzchni¡
w sensie geometrii ró»niczkowej1.

Rys. 3.3.1. Kon�guracja odniesienia powierzchni podstawowej powªoki strukturalnej.

W kon�guracji odniesienia ka»da powierzchnia M (a) reprezentuje regularny
pªat powªoki w sensie rozdziaªu 1, a ka»da krzywa Γ (p) reprezentuje regularn¡
cz¦±¢ pr¦ta w sensie podrozdziaªu 3.1. Zasadnicza idea polega wi¦c na tym, aby
wykorzysta¢ ogóln¡ mechanik¦ regularnych pr¦tów do modelowania poª¡cze« ty-
powych pªatów powªokowych. Nowym elementem w tych rozwa»aniach jest fakt,

1Powierzchnie w sensie geometrii ró»niczkowej wykluczaj¡ rozgaª¦zienia i przeci¦cia si¦ re-
gularnych elementów powierzchni.
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»e takie konstrukcje zªo»one z powªok i pr¦tów modelujemy tu w ramach jednoli-
tej i wspólnej teorii. Odchodzimy wi¦c tu od powszechnego modelowania takich
konstrukcji jako metody ª¡czenia w caªo±¢ oddzielnych elementów pr¦towych i po-
wªokowych, dopasowywanych do siebie przez speªnienie dodatkowych warunków
brzegowych wzdªu» krzywych poª¡cze« (patrz dyskusj¦ w p. 5.1.7 w kontek±cie
ró»nych modeli elementów sko«czonych).

3.3.2. Ruch wielopªatowej powierzchni podstawowej
i caªkowe zasady mechaniki

W ogólnym przypadku, ruch powierzchni podstawowej powªoki strukturalnej
mo»na równie» opisa¢ odwzorowaniem y = χ(x , t), które cz¡stce x ∈ M przypo-
rz¡dkowuje miejsce y ∈ M(t) w kon�guracji aktualnej. Zakªadamy przy tym, »e
funkcja ruchu χ jest okre±lona w punktach powierzchni podstawowej M , z wyª¡-
czeniem punktów nale»¡cych do krzywych Γ . Wektor wodz¡cy ~y(x , t) i wektor
przesuni¦cia u(x , t),

~y(x , t) = ~x (x ) + u(x , t), (3.3.4)
s¡ tu okre±lone jedynie na M\Γ .

Ruch krzywej Γ jest opisany niezale»n¡ funkcj¡ yΓ = χΓ (x , t) lub równo-
wa»nym wektorem wodz¡cym

~yΓ (x , t) = ~xΓ ( x ) + uΓ (x , t). (3.3.5)
Zakªadamy, »e dla wszystkich pªatów M (a), których wspólnym brzegiem jest

Γ , istniej¡ sko«czone granice
~y (a)(x , t) ≡ lim

z→x
~y(z , t) = ~xΓ (x ) + lim

z→x
u(z , t), z ∈ M (a), (3.3.6)

w punktach x ∈ Γ . Nie »¡damy jednak, aby te granice z ró»nych pªatów ª¡czonych
krzyw¡ Γ byªy wzajemnie sobie równe ani te», »e ~yΓ (x , t) w danym punkcie x ∈ Γ
ma by¢ ich wspóln¡ warto±ci¡.

Uniwersalno±¢ podstawowych zasad mechaniki polega na tym, »e obowi¡zuj¡
one dla dowolnej deformacji i ka»dego materiaªu. Stanowi¡ one równie» podstaw¦
ka»dej teorii mechanicznej. Podobnie jak w przypadku powªok regularnych, me-
chanik¦ powªok strukturalnych b¦dziemy budowali przyjmuj¡c zasad¦ zachowania
masy

[m(P, t)]t2t1 = 0 (3.3.7)
oraz zasady zachowania p¦du i momentu p¦du

[p(P, t)]t2t1 =

t2∫

t1

f(P, t) dt, [m(P, t)]t2t1 =

t2∫

t1

t(P, t) dt (3.3.8)

jak podstawowe postulaty dynamiczne mechaniki powªok strukturalnych. Tutaj
P oznacza dowoln¡ cz¦±¢ powªoki strukturalnej, traktowanej jako jeden ukªad
dynamiczny.
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Dla dowolnej cz¦±ci P powªoki strukturalnej masa dana jest przez (por. wzór
(1.3.14) dla powªok regularnych)

m(P, t) =
∫∫

Π\Γ

m0 da +
∫

Γ∩Π

m0Γ dl +
∑

a

ma, (3.3.9)

gdzie m0(x ) > 0 jest g¦sto±ci¡ masy w obszarze M\Γ , m0Γ (x ) > 0 jest g¦sto-
±ci¡ masy wzdªu» krzywych Γ , a ma(xa) > 0 s¡ masami skupionymi w punktach
osobliwych x a, le»¡cych np. na przeci¦ciu krzywych osobliwych zbioru Γ . Przyj-
muj¡c, »e m0, m0Γ i ma nie zale»¡ od czasu, prawo zachowania masy (3.3.7) jest
speªnione to»samo±ciowo.

Rys. 3.3.2. G¦sto±ci p¦du i momentu p¦du powªoki strukturalnej.

P¦d i moment p¦du dowolnej cz¦±ci powªoki strukturalnej postulujemy w po-
staci (rys. 3.3.2)

p(P, t) =
∫∫

Π\Γ

p da +
∫

Γ∩Π

pΓ dl +
∑

a

pa,

m(P, t) =
∫∫

Π\Γ

(s + ~y × p) da +
∫

Γ∩Π

(sΓ + ~yΓ × pΓ ) dl

+
∑

a

(sa + ~ya × pa),

(3.3.10)

gdzie zale»no±ci (1.3.15) dla powªok regularnych zostaªy uzupeªnione o dodatkowe
czªony wzdªu» krzywych Γ i w punktach x a. Tu uwzgl¦dnili±my, »e p¦d i moment
p¦du dowolnego ciaªa materialnego s¡ wielko±ciami addytywnymi. W (3.3.10),
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p(x , t) i s(x , t) s¡ g¦sto±ciami p¦du i momentu p¦du powªoki strukturalnej w ob-
szarze M\Γ , pΓ (x , t) i sΓ (x , t) g¦sto±ciami p¦du i momentu p¦du wzdªu» krzy-
wych Γ , natomiast pa(x , t) i sa(x , t) s¡ warto±ciami p¦du i momentu p¦du od-
powiadaj¡cymi skupionym masom w punktach osobliwych x a.

Zaªó»my, »e na dowoln¡ cz¦±¢ Π ⊂ M regularnego pªata powierzchni pod-
stawowej powªoki strukturalnej dziaªaj¡ takie same obci¡»enia jak w mechanice
powªok regularnych: przekrojowe wektory siª f (x , t) i momentów c(x , t) po-
wierzchniowych, zde�niowane w regularnych punktach obszaru M\Γ , oraz wek-
tory siª nν(x , t) i momentów mν(x , t) kontaktowych, zde�niowane w punktach
brzegu ∂Π\{ci}, z wyª¡czeniem izolowanych punktów {ci} = Γ ∩ ∂Π, w których
krzywe Γ przecinaj¡ brzeg ∂Π. Wyniki podrozdziaªu 3.1 uzasadniaj¡ równie»
przyj¦cie wektorów siª f Γ (x , t) i momentów cΓ (x , t) wzdªu» krzywych Γ w po-
staci wyst¦puj¡cej w mechanice pr¦tów.

Rys. 3.3.3. Siªy dziaªaj¡ce na powªok¦ strukturaln¡.

Uwzgl¦dniaj¡c dla kompletno±ci wektory skupionych siª f a(x a, t) i momentów
ca(x a, t) w izolowanych punktach o skupionych masach, caªkowita siªa i caªko-
wity moment dziaªaj¡ce na dowoln¡ cz¦±¢ powªoki strukturalnej przyjmuj¡ posta¢
(rys. 3.3.3)

f(P, t) =
∫∫

Π\Γ

f da +
∫

Γ∩Π

f Γ dl +
∑

a

f a +
∫

(∂Π\{ci})\∂Mf

nν dl

+
∑

ci∈(Γ∩∂Π)\∂Mf

n i +
∫

(∂Π∩∂Mf )\{ci}

n∗ dl +
∑

ci∈(Γ∩∂Mf )

n∗i , (3.3.11)
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t(P, t) =
∫∫

Π\Γ

(c + ~y × f ) da +
∫

Γ∩Π

(cΓ + ~yΓ × f Γ ) dl +
∑

a

(ca + ~ya × f a)

+
∫

(∂Π\{ci})\∂Mf

(mν + ~y × nν) dl +
∑

ci∈(Γ∩∂Π)\∂Mf

(m i + ~yΓ × n i)

+
∫

(∂Π∩∂Mf )\{ci}

(m∗ + ~y × n∗) dl +
∑

ci∈(Γ∩∂Mf )

(m∗
i + ~yΓ × n∗i ). (3.3.11)2

Sens �zyczny jaki mo»na nada¢ wektorom siª f Γ (x , t) i momentów cΓ (x , t)
dziaªaj¡cych wzdªu» krzywych Γ , reprezentuj¡cych poª¡czenia regularnych ele-
mentów powªokowych M (a), zale»y od modelowanego problemu. W szczególnych
przypadkach, niektóre lub nawet wszystkie te wektory mog¡ znika¢. W ogólnym
przypadku, ich rola jest taka sama jak odpowiednich wektorów siª i momentów
powierzchniowych, dziaªaj¡cych w punktach regularnych pªatów powªoki struk-
turalnej. Zgodnie z t¡ interpretacj¡, siªy n i(x , t) i momenty m i(x , t) przyªo»one
w punktach osobliwych ci przeci¦cia si¦ krzywych Γ z brzegiem ∂Γ nale»y ro-
zumie¢ jako warto±ci siª i momentów wewn¦trznych na kraw¦dziach, to znaczy
n i(x , t) = n(ci, t) oraz m i(x , t) = m(ci, t). Wielko±ci wyró»nione gwiazdk¡ s¡
wektorami siª i momentów przyªo»onych do cz¦±ci regularnej ∂Mf brzegu powªoki
strukturalnej oraz w punktach przeci¦cia si¦ krzywych Γ z t¡ cz¦±ci¡ brzegu.
Wielko±ci te s¡ przyjmowane jako zadane obci¡»enia brzegowe.

Przyj¦te powy»ej postacie wielko±ci dynamicznych, wchodz¡cych do caªko-
wych zasad mechaniki (3.3.7) i (3.3.8), s¡ naturaln¡ konsekwencj¡ sformuªowa-
nej wcze±niej ogólnej mechaniki powªok kawaªkami regularnych i naszkicowanej
w podrozdziale 3.1 ogólnej mechaniki pr¦tów kawaªkami regularnych. Stanowi¡
one jedyny postulat mechaniki powªok strukturalnych. U podstaw tego postulatu
le»y przekonanie, »e poª¡czenia powªok wielopªatowych, wzmocnienia powªok
»ebrami oraz podobne krzywoliniowe osobliwo±ci na powierzchni podstawowej
mo»na modelowa¢ jednowymiarowym kontinuum, które powinno mie¢ wªasno-
±ci dynamiczne analogiczne do tych wynikaj¡cych z dynamicznie i kinematycznie
±cisªej mechaniki pr¦tów.

3.3.3. Lokalne postacie zasad mechaniki

W dalszych rozwa»aniach b¦dziemy zakªadali, »e p¦d i moment p¦du s¡ ró»-
niczkowalne wzgl¦dem czasu. Wówczas zasady zachowania (3.3.8) mo»emy zapi-
sa¢ w postaci

b(P, t) ≡ f(P, t)− ṗ(P, t) = 0,

l(P, t) ≡ t(P, t)− ṁ(P, t) = 0.
(3.3.12)
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Poniewa» p¦d i moment p¦du s¡ okre±lone przez caªki po obszarach niezale»-
nych od czasu, wi¦c

ṗ(P, t) =
∫∫

Π\Γ

ṗ da +
∫

Π∩Γ

ṗΓ dl +
∑

a

ṗa,

ṁ(P, t) =
∫∫

Π\Γ

(ṡ + ~̇y × p + ~y × ṗ) da

+
∫

Π∩Γ

(ṡΓ + ~̇yΓ × pΓ + ~yΓ × ṗΓ ) dl

+
∑

a

(ṡa + ~̇ya × pa + ~ya × ṗa).

(3.3.13)

Podstawiaj¡c (3.3.13) do (3.3.12) oraz uwzgl¦dniaj¡c (3.3.11), caªkowita siªa i caª-
kowity moment dziaªaj¡ce na dowoln¡ cz¦±¢ powªoki strukturalnej przyjmuj¡ po-
sta¢

b(P, t) =
∫∫

Π\Γ

b da +
∫

Γ∩Π

bΓ dl +
∫

(∂Π\{ci})\∂Mf

nν dl +
∫

(∂Π∩∂Mf )\{ci}

n∗ dl

+
∑

ci∈(Γ∩∂Π)\∂Mf

n i +
∑

ci∈(Γ∩∂Mf )

n∗i +
∑

a

ba,

l(P, t) =
∫∫

Π\Γ

(l + ~y × b) da +
∫

Γ∩Π

(lΓ + ~yΓ × bΓ ) dl

+
∫

(∂Π\{ci})\∂Mf

(mν + ~y × nν) dl +
∫

(∂Π∩∂Mf )\{ci}

(m∗ + ~y × n∗) dl

+
∑

ci∈(Γ∩∂Π)\∂Mf

(m i + ~yΓ × n i) +
∑

ci∈(Γ∩∂Mf )

(m∗
i + ~yΓ × n∗i )

+
∑

a

(la + ~ya × ba).

(3.3.14)

Tutaj dla zwarto±ci zapisu wprowadzono nast¦puj¡ce oznaczenia:

b = f − ṗ, l = c − (ṡ + ~̇y × p), (3.3.15)
bΓ = f Γ − ṗΓ , lΓ = cΓ − (ṡΓ + ~̇yΓ × pΓ ), (3.3.16)
ba = f a − ṗa, la = ca − (ṡa + ~̇ya × pa). (3.3.17)

Wprowadzone oznaczenia maj¡ prosty sens �zyczny: s¡ to odpowiednie siªy i mo-
menty powierzchniowe, liniowe oraz skupione, zawieraj¡ce w sobie równie» siªy
i momenty inercyjne (bezwªadno±ci), pochodz¡ce od ruchu powªoki strukturalnej.
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Opis ruchu i deformacji ka»dego pªata M (a) jest identyczny z opisem dla
powierzchni podstawowej powªoki regularnej, a opis ruchu i deformacji ka»dej
krzywej Γ (p) jest identyczny z opisem dla osi regularnego pr¦ta. Jedyn¡ wi¦c
nowo±ci¡ rozpatrywanej tutaj teorii powªok strukturalnych jest problem istnienia
odpowiednich granic dla wszystkich wielko±ci dynamicznych, pojawiaj¡cych si¦
w wyra»eniach (3.3.14). Zakªadaj¡c istnienie odpowiednich granic, lokaln¡ posta¢
zasad mechaniki otrzymamy z zasad caªkowych, post¦puj¡c w sposób podobny
jak w mechanice kawaªkami regularnych powªok i pr¦tów.

Rys. 3.3.4. Orientacja pªatów powªoki strukturalnej.

Korzystaj¡c z dwuwymiarowego odpowiednika twierdzenia Cauchy'ego (1.4.54)
dla wektorów przekrojowych siª i momentów,

nν(x , t) = N (x , t)ν(x ), mν(x , t) = M (x , t)ν(x ), (3.3.18)
wyra»enia (3.3.14) na caªkowit¡ siª¦ i caªkowity moment mo»emy przedstawi¢
w postaci

b(P, t) =
∫∫

Π\Γ

b da +
∫

Γ∩Π

bΓ dl +
∫

∂Π\{ci}

Nν dl +
∑

ci∈(Γ∩∂Π)

n i

+
∫

(∂Π∩∂Mf )\{ci}

(n∗ −Nν) dl +
∑

ci∈(Γ∩∂Mf )

(n∗i − n i) +
∑

a

ba,

(3.3.19)
l(P, t) =

∫∫

Π\Γ

(l + ~y × b) da +
∫

Γ∩Π

(lΓ + ~yΓ × bΓ ) dl

+
∫

∂Π\{ci}

(Mν + ~y ×Nν) dl +
∑

ci∈(Γ∩∂Π)

(m i + ~yΓ × n i)
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+
∫

(∂Π∩∂Mf )\{ci}

{(m∗ −Mν) + ~y × (n∗ −N ν)}dl

+
∑

ci∈(Γ∩∂Mf )

{(m∗
i −m i) + ~yΓ × (n∗i − n i)}+

∑
a

(la + ~ya × ba). (3.3.19)2

Na mocy uogólnionych twierdze« o dywergencji powierzchniowej (1.4.41), caªki
w (3.3.19) wzdªu» brzegu ∂Π mo»na przedstawi¢ nast¦puj¡co:

∫

∂Π\{ci}

Nν dl =
∫∫

Π\Γ

DivN da−
∫

Γ∩Π

[Nν] dl,

(3.3.20)∫

∂Π\{ci}

Mν dl =
∫∫

Π\Γ

DivM da−
∫

Γ∩Π

[Mν] dl,

∫

∂Π\{ci}

~y ×Nν dl =
∫∫

Π\Γ

{
ad−1(NFT − FN T) + ~y × (DivN )

}
da

−
∫

Γ∩Π

[~y ×Nν] dl. (3.3.21)

Maj¡c na uwadze, »e Γ mo»e teraz by¢ wspóln¡ kraw¦dzi¡ dowolnej liczby
pªatów regularnych powªoki, skok ka»dej wielko±ci w (3.3.20) i (3.3.21) jest zde-
�niowany bardziej ogólnie ni» w (1.4.40):

[Nν] =
n∑

k=1

N (k)ν(k),

[Mν] =
n∑

k=1

M (k)ν(k),

[~y ×Nν] =
n∑

k=1

~y (k) ×N (k)ν(k).

(3.3.22)

Tutaj N (k) i inne wielko±ci oznaczone indeksem (k) s¡ sko«czonymi granicami
tych wielko±ci od wn¦trza pªata M (k) przy przej±ciu do wspólnej kraw¦dzi Γ .

Nowym elementem rozwa»anej tu teorii powªok strukturalnych s¡ dodatkowe
czªony w (3.3.19), wynikaj¡ce z modelowania poª¡cze« jako jednowymiarowego
kontinuum o dynamicznych wªasno±ciach typowych dla teorii pr¦tów. Caªkowe
prawa mechaniki musz¡ by¢ speªnione dla ka»dej cz¦±ci P powªoki struktural-
nej, której w kon�guracji odniesienia odpowiada obszar Π powierzchni podsta-



3.3. Dynamika powªok strukturalnych 217

wowej M . Odpowiedni wybór obszaru Π pozwala zastosowa¢ nast¦puj¡ce prze-
ksztaªcenia:

∑

ci∈(Γ∩∂Π)

n i =
∫

Γ∩Π

n ′ dl,

∑

ci∈(Γ∩∂Π)

(m + ~yΓ × n)i =
∫

Γ∩Π

(m ′ + ~y ′Γ × n + ~yΓ × n ′) dl.

(3.3.23)

W tych przeksztaªceniach przyj¦li±my, »e ka»d¡ krzyw¡ Γ (p) mo»na lokal-
nie przedstawi¢ w postaci parametrycznej ~yΓ = ~yΓ (s), gdzie s oznacza para-
metr dªugo±ci ªuku wzdªu» Γ . W rezultacie, wszystkie wielko±ci okre±lone wzdªu»
krzywych mo»na traktowa¢ równie» jako funkcje s, a (.)′ oznacza pochodn¡ od-
powiedniej wielko±ci wzgl¦dem tego parametru.

Podstawiaj¡c teraz (3.3.23), (3.3.20) i (3.3.21) do (3.3.19), caªkowita siªa dzia-
ªaj¡ca na dowoln¡ cz¦±¢ powªoki strukturalnej przyjmuje ostatecznie posta¢

b(P, t) =
∫∫

Π\Γ

(DivN + b) da +
∫

(∂′Π∩∂′Mf )\{ci}

(n∗ −Nν) dl

+
∫

Γ∩Π

(n ′ − [Nν] + bΓ ) dl +
∑

ci∈(∂Π∩∂Mf )

(n∗ − n)i +
∑

a

ba, (3.3.24)

natomiast caªkowity moment otrzymujemy w postaci

l(P, t) =
∫∫

Π\Γ

{
DivM + ad−1(NFT − FN T) + l + ~y × (DivN + b)

}
da

+
∫

(∂′Π∩∂′Mf )\{ci}

{(m∗ −Mν) + ~y × (n∗ −Nν)}dl

+
∫

Γ∩Π

{m ′ + ~y ′Γ × n − [Mν] − [~y ×Nν] + lΓ + ~yΓ × (n ′ + bΓ )}dl

+
∑

ci∈(∂Π∩∂Mf )

{
(m∗ −m)i + ~yΓ × (n∗ − n)i

}

+
∑

a

(la + ~ya × ba). (3.3.25)

Uwzgl¦dniaj¡c nast¦pnie de�nicje granic dla wektorów wodz¡cych

~y (k)(x , t) = lim
z→x

~y(z , t), z ∈ M (k), (3.3.26)
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wzdªu» krzywych brzegowych poszczególnych pªatów mo»emy wprowadzi¢ nast¦-
puj¡ce wektory przesuni¦cia wzgl¦dnego

z (k)(x , t) = ~yΓ (x , t)− ~y (k)(x , t). (3.3.27)

Wówczas wyra»enie

[~y ×Nν] =
n∑

k=1

~y (k) ×N (k)ν(k)

=
n∑

k=1

(~yΓ − z (k))×N (k)ν(k)

= ~yΓ ×
n∑

k=1

N (k)ν(k) −
n∑

k=1

z (k) ×N (k)ν(k) (3.3.28)

mo»na zapisa¢ jako

[~y ×Nν] = ~yΓ × [Nν] − [z ×Nν]. (3.3.29)

Uwzgl¦dniaj¡c ten wynik, caªkowity moment (3.3.25) przyjmuje ostatecznie po-
sta¢

l(P, t) =
∫∫

Π\Γ

{
DivM + ad−1(NFT − FN T) + l + ~y × (DivN + b)

}
da

+
∫

(∂′Π∩∂′Mf )\{ci}

{(m∗ −Mν) + ~y × (n∗ −Nν)}dl

+
∫

Γ∩Π

(
m ′ + ~y ′Γ × n − ([Mν] − [z ×Nν]) + lΓ

+ ~yΓ × (n ′ − [Nν] + bΓ )
)

dl

+
∑

ci∈(∂Π∩∂Mf )

{(m∗
i −m i) + ~yΓ × (n∗i − n i)}

+
∑

a

(la + ~ya × ba). (3.3.30)

Uwzgl¦dnienie w caªkowych prawach mechaniki siª i momentów skupionych
w izolowanych punktach jest czym± naturalnym i nie przysparza wi¦kszych kªo-
potów. Natomiast w analizie lokalnej uwzgl¦dnienie tych siª i momentów jest ju»
bardzo kªopotliwe i wymaga stosowania zaawansowanego aparatu matematycz-
nego. Dlatego w dalszych rozwa»aniach wielko±ci te b¦dziemy pomijali.
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3.3.4. Lokalne postacie zasad mechaniki powªok strukturalnych
Zasada zachowania masy (3.3.7) jest speªniona to»samo±ciowo, gdy» wszystkie

g¦sto±ci mas nie zale»¡ od czasu.
W punktach regularnych ka»dego pªata M (a) lokalne równania ruchu, wyni-

kaj¡ce z zasady zachowania p¦du i momentu p¦du (3.3.8), przyjmuj¡ t¦ sam¡
posta¢ jak w mechanice powªok regularnych:

DivN + b = 0,

DivM + ad−1(NFT − FN T) + l = 0.
(3.3.31)

Dynamiczne warunki brzegowe w punktach regularnych cz¦±ci ∂Mf brzegu
równie» maj¡ posta¢ tak¡ jak w mechanice powªok regularnych:

Nν = n∗, Mν = m∗. (3.3.32)

Nowym elementem teorii powªok strukturalnych s¡ dynamiczne warunki ci¡-
gªo±ci, które w punktach regularnych krzywych osobliwych przyjmuj¡ teraz po-
sta¢

n ′ − [N ν] + bΓ = 0,

m ′ + ~y ′Γ × n − ([Mν] − [z ×Nν]) + lΓ = 0.
(3.3.33)

Ponadto, w izolowanych punktach brzegu otrzymujemy dodatkowo nast¦pu-
j¡ce dynamiczne warunki brzegowe:

n∗i − n i = 0, m∗
i −m i = 0, (3.3.34)

W teorii powªok regularnych dynamiczne warunki ci¡gªo±ci (1.4.61) maj¡ po-
sta¢ równa« algebraicznych, natomiast warunki (3.3.33) s¡ ju» równaniami ró»-
niczkowymi. Posta¢ tych równa« ró»ni si¦ od równa« mechaniki pr¦tów dodatko-
wymi czªonami, wynikaj¡cymi ze wzajemnego oddziaªywania regularnego pr¦ta
z regularnymi pªatami powªok powstaj¡cego jako wynik poª¡czenia w jedn¡ ca-
ªo±¢ tych elementów konstrukcji.

3.4. Kinematyka powªok strukturalnych
3.4.1. To»samo±¢ caªkowa

Zasadniczym wynikiem rozwa»a« poprzedniego podrozdziaªu jest skonstru-
owanie postaci caªkowych zasad zachowania p¦du i momentu p¦du dla klasy
konstrukcji in»ynierskich, któr¡ umownie nazwali±my powªokami strukturalnymi.
Z tych zasad otrzymali±my nast¦pnie, na drodze przeksztaªce« czysto formalnych,
lokalne równania ruchu (3.3.31) i dynamiczne warunki uboczne (3.3.32)�(3.3.34).

Kompletne sformuªowanie mechaniki powªok strukturalnych wymaga uzupeª-
nienia powy»szych zale»no±ci dynamicznych peªnym opisem kinematyki, w tym
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sformuªowaniem odpowiednich miar przemieszcze« i odksztaªce«, ustaleniem ki-
nematycznych warunków ubocznych oraz analiz¡ ogólnej postaci równa« konsty-
tutywnych. Sformuªowanie tych brakuj¡cych elementów teorii wymaga odpowied-
niego post¦powania, aby byªy one spójne z przyj¦t¡ postaci¡ zasad mechaniki.
Mo»na to osi¡gn¡¢ powtarzaj¡c tok rozumowania, który stosowali±my ju» przy
formuªowaniu mechaniki powªok regularnych.

Podobnie jak w przypadku powªok regularnych (rozdz. 1 i 2), peªny opis ki-
nematyki powªoki strukturalnej mo»na otrzyma¢ tworz¡c to»samo±¢ caªkow¡ po-
dobn¡ do tej z podrozdziaªu 1.5 i 1.6. Model dynamiczny powªoki strukturalnej
jest jednak znacznie bogatszy, a sformuªowanie odpowiedniej to»samo±ci caªko-
wej trudniejsze. W jej konstrukcji musimy uwzgl¦dni¢ nie tylko lokalne równania
ruchu (3.3.31) i dynamiczne warunki brzegowe (3.3.32), lecz równie» rozszerzone
dynamiczne równania ci¡gªo±ci (3.3.33) w punktach x ∈ Γ oraz dynamiczne wa-
runki brzegowe (3.3.34) w izolowanych punktach ci ∈ Γ ∩ ∂Mf .

Dla przejrzysto±ci dalszego toku post¦powania, zapiszmy równania (3.3.31)
i warunki ci¡gªo±ci (3.3.33) w zwartej postaci

b ≡ DivN + f + f in = 0,

l ≡ DivM + ad−1
(
NFT − FN T

)
+ c + cin = 0,

(3.4.1)

bΓ ≡ n ′ − [Nν] + f Γ + f in
Γ = 0,

lΓ ≡ m ′ − (
[Mν] − [z ×Nν]

)
+ ~y ′Γ × n + cΓ + cin

Γ = 0,
(3.4.2)

gdzie wprowadzili±my nast¦puj¡ce oznaczenia dla inercjalnych siª i momentów:

f in ≡ −ṗ, cin ≡ −(ṡ + ~y × ṗ), (3.4.3)

f in
Γ ≡ −ṗΓ , cin

Γ ≡ −(ṡΓ + ~yΓ × ṗΓ ). (3.4.4)

Przy tworzeniu to»samo±ci caªkowej musimy pami¦ta¢, »e krzywe osobliwe Γ
s¡, w ogólnym przypadku, jednowymiarowymi o±rodkami ci¡gªymi o wªasnej dy-
namice i kinematyce. Obok dwóch dowolnych pól wektorowych v(x , t) i w(x , t)
zde�niowanych na M\Γ , nale»y wi¦c teraz wprowadzi¢ dwa dodatkowe pola wek-
torowe vΓ (x , t) i wΓ (x , t) zde�niowane wyª¡cznie na Γ . Wprowadzaj¡c zwarte
oznaczenia w ≡ (v ,w) i wΓ ≡ (vΓ ,wΓ ), punktem wyj±cia w konstrukcji to»sa-
mo±ci caªkowej mo»e by¢ wi¦c nast¦puj¡ce wyra»enie (por. (1.5.4)):

H(P, t;w,wΓ ) ≡
∫∫

Π\Γ

(b · v + l ·w) da +
∫

Γ∩Π

(bΓ · vΓ + lΓ ·wΓ ) dl, (3.4.5)

gdzie Π ⊂ M jest obszarem w kon�guracji odniesienia uogólnionej powierzchni
podstawowej, odpowiadaj¡cym dowolnej cz¦±ci powªoki strukturalnej.
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Na mocy (3.4.1) i (3.4.2) mamy
t2∫

t1

{H(P, t;w,wΓ )} dt = 0 (3.4.6)

dla dowolnego przedziaªu czasu [t1, t2] oraz dowolnych pól w ≡ (v ,w) i wΓ ≡
(vΓ ,wΓ ). Sens �zyczny tych pól nie musi by¢ rozpatrywany na tym etapie roz-
wa»a«. Musz¡ one jednak speªnia¢ odpowiednie warunki regularno±ci, aby wyko-
nywane dalej przeksztaªcenia matematyczne byªy dopuszczalne.

3.4.2. Formalne przeksztaªcenia
Uwzgl¦dniaj¡c de�nicje wektorów b i l , pierwsz¡ caªk¦ w wyra»eniu (3.4.5)

mo»emy zapisa¢ w postaci
∫∫

Π\Γ

(b · v + l ·w) da =
∫∫

Π\Γ

(
(f + f in) · v + (c + cin) ·w)

da

+
∫∫

Π\Γ

(
(DivN ) · v +

(
DivM + ad−1(NFT − FN T)

) ·w
)

da. (3.4.7)

Przypomnijmy, »e uogólniona powierzchnia podstawowa M w kon�guracji
odniesienia jest teraz de�niowana w (3.3.1) jako suma wielu pªatów regularnych
M (a). B¦dziemy wiec zakªadali, »e pola wektorowe v(x , t) i w(x , t) s¡ ci¡gªe i ró»-
niczkowalne wewn¡trz ka»dego pªata M (a) oraz maj¡ ci¡gªe przedªu»enia do jego
brzegu ∂M (a). Zapewnia to istnienie sko«czonych granic v (a)(x , t) i w (a)(x , t)
tych pól przy przej±ciu do krzywych Γ , b¦d¡cych wspólnym brzegiem dwóch
lub wi¦cej pªatów M (a). Przy tych zaªo»eniach mo»emy zastosowa¢ uogólnione
twierdzenie o powierzchniowej dywergencji, w wyniku którego otrzymamy

∫∫

Π\Γ

((DivN ) · v + (DivM ) ·w) da = −
∫∫

Π\Γ

(N · ∆v +M · ∆w) da

+
∫

Γ∩Π

(
[Nν · v ] + [Mν ·w ]

)
dl +

∫

∂Π\{ci}

(Nν · v +Mν ·w) dl, (3.4.8)

gdzie skok poszczególnych wielko±ci jest zde�niowany jako

[Nν · v ] =
n∑

a=1

(N (a)ν(a)) · v (a),

[Mν ·w ] =
n∑

a=1

(M (a)ν(a)) ·w (a),

(3.4.9)
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a n ≥ 1 jest liczb¡ pªatów M (a), dla których Γ jest wspólnym brzegiem. Te de�-
nicje s¡ zgodne z (3.3.22) i orientacj¡ poszczególnych pªatów M (a), naszkicowan¡
na rys. 3.3.4.

Wyra»enie w caªce krzywoliniowej w (3.4.8) wzdªu» brzegu ∂Π nie jest zde�-
niowane w izolowanych punktach ci, b¦d¡cych punktami przeci¦cia krzywych Γ
z brzegiem ∂Π. Jest to nowy aspekt rozwa»anej tutaj mechaniki powªok struktu-
ralnych, który nie ma odpowiednika w mechanice powªok kawaªkami regularnych.

Podstawiaj¡c (3.4.8) do (3.4.7), otrzymujemy
∫∫

Π\Γ

( b · v + l ·w) da =
∫∫

Π\Γ

(
(f + f in) · v + (c + cin) ·w)

da

−
∫∫

Π\Γ

(
N · ∆v − {ad−1(NFT − FN T)} ·w +M · ∆w

)
da

+
∫

Γ∩Π

([Nν · v ] + [Mν ·w ]) dl +
∫

∂Π\{ci}

(Nν · v +Mν ·w) dl. (3.4.10)

W wyniku tych formalnych przeksztaªce« wyra»enie (3.4.5) mo»emy przed-
stawi¢ jako sum¦ dwóch skªadników

H(P, t;w,wΓ ) = G(P, t;w) + GΓ (P, t;w,wΓ ), (3.4.11)

gdzie

G(P, t;w) ≡
∫∫

Π\Γ

(
(f + f in) · v + (c + cin) ·w)

da

−
∫∫

Π\Γ

(
N · ∆v − {ad−1(NFT − FN T)}·w +M · ∆w

)
da

+
∫

∂Π\{ci}

(N ν · v +Mν ·w) dl, (3.4.12)

GΓ (P, t;w,wΓ ) ≡
∫

Γ∩Π

( bΓ ·vΓ + [Nν ·v ] + lΓ ·wΓ + [Mν ·w ]) dl. (3.4.13)

Zauwa»my, »e wyra»enie (3.4.12) jest zde�niowane przez caªki po cz¦±ci regularnej
powierzchni podstawowej M , natomiast wyra»enie (3.4.13) jest caªk¡ krzywoli-
niow¡ wzdªu» krzywych osobliwych Γ .
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Bior¡c pod uwag¦ de�nicje (3.4.2) wektorów bΓ i lΓ , wyra»enie (3.4.13) za-
piszemy jako

GΓ (P, t;w,wΓ ) ≡
∫

Γ∩Π

(
(f Γ + f in

Γ ) · vΓ + (cΓ + cin
Γ ) ·wΓ

)
dl

+
∫

Γ∩Π

(
n ′ · vΓ + (m ′ + ~y ′Γ × n) ·wΓ

)
dl

−
∫

Γ∩Π

(
[Nν] · vΓ − [Nν · v ]

+([Mν] − [z ×Nν]) ·wΓ − [Mν ·w ]
)

dl, (3.4.14)

gdzie (.)′ oznacza ró»niczkowanie wzgl¦dem parametru ªukowego wzdªu» Γ .
Drug¡ caªk¦ w tym wyra»eniu przeksztaªcimy, uwzgl¦dniaj¡c najpierw kla-

syczn¡ reguª¦ ró»niczkowania przez cz¦±ci wyra»e«
n ′ · vΓ = (n · vΓ )′ − n · v ′Γ ,

m ′ ·wΓ = (m ·wΓ )′ −m ·w ′
Γ .

(3.4.15)

Wymaga to dodatkowego zaªo»enia, »e te pola wektorowe s¡ ró»niczkowalne
wzdªu» ka»dej krzywej spo±ród tworz¡cych razem krzyw¡ osobliw¡ Γ , zgodnie
z de�nicj¡ (3.3.3). Przy tym zaªo»eniu, podstawiaj¡c (3.4.15) do drugiej caªki
(3.4.14) mamy

∫

Γ∩Π

(
n ′ · vΓ + (m ′ + ~y ′Γ × n) ·wΓ

)
dl =

∫

Γ∩Π

(
(n · vΓ )′ + (m ·wΓ )′

)
dl

−
∫

Γ∩Π

(
n · v ′Γ − (~y ′Γ × n) ·wΓ +m ·w ′

Γ

)
dl. (3.4.16)

Stosuj¡c do pierwszej caªki po prawej stronie (3.4.16) przeksztaªcenie, b¦d¡ce
odpowiednikiem twierdzenia (3.3.23), otrzymamy∫

Γ∩Π

(n · vΓ )′ dl =
∑

ci∈(Γ∩∂Π)

(n · vΓ )i,

∫

Γ∩Π

(m ·wΓ )′ dl =
∑

ci∈(Γ∩∂Π)

(m ·wΓ )i.
(3.4.17)

W wyniku tych przeksztaªce« wyra»enie (3.4.13) przyjmuje posta¢

GΓ (P, t;w,wΓ ) ≡
∫

Γ∩Π

(
(f Γ + f in

Γ ) · vΓ + (cΓ + cin
Γ ) ·wΓ

)
dl

−
∫

Γ∩Π

(wΓ + wΓ ) dl +
∑

ci∈(Γ∩∂Π)

((n · vΓ )i + (m ·wΓ )i) , (3.4.18)
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gdzie dla uproszczenia zapisu wprowadzili±my nast¦puj¡ce oznaczenia:
wΓ ≡ n · v ′Γ − (~y ′Γ × n) ·wΓ +m ·w ′

Γ , (3.4.19)
wΓ ≡ [Nν] · vΓ − [Nν · v ] + ([Mν] − [z ×Nν]) ·wΓ − [Mν ·w ]. (3.4.20)
Powy»sze dwie wielko±ci skalarne wΓ i wΓ maj¡ dobrze okre±lony sens �zyczny

i mog¡ stanowi¢ podstaw¦ do formuªowania ró»nych modeli poª¡cze« elementów
powªokowych.

3.4.3. Zasada wariacyjna
Powy»sze rozwa»ania odnosiªy si¦ do dowolnej cz¦±ci powªoki strukturalnej.

Wobec tego, otrzymane wyniki stosuj¡ si¦ równie» do caªej powªoki strukturalnej.
Zasadniczym rezultatem tych rozwa»a« s¡ dwa wyra»enia (3.4.12) i (3.4.18),

które zapisane dla caªej powªoki strukturalnej przyjmuj¡ posta¢

G(S, t;w) ≡
∫∫

M\Γ

(
(f + f in) · v + (c + cin) ·w)

da

−
∫∫

M\Γ

(
N · ∆v − {ad−1(NFT − FN T)} ·w +M · ∆w

)
da

+
∫

∂M\{ci}

(Nν · v +Mν ·w) dl, (3.4.21)

GΓ (S, t;w,wΓ ) ≡
∫

Γ∩M

(
(f Γ + f in

Γ ) · vΓ + (cΓ + cin
Γ ) ·wΓ

)
dl

−
∫

Γ∩M

(wΓ + wΓ ) dl +
∑

ci∈∂M

((n · vΓ )i + (m ·wΓ )i) . (3.4.22)

Zaªó»my teraz, »e brzeg ∂M caªej powªoki strukturalnej jest sum¡ rozª¡czn¡
dwóch cz¦±ci ∂Mf i ∂Md, to znaczy ∂M = ∂Mf ∪ ∂Md. Wówczas

∫

∂M\{ci}

(Nν · v +Mν ·w) dl =
∫

∂Mf\{ci}

(Nν · v +Mν ·w) dl

+
∫

∂Md\{ci}

(Nν · v +Mν ·w) dl, (3.4.23)

∑

ci∈∂M

((n · vΓ )i + (m ·wΓ )i) =
∑

ci∈∂Mf

((n · vΓ )i + (m ·wΓ )i)

+
∑

ci∈∂Md

((n · vΓ )i + (m ·wΓ )i) . (3.4.24)
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W przeksztaªconej to»samo±ci caªkowej (3.4.5) i (3.4.6) wykorzystali±my jedy-
nie lokalne równania ruchu, które posªu»yªy do przeksztaªcenia (3.4.5) do sumy
dwóch skªadników (3.4.21) i (3.4.22). Uwzgl¦dniaj¡c teraz w (3.4.23) dynamiczne
warunki brzegowe (3.3.32) i podstawiaj¡c nast¦pnie wynik do (3.4.21), otrzy-
mamy

G(S, t;w) =
∫∫

M\Γ

(f in · v + cin ·w) da

−
∫∫

M\Γ

(
N · ∆v − {ad−1(NFT − FN T)} ·w +M · ∆w

)
da

+
∫∫

M\Γ

(f · v + c ·w) da +
∫

∂Mf\{ci}

(n∗ · v +m∗ ·w) dl

+
∫

∂Md\{ci}

(N ν · v +Mν ·w) dl. (3.4.25)

Uwzgl¦dniaj¡c równie» w (3.4.24) dynamiczne warunki brzegowe (3.3.34) w izo-
lowanych punktach ci cz¦±ci brzegu ∂Mf i podstawiaj¡c otrzymany wynik do
(3.4.22), mamy równie»

GΓ (S, t;w,wΓ ) =
∫

Γ∩M

(f in
Γ · vΓ + cin

Γ ·wΓ ) dl −
∫

Γ∩M

(wΓ + wΓ ) dl

+
∫

Γ∩M

(f Γ · vΓ + cΓ ·wΓ ) dl +
∑

ci∈∂Mf

(n∗ · vΓ +m∗ ·wΓ )i

+
∑

ci∈∂Md

(n · vΓ +m ·wΓ )i. (3.4.26)

Wynik powy»szych formalnych przeksztaªce« mo»emy wyrazi¢ nast¦puj¡co:
je±li caªkowe zasady zachowania p¦du i momentu p¦du (3.3.8) s¡ speªnione, to

t2∫

t1

{G(S, t;w) + GΓ (S, t;w,wΓ )} dt = 0 (3.4.27)

dla dowolnych pól wektorowych w ≡ (v ,w) i wΓ ≡ (vΓ ,wΓ ). Twierdzenie od-
wrotne jest, oczywi±cie, równie» prawdziwe, a jego udowodnienie wymaga jedynie
zastosowania tego samego toku post¦powania, lecz w odwrotnej kolejno±ci.

Uzyskany wynik jest podobny do tego, który otrzymali±my w rozdz. 1 dla po-
wªok regularnych. Jego interpretacja �zyczna mo»e wi¦c by¢ równie» taka sama.
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W szczególno±ci, sens �zyczny wyra»enia (3.4.25) jest taki sam jak w przypadku
powªok regularnych. Jednak rozwa»ana tutaj teoria obejmuje teraz znacznie bo-
gatsz¡ klas¦ konstrukcji � powªoki strukturalne. Dlatego wyja±nienie sensu �-
zycznego poszczególnych skªadników w wyra»eniu (3.4.26) wymaga dalszej ana-
lizy.

Je±li pola wektorowe w ≡ (v ,w) i wΓ ≡ (vΓ ,wΓ ) s¡ interpretowane jako
kinematycznie dopuszczalne pola wirtualnych przesuni¦¢ i obrotów, znikaj¡ce na
∂Md, to ostatnie caªki w (3.4.25) i (3.4.26) znikaj¡. Wtedy to»samo±¢ caªkowa
(3.4.27) wyra»a zasad¦ wariacyjn¡ dla caªej powªoki strukturalnej.

3.4.4. Kinematyka powªoki strukturalnej
To»samo±¢ caªkowa (3.4.27) musi by¢ równie» speªniona w szczególnym przy-

padku rzeczywistego ruchu powªoki strukturalnej przy zadanych obci¡»eniach
zewn¦trznych. W tym szczególnym przypadku pola w ≡ (v ,w) i wΓ ≡ (vΓ ,wΓ )
uto»samiamy z rzeczywistymi pr¦dko±ciami v ≡ (υ,ω) i vΓ ≡ (υΓ , ωΓ ).

Z pr¦dko±ci rzeczywistych mo»na teraz wyznaczy¢ opis rzeczywistego ruchu
powªoki oraz odpowiednie miary przemieszcze« i odksztaªce« w toku podobnego
post¦powania, które byªo ju» stosowane w teorii regularnych powªok i pr¦tów. Nie
ma wi¦c potrzeby powtarzania tutaj wszystkich kolejnych kroków tej procedury.
Wystarczy jedynie zauwa»y¢, »e peªny opis kinematyczny powªoki strukturalnej
wymaga teraz czterech pól: przesuni¦¢ u(x , t) i obrotów Q(x , t), okre±lonych
w punktach regularnych x ∈ M\Γ powierzchni podstawowej ª¡cznie z cz¦±ci¡
regularn¡ ∂M\{ci} brzegu ∂M , oraz przesuni¦¢ uΓ (x , t) i obrotów QΓ (x , t),
okre±lonych w punktach x ∈ Γ krzywych osobliwych powierzchni podstawowej
ª¡cznie z izolowanymi punktami ci ∈ Γ ∩ ∂M brzegu ∂M .

Peªny opis ruchu powªoki strukturalnej ma wi¦c posta¢

~y(x , t) = ~x (x ) + u(x , t), T (x , t) = Q(x , t)T 0(x ), (3.4.28)
~yΓ (x , t) = ~xΓ (x ) + uΓ (x , t), TΓ (x , t) = QΓ (x , t)T 0

Γ (x ), (3.4.29)

gdzie T 0(x ) i T 0
Γ (x ) s¡ tensorami struktury kon�guracji odniesienia okre±lo-

nymi, odpowiednio, w punktach x ∈ M\Γ i x ∈ Γ , natomiast T (x , t) i TΓ (x , t)
s¡ odpowiednimi tensorami struktury kon�guracji aktualnej powªoki struktural-
nej. Te tensory mog¡ by¢ reprezentowane poprzez odpowiednie trójki wektorów
kierunkowych, jak to naszkicowano na rys. 3.4.1. Przesuni¦cia u(x , t) i obroty
Q(x , t) ka»dego pªata M (a) nie s¡ okre±lone na Γ , ale b¦dziemy zakªadali, »e
maj¡ one sko«czone granice u (a)(x , t) i Q (a)(x , t) w punktach x ∈ Γ .

Rzeczywiste pola pr¦dko±ci obliczane s¡ teraz z (3.4.28) i (3.4.29) tak samo
jak w teorii powªok regularnych i teorii regularnych pr¦tów:

υ(x , t) = ~̇y(x , t) = u̇(x , t),

Ω(x , t) = Q̇(x , t)Q(x , t)T = adω(x , t),
(3.4.30)
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υΓ (x , t) = ~̇yΓ (x , t) = u̇Γ (x , t),

ΩΓ (x , t) = Q̇Γ (x , t)QΓ (x , t)T = adωΓ (x , t).
(3.4.31)

Powªokowe miary odksztaªce« w punktach regularnych x ∈ M\Γ i pr¦towe
miary odksztaªce« w regularnych punktach krzywych osobliwych x ∈ Γ wyzna-
czamy równie» z (3.4.28) i (3.4.29) w taki sam sposób jak w teorii regularnych
powªok i teorii regularnych pr¦tów. Ponadto, z analizy wyra»e« (3.4.25) i (3.4.26)
wynika, »e kinematyczne warunki brzegowe przyjmuj¡ posta¢

u(x , t) = u∗(x , t), Q(x , t) = Q∗(x , t), (3.4.32)

w punktach regularnych x ∈ ∂Md\{ci} cz¦±ci ∂Md brzegu, oraz

uΓ (x , t) = u∗Γ (x , t), QΓ (x , t) = Q∗
Γ (x , t), (3.4.33)

w izolowanych punktach ci ∈ Γ ∩ ∂Md tej cz¦±ci brzegu, gdzie wielko±ci wyró»-
nione gwiazdk¡ s¡ danymi.

Rys. 3.4.1. Opis ruchu powªoki strukturalnej.

Do peªnego opisu kinematyki powªoki strukturalnej brakuj¡cym jeszcze ele-
mentem s¡ kinematyczne warunki ci¡gªo±ci, które nakªadaj¡ ograniczenia na od-
powiednie granice u (a)(x , t) i Q (a)(x , t) przesuni¦¢ i obrotów w punktach x ∈ Γ .
Posta¢ tych warunków zale»y jednak równie» od modelowanych poª¡cze« i pro-
blem ten jest przedmiotem analizy nast¦pnego podrozdziaªu. Tutaj zauwa»my je-
dynie, »e przyj¦te w podrozdziale 3.3 zasady mechaniki s¡ jedynymi postulatami
mechaniki powªok strukturalnych. Te postulaty okre±laj¡ zakres stosowalno±ci tej
teorii do problemów in»ynierskich. Posta¢ tych zasad jest wystarczaj¡co bogata,
aby uj¡¢ wiele wa»nych przypadków szczególnych.

O ile wyra»enie (3.4.25) dla cz¦±ci regularnej powªoki strukturalnej zale»y
tylko od pól w ≡ (v ,w), to wyra»enie (3.4.26) dla cz¦±ci osobliwej powªoki struk-
turalnej zale»y nie tylko od pól wΓ ≡ (vΓ ,wΓ ), ale równie» od pól w ≡ (v ,w),
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a ±ci±lej od warto±ci granicznych tych pól przy przej±ciu do krzywej osobliwej.
Dlatego modelowanie poª¡cze« regularnych cz¦±ci powªok nie mo»e by¢ rozpa-
trywane niezale»nie od rozwa»enia struktury zale»no±ci osobliwej cz¦±ci powªoki
strukturalnej.

3.5. Równania konstytutywne i modelowanie poª¡cze« powªokowych
3.5.1. Zestawienie podstawowych zale»no±ci

Mechanika powªok strukturalnych, której podstawy zostaªy sformuªowane
w dwóch poprzednich podrozdziaªach, opisana jest przez:

lokalne równania ruchu

DivN + f + f in = 0,

DivM + ad−1(NFT − FN T) + c + cin = 0,
(3.5.1)

które musz¡ by¢ speªnione we wszystkich punktach regularnych x ∈ M\Γ , oraz
dynamiczne warunki ci¡gªo±ci

n ′ − [Nν] + f Γ + f in
Γ = 0,

m ′ + ~y ′Γ × n − [Mν] + [z ×Nν] + cΓ + cin
Γ = 0,

(3.5.2)

które musz¡ by¢ speªnione w punktach x ∈ Γ krzywych osobliwych.
W ogólnym przypadku analiza matematyczna zagadnienia wymaga rozwi¡-

zania sprz¦»onego ukªadu 3 + 3 + 3 + 3 = 12 równa« ró»niczkowych zwyczaj-
nych i cz¡stkowych które, ª¡cznie z odpowiednimi równaniami konstytutywnymi
i zwi¡zkami kinematycznymi, pozwalaj¡ wyznaczy¢ przesuni¦cia u i obroty Q
w punktach regularnych x ∈ M\Γ oraz przesuni¦cia uΓ i obroty QΓ w punk-
tach x ∈ Γ przy zadanych warunkach brzegowych i pocz¡tkowych.

Kompletny ukªad warunków brzegowych zawiera:
dynamiczne warunki brzegowe

N ν = n∗, Mν = m∗ (3.5.3)

w punktach regularnych x ∈ ∂Mf\{ci} cz¦±ci ∂Mf brzegu, gdzie zadane s¡ ob-
ci¡»enia zewn¦trzne,

kinematyczne warunki brzegowe

u = u∗, Q = Q∗ (3.5.4)

w punktach regularnych x ∈ ∂Md\{ci} komplementarnej cz¦±ci ∂Md brzegu,
gdzie zadane s¡ przemieszczenia i obroty,
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dynamiczne warunki brzegowe

n i = n∗i , m = m∗
i (3.5.5)

w izolowanych punktach ci ∈ Γ ∩ ∂Mf cz¦±ci ∂Mf brzegu, gdzie zadane s¡ ze-
wn¦trzne obci¡»enia skupione, oraz

kinematyczne warunki brzegowe

(uΓ − u∗Γ )i = 0, (QΓ −Q∗
Γ )i = 0 (3.5.6)

w izolowanych punktach ci ∈ Γ ∩ ∂Md cz¦±ci ∂Md brzegu, gdzie zadane s¡ prze-
suni¦cia i obroty.

Powy»sze równania i warunki brzegowe oraz odpowiednie zale»no±ci kinema-
tyczne nie zale»¡ ani od wªasno±ci materiaªowych, ani te» od charakteru modelo-
wanych poª¡cze«. Te równania i warunki s¡ wa»ne dla caªej klasy powªok struk-
turalnych. Do kompletnego sformuªowania zagadnienia pocz¡tkowo-brzegowego
mechaniki takich konstrukcji powy»sze równania i warunki brzegowe musz¡ by¢
uzupeªnione odpowiednimi kinematycznymi warunkami ci¡gªo±ci wzdªu» krzy-
wych Γ , warunkami pocz¡tkowymi i równaniami konstytutywnymi. W przyj¦tym
tutaj podej±ciu, równania konstytutywne stanowi¡ integraln¡ cz¦±¢ matematycz-
nego modelowania poª¡cze«.

3.5.2. Ogólna struktura równa« konstytutywnych
W punktach regularnych x ∈ M\Γ równania konstytutywne i warunki po-

cz¡tkowe musz¡ mie¢ tak¡ sam¡ posta¢ jak w teorii powªok regularnych. Wynika
to wprost z analizy wyra»enia (3.4.25) na wirtualn¡ prac¦ cz¦±ci regularnej po-
wªoki strukturalnej.

Istotnie, w przypadku ruchu rzeczywistego wyra»enie podcaªkowe w drugiej
caªce w (3.4.25) przyjmuje posta¢

σ ≡ N · ∆

υ − {
ad−1(NFT − FN T)

} · ω +M · ∆

ω. (3.5.7)

Wyra»a ono powierzchniow¡ g¦sto±¢ efektywnej mocy mechanicznej w punktach
x ∈ M\Γ , identyczn¡ z wyra»eniem (1.6.5), wyprowadzonym dla powªok regular-
nych. Uwzgl¦dniaj¡c wi¦c de�nicje energetycznie sprz¦»onych miar odksztaªce«
(podrozdziaª 1.7), wyra»enie (3.5.7) przyjmuje posta¢

σ ≡ N ·E◦ +M ·K ◦. (3.5.8)

Z (3.5.8) wynika, »e równania konstytutywne dla cz¦±ci regularnej powªoki
strukturalnej wymagaj¡, aby tensory przekrojowych siª N i momentów M byªy
danymi funkcjonaªami historii powªokowych miar odksztaªce« E i K , dysku-
towanymi w podrozdziale 2.2. W szczególnym przypadku powªok spr¦»ystych,
takie równania konstytutywne przyjmuj¡ posta¢ (2.2.16), a w przypadku powªok
hiperspr¦»ystych posta¢ (2.2.21).
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W ruchu rzeczywistym powªoki strukturalnej pierwsza caªka w wyra»eniu
(3.4.25) przedstawia moc mechaniczn¡ siª i momentów inercji

Gin(S, t; v) =
∫∫

M\Γ

(f in · υ + cin · ω) da, (3.5.9)

gdzie v ≡ (υ,ω). Po uwzgl¦dnieniu de�nicji (3.4.3) siª i momentów inercji, wy-
ra»enie (3.5.9) jest identyczne z odpowiednim wyra»eniem wyprowadzonym dla
powªok regularnych w podrozdziale 1.6. Dlatego kinetyczne równania konstytu-
tywne powªok strukturalnych s¡ takie same jak te dyskutowane w p. 2.2.8. Dla
szczególnego przypadku powªok spr¦»ystych kinetyczne równania konstytutywne
dla p¦du i momentu p¦du przyjmuj¡ posta¢ (2.2.38).

Nowym elementem mechaniki powªok strukturalnych s¡ dynamiczne warunki
ci¡gªo±ci (3.5.2), b¦d¡ce teraz równaniami ró»niczkowymi, a nie algebraicznymi,
jak ma to miejsce w mechanice powªok kawaªkami regularnych. Dlatego kom-
pletne sformuªowanie teorii powªok strukturalnych wymaga nie tylko równa« kon-
stytutywnych, lecz równie» dodatkowych zale»no±ci o charakterze konstytutyw-
nym. Ogóln¡ struktur¦ takich zale»no±ci otrzymamy badaj¡c wyra»enie (3.4.26),
które w przypadku ruchu rzeczywistego powªoki strukturalnej przyjmuje posta¢

GΓ (S, t; v, vΓ ) =
∫

Γ∩M

(f in
Γ · υΓ + cin

Γ · ωΓ ) dl −
∫

Γ∩M

(σΓ + σΓ ) dl

+
∫

Γ∩M

(f Γ · υΓ + cΓ · ωΓ ) dl +
∑

ci∈∂Mf

(n∗ · υΓ +m∗ · ωΓ )i

+
∑

ci∈∂Md

(n · υΓ +m · ωΓ ). (3.5.10)

Pierwsza caªka w (3.5.10) przedstawia moc mechaniczn¡ siª i momentów in-
ercji na krzywych Γ , suma dwóch nast¦pnych wyra»e« jest moc¡ mechaniczn¡
obci¡»e« zewn¦trznych, dziaªaj¡cych wzdªu» tych krzywych, a ostatnie wyra»enie
jest dodatkow¡ moc¡ mechaniczn¡ okre±lon¡ w punktach przeci¦cia Γ z brze-
giem ∂M .

Po uwzgl¦dnieniu de�nicji (3.4.4), pierwsza caªka w (3.5.10) jest identyczna
z odpowiednim wyra»eniem wyprowadzonym w mechanice pr¦tów w podroz-
dziale 3.1. St¡d wynika, »e p¦d i moment p¦du na krzywych Γ dla szczegól-
nego przypadku materiaªu spr¦»ystego musz¡ by¢ dane przez kinetyczne rów-
nania konstytutywne postaci (3.1.26), b¦d¡ce odpowiednikiem równa« konstytu-
tywnych (2.2.38).

Wyra»enia podcaªkowe w drugiej caªce (3.5.10) s¡ tymi wielko±ciami, które
wymagaj¡ dalszej szczegóªowej analizy. Zgodnie z de�nicjami (3.4.19) i (3.4.20),
w ruchu rzeczywistym wyra»enia na σΓ i σΓ przyjmuj¡ posta¢

σΓ ≡ n · υ′Γ − (~y ′Γ × n) · ωΓ +m · ω′Γ , (3.5.11)
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σΓ ≡ [Nν] ·υΓ − [Nν ·υ]+([Mν] − [z ×Nν]) ·ωΓ − [Mν ·ω]. (3.5.12)
Wyra»enie (3.5.11), przedstawiaj¡ce g¦sto±¢ mocy przekrojowych siª i momen-

tów wewn¦trznych na krzywych osobliwych, mo»emy zapisa¢ w postaci

σΓ ≡ n · ε◦Γ +m · κ◦Γ , (3.5.13)

gdzie εΓ i κΓ s¡ wektorowymi miarami odksztaªce« zde�niowanymi w teorii pr¦-
tów (podrozdziaª 3.1). Bª¦dnym jednak byªoby wyci¡ganie st¡d wniosku, »e bra-
kuj¡ce zale»no±ci konstytutywne wzdªu» Γ dla np. materiaªu spr¦»ystego mo»na
przyj¡¢ w postaci (3.1.25), tak jak to ma miejsce w teorii pr¦tów. Wyra»enia
(3.5.11) i (3.5.12) nale»y rozpatrywa¢ ª¡cznie, tak jak to wynika z (3.5.10). Dla-
tego równie» ogólna posta¢ brakuj¡cych zale»no±ci konstytutywnych musi wyni-
ka¢ z analizy obu wyra»e« (3.5.11) i (3.5.12) jednocze±nie.

Szczegóªowa analiza wyra»enia (3.5.12) zale»y jednak od konkretnej interpre-
tacji �zycznej krzywych osobliwych Γ , które w ogólnym przypadku mog¡ mo-
delowa¢ bardzo ró»ne typy poª¡cze« pªatów powªoki strukturalnej. Ka»dy taki
szczególny przypadek poª¡czenia wymaga praktycznie odr¦bnego sformuªowania
i analizy.

3.5.3. Kinematyczne poª¡czenia sztywne
Poª¡czenia elementów powªokowych mo»na umownie podzieli¢ na dwie ob-

szerne grupy: sztywne i odksztaªcalne. Modelowanie poª¡cze« sztywnych jest
wzgl¦dnie proste i cz¦±ciowo zostaªo ju» uj¦te w mechanice powªok kawaªkami
regularnych. Jednak»e teoria powªok strukturalnych rzuca wi¦cej ±wiatªa równie»
i na ten problem.

Rozwa»my poª¡czenie dowolnej liczby regularnych pªatów powªoki M (k), k=1,
2, . . . , n, wzdªu» krzywej Γ , b¦d¡cej ich wspóln¡ kraw¦dzi¡. Poª¡czenie nazwiemy
sztywnym, je±li granice przesuni¦¢ u (k)(x , t) i obrotów Q(k)(x , t), obliczone dla
ka»dego pªata M (k) przy przej±ciu do wspólnej kraw¦dzi Γ , maj¡ wspólne warto±ci

u (k) ≡ uΓ , Q(k) ≡ QΓ , k = 1, 2, . . . , n, (3.5.14)

b¦d¡ce w rezultacie przesuni¦ciem i obrotem samej kraw¦dzi Γ .
Kinematyczne warunki ci¡gªo±ci (3.5.14) nie okre±laj¡ cech dynamicznych sa-

mego poª¡czenia. Te cechy musz¡ by¢ dodatkowo okre±lone w zale»no±ci od cha-
rakteru �zycznego poª¡czenia.

W najprostszym przypadku mo»na przyj¡¢, »e poª¡czenia pªatów powªoko-
wych nie maj¡ swoich wªasnych cech dynamicznych. W rezultacie, zbiór Γ na-
le»y traktowa¢ jako zbiór krzywych geometrycznych. Takie zaªo»enie powinno by¢
uwzgl¦dnione ju» na poziomie formuªowania zasad zachowania p¦du i momentu
p¦du (podrozdziaª 3.2). Jest to wi¦c bardzo szczególny przypadek poª¡czenia,
uj¦ty ju» w ogólnej teorii powªok kawaªkami regularnych.
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Je±li wi¦c poª¡czenia pªatów powªokowych nie maj¡ masy, a tym samym nie
maj¡ siª i momentów inercji, jak równie» wªasno±ci dynamicznych wyra»onych
przez siªy i momenty wewn¦trzne, to w ogólnej teorii powªok strukturalnych na-
le»y przyj¡¢

n = m = f in
Γ = cin

Γ = 0. (3.5.15)
W wyniku zaªo»enia (3.5.14) przesuniecie wzgl¦dne z w poª¡czeniu zde�nio-

wane w (3.3.27) znika. Przy z = 0, po uwzgl¦dnieniu zaªo»e« (3.5.15) dynamiczne
równania ci¡gªo±ci (3.5.2) upraszczaj¡ si¦ do postaci

[Nν] − f Γ = 0, [Mν] − cΓ = 0. (3.5.16)

Równania (3.5.16) stanowi¡ uogólnienie odpowiednich równa« wyprowadzo-
nych w ramach mechaniki powªok kawaªkami regularnych. Zostaªy one tu otrzy-
mane dla krzywych osobliwych Γ , stanowi¡cych wspólne cz¦±ci dowolnej liczby
pªatów regularnych. Rozpatrywana tu teoria powªok strukturalnych dopuszcza
równie» obci¡»enia zewn¦trzne przyªo»one wzdªu» tych krzywych, co jest raczej
typowym przypadkiem w konstrukcjach in»ynierskich.

W wyniku zaªo»e« (3.5.15) wyra»enie (3.5.13) równie» znika, σΓ = 0. Nato-
miast zgodnie z kinematycznymi warunkami ci¡gªo±ci (3.5.14)

υΓ = υ(k), ωΓ = ω(k), k = 1, 2, . . . , n. (3.5.17)

Uwzgl¦dniaj¡c (3.5.17) w wyra»eniu (3.5.12), mamy

σΓ = [Nν] · υΓ − [Nν · υ] + [Mν] · ωΓ − [Mν · ω]

= [Nν] · υΓ − [Nν] · υΓ + [Mν] · ωΓ − [Mν] · ωΓ = 0 (3.5.18)

i wyra»enie (3.5.10) upraszcza si¦ do postaci

GΓ (S, t; vΓ ) =
∫

Γ∩M

(f Γ ·υΓ +cΓ ·ωΓ ) dl+
∑

ci∈∂Mf

(n∗ ·υΓ +m∗ ·ωΓ )i. (3.5.19)

Wyra»enie (3.5.19) przedstawia moc mechaniczn¡ obci¡»e« zewn¦trznych
dziaªaj¡cych wzdªu» poª¡cze« sztywnych. Odpowiadaj¡ce (3.5.19) wyra»enie
GΓ (S, t; vΓ ) musi by¢ uwzgl¦dnione w to»samo±ci caªkowej (3.4.27) powªoki struk-
turalnej. Je±li ponadto f Γ = 0 i cΓ = 0, to wyra»enie (3.5.19) zeruje si¦, tak jak
to miaªo miejsce w mechanice powªok kawaªkami regularnych.

Podkre±lmy, »e (3.5.15) jest zaªo»eniem dynamicznym niezale»nym od zaªo»e-
nia kinematycznego (3.5.14). Sprowadza si¦ ono w istocie do caªkowitego pomi-
ni¦cia cech dynamicznych poª¡czenia. Dlatego ten typ poª¡cze« mo»na nazwa¢
kinematycznym poª¡czeniem sztywnym. Jest to najprostszy typ poª¡cze« pªatów
powªoki, który b¦dzie stosowany w analizie przykªadów numerycznych w cz¦±ci
drugiej tej ksi¡»ki.
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3.5.4. Dynamiczne poª¡czenia sztywne
W wielu przypadkach konstrukcji in»ynierskich same poª¡czenia elementów

powªokowych s¡ wykonane z materiaªu o innych wªasno±ciach mechanicznych, ni»
wªasno±ci mechaniczne ª¡czonych pªatów powªokowych. Dlatego caªkowite pomi-
janie cech dynamicznych poª¡cze« nie zawsze jest uzasadnione i teoria powªok
strukturalnych tego nie wymaga.

Rozwa»my przypadek poª¡cze« pªatów powªokowych dla których zaªo»enia ki-
nematyczne (3.5.14) s¡ uzasadnione, ale zaªo»enia dynamiczne (3.5.15) mog¡ ju»
nie by¢ uzasadnione. Jedynie przy zaªo»eniach (3.5.14), których sens �zyczny jest
dokªadnie taki sam jak w przypadku rozwa»anym powy»ej, otrzymamy σΓ = 0.
Wtedy wyra»enie (3.5.10) na moc mechaniczn¡ przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢:

GΓ (S, t; vΓ ) =
∫

Γ∩M

(
f in

Γ · υΓ + cin
Γ · ωΓ

)
dl −

∫

Γ∩M

(n · ε◦Γ +m · κ◦Γ ) dl

+
∫

Γ∩M

(f Γ · υΓ + cΓ · ωΓ ) dl +
∑

ci∈∂Mf

(n∗ · υΓ +m∗ · ωΓ )i

+
∑

ci∈∂Md

(n · υΓ +m · ωΓ ). (3.5.20)

Wyra»enie na GΓ (S, t; vΓ ) analogiczne do (3.5.20) musi by¢ uwzgl¦dnione w to»-
samo±ci (3.4.27).

Analiza matematyczna dynamicznych poª¡cze« sztywnych wymaga rozwi¡za-
nia sprz¦»onego ukªadu równa« ró»niczkowych (3.5.1) i (3.5.2) przy zadanych wa-
runkach brzegowych i pocz¡tkowych, uzupeªnionych odpowiednimi równaniami
konstytutywnymi. W szczególnym przypadku strukturalnych powªok spr¦»ystych,
równania konstytutywne w obszarze regularnym (2.2.16) musz¡ by¢ uzupeªnione
równaniami konstytutywnymi

n = n̂(εΓ , κΓ ), m = m̂(εΓ , κΓ ) (3.5.21)

wzdªu» krzywych Γ .
Zauwa»my, ze równania konstytutywne (3.5.21) maj¡ posta¢ identyczn¡ z rów-

naniami konstytutywnymi mechaniki pr¦tów spr¦»ystych, a dynamiczne warunki
ci¡gªo±ci (3.5.2) s¡ w istocie równaniami ruchu pr¦ta, w których dodatkowe czªony
[Nν] i [Mν] maj¡ sens �zyczny nieznanych obci¡»e« zewn¦trznych.

Rozwa»an¡ tutaj klas¦ poª¡cze« mo»na nazwa¢ dynamicznymi poª¡czeniami
sztywnymi, poniewa» uwzgl¦dniaj¡ one cechy dynamiczne poª¡cze«, takie jak ich
sztywno±¢ i bezwªadno±¢. Taki model poª¡czenia ujmuje m.in. przypadki powªok
u»ebrowanych (rys. 3.2.4) i powªok o skokowej zmianie sztywno±ci (rys. 3.2.5)
pod warunkiem, »e s¡ speªnione kinematyczne warunki ci¡gªo±ci (3.5.14).
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3.5.5. Poª¡czenia odksztaªcalne
Jak wynika z powy»szych rozwa»a«, kinematyczne i dynamiczne poª¡czenia

sztywne stanowi¡ dobrze okre±lone szczególne klasy poª¡cze« i s¡ najcz¦±ciej spo-
tykane w zªo»onych konstrukcjach in»ynierskich. Wszystkie inne rodzaje poª¡cze«
mo»na ogólnie nazwa¢ odksztaªcalnymi.

Najogólniejszy przypadek takich poª¡cze« jest opisany równaniami (3.5.1)
i (3.5.2) ª¡cznie z równaniami konstytutywnymi postaci (2.2.21) i (3.5.21) oraz od-
powiednimi kinetycznymi równaniami konstytutywnymi. Problem wówczas spro-
wadza si¦ do rozwi¡zania tego ukªadu równa« dla zadanych warunków brzego-
wych i pocz¡tkowych. W ogólnym przypadku jest to jednak problem zbyt zªo»ony
do bezpo±redniej analizy. W ramach tej klasy poª¡cze« nale»aªoby wydzieli¢ wiele
przypadków szczególnych, a ka»dy taki przypadek szczególny wymagaªby prak-
tycznie odr¦bnego sformuªowania i analizy.

Podstawowy problem le»y w wyra»eniu (3.5.12), którego szczegóªowa analiza
wymaga przeksztaªcenia skªadników [Nν · υ] i [Mν · ω] na mocy twierdzenia
typu (3.2.10). Gdy jednak krzywa Γ jest wspóln¡ kraw¦dzi¡ wi¦cej ni» dwóch
pªatów, twierdzenie (3.2.10) nie jest ju» stosowalne. Jego uogólnienie na przypa-
dek poª¡czenia wielu pªatów wzdªu» wspólnej krzywej nie jest wcale oczywiste,
a posta¢ uogólnionego twierdzenia zale»y od liczby ª¡czonych pªatów i cech me-
chanicznych poª¡czenia.

Najprostszym jest przypadek ª¡czenia tylko dwóch pªatów wzdªu» ka»dej krzy-
wej osobliwej, chocia» ª¡czonych nie koniecznie na sztywno. Takie poª¡czenie
nazwiemy umownie poª¡czeniem prostym, modeluj¡cym m.in. przypadki powªok
u»ebrowanych (rys. 3.2.4) i powªok o skokowej zmianie sztywno±ci (rys. 3.2.5),
bez ograniczania si¦ do kinematycznych warunków ci¡gªo±ci (3.5.14). W analizie
tej klasy poª¡cze« odksztaªcalnych mo»na nadal korzysta¢ z twierdzenia (3.2.10).

W szczególnym przypadku powªok strukturalnych, których powierzchnia pod-
stawowa M w kon�guracji odniesienia (ale nie kon�guracji aktualnej) jest po-
wierzchnia gªadk¡, sªuszne jest równie» twierdzenie (3.2.12). Wykorzystuj¡c to
twierdzenie, dla poª¡cze« prostych wyra»enie (3.5.12) mo»emy przeksztaªci¢ do
postaci

σΓ = [N ν] · (υΓ − 〈v〉+ 〈z 〉 × ωΓ ) + [Mν] · (ωΓ − 〈w〉)
− 〈Nν〉 · ([[v ]]− [[z ]]× ωΓ )− 〈Mν〉 · [[ωΓ ]], (3.5.22)

gdzie skoki i warto±ci ±rednie poszczególnych wielko±ci w (3.5.22) s¡ zde�niowane
przez (3.2.4) i (3.2.5).

Wyra»enia (3.5.22) i (3.5.13) mog¡ stanowi¢ podstaw¦ do wyró»nienia szeregu
przypadków szczególnych w ramach prostych poª¡cze« odksztaªcalnych. Rozwa-
»ania wskazuj¡ na szereg mo»liwo±ci, które mog¡ by¢ wykorzystane do modelo-
wania poª¡cze« zªo»onych konstrukcji powªokowych. Niestety, w ±wietle tych roz-
wa»a« problem modelowania w konstrukcjach in»ynierskich odksztaªcalnych po-
ª¡cze« elementów powªokowych i pr¦towych jest problemem wyj¡tkowo zªo»onym
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i ci¡gle maªo rozpoznanym. Uzyskane w tym podrozdziale wst¦pne wyniki stano-
wi¡ jedynie pierwszy krok w kierunku opracowania teorii powªok strukturalnych,
uwzgl¦dniaj¡cej równie» poª¡czenia odksztaªcalne. Pewne uwagi o wªasno±ciach
mechanicznych poª¡cze« odksztaªcalnych dla powªok cienkich typu Kirchho�a�
Love'a podajemy w p. 3.6.6 i p. 3.6.7.

3.6. Statyka cienkich powªok strukturalnych
3.6.1. Uwagi wst¦pne

W wielu zagadnieniach praktycznych cz¦±¢ energii odksztaªcenia spr¦»ystego
powªoki, pochodz¡ca od poprzecznych odksztaªce« postaciowych, jest na ogóª
maªa w stosunku do energii od rozci¡gania i zginania powierzchni podstawo-
wej i mo»e by¢ pomini¦ta. Odksztaªcenie powªoki w kierunku normalnym do
powierzchni podstawowej mo»e by¢ równie» w przybli»eniu wyra»one przez od-
ksztaªcenia i zginania powierzchni podstawowej. W wyniku otrzymamy klasyczny
model powªoki cienkiej typu Kirchho�a�Love'a, w którym deformacja powªoki
jako ciaªa trójwymiarowego wyra»a si¦ w przybli»eniu caªkowicie przez deforma-
cj¦ jej powierzchni podstawowej. Teoria typu Kirchho�a�Love'a byªa podstaw¡
modelowania powªok regularnych jeszcze w latach 70-tych XX wieku i byªa po-
wszechnie stosowana do analizy zada« in»ynierskich.

Model powªoki cienkiej i jego liczne uproszczone wersje nieliniowe zostaªy
wszechstronnie przedstawione m.in. w ksi¡»kach Love [1927], Wol'mir [1956],
Musztari i Galimow [1957], Tiereguªow [1969], Brush i Almroth [1975],
Pietraszkiewicz [1977, 2001b], Grigoljuk i Kabanow [1978], Ba³ar
i Krätzig [1985], Axelrad [1987], Valid [1995] oraz obszernych publikacjach
np. Musztari [1949], Alumjae [1949], Galimow [1951], Koiter [1966], Bu-
diansky [1968], Koiter i Simmonds [1973], Simmonds [1976, 1979], Pie-
traszkiewicz [1978, 1980b, 1984, 1989, 1993a,b], Szkutin [1978], Pietrasz-
kiewicz i Szwabowicz [1981], Schmidt i Pietraszkiewicz [1981], Schmidt
[1985], Stumpf [1986], Szwabowicz [1986, 1999], Schieck, Pietraszkiewicz
i Stumpf [1992], Axelrad [2000] oraz Opoka i Pietraszkiewicz [2004], gdzie
podano równie» obszern¡ literatur¦ ¹ródªow¡. Model ten zajmuje wi¦c szczególne
miejsce w nieliniowej mechanice powªok. Wszystkie te ksi¡»ki i publikacje dotycz¡
jednak modelowania tylko pojedynczego regularnego pªata powªoki.

Nieliniow¡ teori¦ powªok cienkich mo»na sformuªowa¢ na kilka sposobów przez
odpowiednie uproszczenia ogólnej nieliniowej mechaniki powªok, przedstawionej
w rozdziaªach 1 i 2. Najprostszym, klasycznym sposobem jest wprowadzenie wi¦-
zów kinematycznych typu Kirchho�a�Love'a (2.7.2), w wyniku których deforma-
cja powªoki staje si¦ caªkowicie okre±lona przez deformacj¦ jej powierzchni pod-
stawowej. Innym równowa»nym sposobem jest pomini¦cie w mieszanej postaci
g¦sto±ci energii spr¦»ystej powªoki czªonów od siª poprzecznych i poprzecznego
zginania, por. Libai i Simmonds [1998]. W wyniku takiego zaªo»enia konstytu-
tywnego g¦sto±¢ energii spr¦»ystej powªoki staje si¦ funkcj¡ tylko siª bªonowych
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i zmian krzywizn powierzchni podstawowej. Mo»na równie» rozwi¡za¢ lokalne
równania momentu p¦du (1.4.59)2 wzgl¦dem trzech skªadowych przekrojowych
momentów � dwóch skªadowych poprzecznych i niesymetrycznej skªadowej mo-
mentów powierzchniowych � i wyeliminowa¢ je z lokalnych równa« p¦du (1.4.59).
Post¦puj¡c nast¦pnie jak w podrozdziaªach 1.5 i 1.6 oraz pomijaj¡c maªe czªony
zwi¡zane z poprzecznym ±cinaniem i owini¦ciem, mo»na zbudowa¢ odpowiedni¡
trójparametrow¡ kinematyk¦ powªoki.

W wyniku tych ró»nych sposobów modelowania powªoki cienkiej, tensor ob-
rotu Q ogólnego modelu powªoki staje si¦ polem zale»nym, które mo»e by¢
caªkowicie wyra»one przez powierzchniowy gradient wektora przesuni¦cia u po-
wierzchni podstawowej powªoki. Model powªoki cienkiej jest wi¦c modelem trój-
parametrowym, w którym wszystkie pola mog¡ by¢ okre±lone caªkowicie przez
trzy skªadowe pola przesuni¦cia i ich powierzchniowe gradienty.

Model mechaniczny powªoki cienkiej mo»na sformuªowa¢ równie» bezpo±red-
nio, jako model powierzchni materialnej o zaªo»onych dwuwymiarowych wªasno-
±ciach dynamicznych. Te wªasno±ci mog¡ by¢ nast¦pnie interpretowane w ró»ny
sposób przez pola wyst¦puj¡ce w ogólnej teorii powªok, zale»nie od przyj¦tych ma-
teriaªowych równa« konstytutywnych. Wªa±nie to ostatnie podej±cie, jako stwa-
rzaj¡ce wiele ró»nych mo»liwo±ci interpretacyjnych, przedstawimy w dalszej cz¦±ci
tego podrozdziaªu. Ograniczymy si¦ tu tylko do zagadnie« równowagi nieliniowej
teorii cienkich izotropowych powªok spr¦»ystych.

Nieliniowa teoria nieregularnych, wielopªatowych, cienkich powªok struktu-
ralnych zostaªa opracowana dopiero w pracach Makowski, Pietraszkiewicz
i Stumpf [1998, 1999] oraz Pietraszkiewicz [2001a]. W szczególno±ci, zagad-
nienie brzegowe w przemieszczeniach dla powªok cienkich opracowane w Pie-
traszkiewicz i Szwabowicz [1981] zostaªo w dwóch pierwszych pracach uzu-
peªnione o odpowiednie kinematyczne i dynamiczne warunki ci¡gªo±ci na stacjo-
narnych krzywych osobliwych Γ , modeluj¡cych poª¡czenia pªatów regularnych
powªok cienkich. W dalszej cz¦±ci tego podrozdziaªu przedstawimy gªówne wyniki
tych prac i ich analiz¦ na tle ogólnej teorii powªok strukturalnych, opracowanej
w poprzednich podrozdziaªach rozdziaªu 3.

3.6.2. Postulaty i zasada pracy wirtualnej
Spójne sformuªowanie równa« pola i warunków ubocznych (warunków brze-

gowych i ci¡gªo±ci) dla cienkich powªok strukturalnych mo»na oprze¢ na dwóch
nast¦puj¡cych postulatach:

(I) Deformacja cienkiej powªoki strukturalnej jest okre±lona z wystarczaj¡c¡
dokªadno±ci¡ przez deformacj¦ uogólnionej powierzchni wielopªatowej, zwa-
nej w skrócie powierzchni¡ podstawow¡ powªoki.

(II) Warunki równowagi cienkiej powªoki strukturalnej okre±lone s¡ z wystar-
czaj¡c¡ dokªadno±ci¡ przez zasad¦ pracy wirtualnej, zawieraj¡c¡ tylko pola
kinematyczne i dynamiczne, odpowiadaj¡ce odksztaªceniu i zginaniu jej po-
wierzchni podstawowej.
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Pierwszy postulat jest zaªo»eniem kinematycznym i pozwala na proste geo-
metryczne okre±lenie ogólnej postaci deformacji cienkiej powªoki strukturalnej.
Drugi postulat jest podstawowym zaªo»eniem dynamicznym teorii cienkich po-
wªok strukturalnych. Oba postulaty nie zale»¡ od postaci równa« konstytutyw-
nych materiaªu, z którego zbudowana jest konstrukcja powªokowa.

Uogólniona powierzchnia wielopªatowa, rozwa»ana w poprzednich podrozdzia-
ªach, jest sum¡ kawaªkami gªadkich powierzchni regularnych, zª¡czonych na brze-
gach wzdªu» stacjonarnych krzywych osobliwych. W kon�guracji odniesienia tak¡
uogólnion¡ powierzchni¦ oznaczyli±my przez M , a sum¦ wszystkich krzywych oso-
bliwych przez Γ .

Deformacj¦ regularnej cz¦±ci powierzchni podstawowej powªoki okre±lamy od-
wzorowaniem χ : M\Γ → E, natomiast deformacj¦ samej krzywej osobliwej od-
wzorowaniem χΓ : Γ → E, które na ogóª mo»e si¦ ró»ni¢ od odwzorowania χ.
Jednak w wielu przypadkach odwzorowanie χ jest z zaªo»enia ci¡gªe na caªej
powierzchni podstawowej M . Wtedy χΓ jest okre±lone przez χ poprzez zaw¦»e-
nie go do krzywej Γ : χΓ = χ|Γ . W tym i nast¦pnym podrozdziale rozwa»ania
ograniczymy do takiego przypadku szczególnego ci¡gªej deformacji powªoki.

W zagadnieniach równowagi zasada pracy wirtualnej dla cienkiej powªoki
strukturalnej, wynikaj¡ca z (1.5.20) i (3.4.27), gªosi, »e dla wszystkich wirtu-
alnych przemieszcze« v powinna by¢ speªniona zale»no±¢

−Gi(M ; v) + Ge(M ; v) + GΓ (M ; v) = 0. (3.6.1)

Na wirtualne przemieszczenie v skªada si¦ tu wirtualne przesuni¦cie w punk-
tach regularnych M\Γ i parametr wirtualnego obrotu brzegu powªoki okre±lony
dalej w (3.6.24). Czªony Gi i Ge w (3.6.1) oznaczaj¡ funkcjonaªy o warto±ciach
rzeczywistych reprezentuj¡ce, odpowiednio, wewn¦trzn¡ i zewn¦trzn¡ prac¦ wir-
tualn¡ caªej regularnej cz¦±ci powªoki strukturalnej, natomiast GΓ oznacza funk-
cjonaª reprezentuj¡cy dodatkow¡ prac¦ wirtualn¡, wykonan¡ przez siªy uogól-
nione przyªo»one wzdªu» krzywej osobliwej Γ . Jawne wyra»enia poszczególnych
skªadników zasady pracy wirtualnej (3.6.1) powinny by¢ okre±lone zgodnie z po-
wy»szymi dwoma postulatami.

Nieregularno±ci pojawiaj¡ce si¦ w analizie problemów równowagi cienkich po-
wªok strukturalnych mo»na zaliczy¢ do jednego z trzech typów:

1. Powierzchnia podstawowa powªoki w kon�guracji odniesienia M nie jest
powierzchni¡ gªadk¡ (np. zawiera zaªamania), lub nie jest powierzchni¡
w rozumieniu geometrii ró»niczkowej powierzchni (np. dwie przecinaj¡ce
si¦ powierzchnie nie tworz¡ powierzchni jako caªo±¢). Nieregularno±¢ tego
typu b¦dziemy nazywali nieregularno±ci¡ geometryczn¡.

2. Deformacja χ powierzchni podstawowej powªoki nie jest opisana odwzoro-
waniem gªadkim. Nieregularno±¢ tego typu b¦dziemy nazywali nieregular-
no±ci¡ kinematyczn¡.
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3. Konstrukcja powªokowa jest kompozycj¡ dwóch lub wi¦cej pojedynczych
powªok zª¡czonych ze sob¡ w pewien technologiczny sposób wzdªu» sta-
cjonarnych krzywych osobliwych powierzchni podstawowej. Nieregularno±¢
tego typu b¦dziemy nazywali nieregularno±ci¡ mechaniczn¡, gdy» krzywo-
liniowe obszary poª¡cze« mog¡ mie¢ wªasno±ci mechaniczne, odmienne od
wªasno±ci zª¡czanych pªatów powªok.

Wszystkie trzy typy nieregularno±ci s¡ skupione wzdªu» krzywych osobliwych
Γ na powierzchni podstawowej powªoki. S¡ wi¦c one okre±lone na zbiorach miary
zero.

Deformacja χ : M\Γ → E przyporz¡dkowuje ka»demu regularnemu punk-
towi x ∈ M\Γ jego aktualne poªo»enie na odksztaªconej powierzchni podstawo-
wej M = χ(M), okre±lone wektorem wodz¡cym ~y = χ(x ) = ~x + u(x ), gdzie
u : M\Γ → E jest odpowiednim polem przesuni¦¢.

Niech F = ∇χ(x ) : TxM → TyE ≡ E b¦dzie powierzchniowym gradientem
odwzorowania χ. Styczny gradient deformacji F powierzchni podstawowej po-
wªoki okre±lamy przez F(x ) = P(y(x ))F (x ), gdzie P(y) jest operatorem prosto-
padªego rzutowania na pªaszczyzn¦ styczn¡ TyM . Poniewa» F(x ) : TxM → TyM ,
dwa styczne pola tensorowe

G =
1
2

(
FTF− 10

)
, R = − (

FTBF− B0

)
(3.6.2)

s¡ Lagrange'owskimi powierzchniowymi miarami odksztaªce« powªoki cienkiej
zwanymi, odpowiednio, tensorem odksztaªcenia i tensorem zginania cz¦±ci regu-
larnej M . W (3.6.2) przez 10 i B0 oraz 1 i B oznaczono odpowiednie tensory
powierzchniowe � metryczny i krzywizny � nieodksztaªconej M oraz odksztaª-
conej M = χ(M) powierzchni podstawowej powªoki. Okre±lone w (3.6.2) po-
wierzchniowe miary odksztaªce« powªoki cienkiej s¡ tensorami symetrycznymi.

Zauwa»my, »e powierzchniowe miary odksztaªce« (3.6.2) ró»ni¡ si¦ od powªo-
kowych miar odksztaªce« (1.7.32) ogólnej teorii powªok. W rozwa»anej tu teorii
powªok cienkich typu Kirchho�a�Love'a tensor obrotu Q jest zªo»on¡, niewy-
miern¡ funkcj¡ gradientu wektora u , por. Pietraszkiewicz [1977, 1980b]. Przy-
stosowanie powªokowych miar odksztaªce« (1.7.32) do teorii powªok cienkich pro-
wadziªoby do niewymiernej zale»no±ci zwi¡zków kinematycznych dla powierzch-
niowej cz¦±ci E i K tensorów (2.2.26) w reprezentacji materialnej. Z de�nicji
(1.4.46), (1.4.47) i (1.7.8) wynika natomiast, »e wprowadzone tu powierzchniowe
miary odksztaªce« (3.6.2) w przypadku maªych odksztaªce« s¡ wielomianami u ,

∆u i ∆∆u , por. podrozdziaª 3.7.
Rozwa»my jednoparametrow¡ rodzin¦ deformacji ~y = χ(x , t) = ~x + u(x , t),

gdzie t jest teraz parametrem skalarnym. Przez υ(x , t) ≡ (∂χ/∂t)(x , t) = u̇(x , t)
oznaczmy wirtualne przesuni¦cie, a przez w(x , t) = (∂n/∂t)(x , t) = ṅ(x , t)
wirtualn¡ zmian¦ wersora normalnego odksztaªconej powierzchni podstawowej
M ≡ Mt = χ(x , t), przy czym P ṅ = w.
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Niech L =

∆

υ b¦dzie powierzchniowym gradientem pola wirtualnych prze-
mieszcze«, obliczonym na stanie odksztaªconym M . Wtedy, zgodnie z Gurtin
i Murdoch [1975] i Murdoch [1990], otrzymamy zale»no±ci

L = ḞF−1, w = −LTn . (3.6.3)
Symetryczny tensor powierzchniowy

D =
1
2

(
LTI +PL

)
(3.6.4)

okre±lony na M , D(y) ∈ TyM⊗TyM , jest wªa±ciw¡ miar¡ wirtualnych zmian od-
ksztaªce« powierzchni podstawowej powªoki. Przeksztaªcaj¡cD za pomoc¡ (3.6.3)
i FF−1 = 1 otrzymamy

D =
1
2

(
(ḞF−1)TIFF−1 + F−TFTP(ḞF−1)

)

=
1
2
F−T

(
ḞTF + FTḞ

)
F−1

= F−TGF−1 = F−T
(
FTGeF

)• F−1 =
∇
G e, (3.6.5)

gdzie
∇
G e jest konwekcyjn¡ zmian¡ wirtualn¡ Eulerowskiej miary odksztaªcenia

Ge = F−TGF−1 powierzchni podstawowej.
Podobnie, konwekcyjn¡ zmian¦ wirtualn¡ Eulerowskiej miary zginania Re =

F−TRF−1 powierzchni podstawowej mo»emy okre±li¢ zale»no±ci¡
∇
R e = F−T

(
FTReF

)• F−1 = −F−T
(
FTIBPF

)• F−1

= −LTIB−P (IBP)• I − BPL. (3.6.6)
Po uwzgl¦dnieniu, »e

Ḟ =

∆

υ, I1P = 1, 1̇ = 0,

(IBF)• = −(

∆n)• = − ∆ṅ ,
(3.6.7)

otrzymujemy nast¦puj¡ce wyra»enia na wirtualne zmiany Lagrange'owskich miar
odksztaªce« powierzchni podstawowej:

Ġ =
1
2
(FTF )• =

1
2
(ḞTIF + FTPḞ ),

Ṙ = −(FTIBF)• = −(ḞTIBF + FT ∆ṅ).
(3.6.8)

Wewn¦trzna praca wirtualna cienkiej powªoki strukturalnej mo»e by¢ okre-
±lona funkcjonaªem

Gi(M ; v) =
n∑

k=1

∫∫

M(k)

Wi(x ) da, (3.6.9)

gdzie przez M (k) oznaczono regularne pªaty powierzchni podstawowej M .
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Najprostsze wyra»enie g¦sto±ci wewn¦trznej pracy wirtualnej Wi, zgodne z po-
stulatami teorii cienkich powªok strukturalnych, mo»e by¢ teraz przyj¦te w po-
staci

Wi = N · Ġ + M · Ṙ = NK ·
∇
G e + MK ·

∇
R e (3.6.10)

W powy»szym wyra»eniuNK jest tensorem przekrojowych siª, aMK tensorem
przekrojowych momentów powªoki cienkiej. S¡ to powierzchniowe tensory typu
Kirchho�a, natomiast przez N i M oznaczono odpowiadaj¡ce im powierzchniowe
tensory typu 2-go tensora Pioli�Kirchho�a. Obie powierzchniowe miary napr¦»e«
powi¡zane s¡ zale»no±ciami

NK = FNFT, MK = FMFT. (3.6.11)
Pary powierzchniowych miar napr¦»e« wyst¦puj¡ce w (3.6.10) s¡ symetrycz-

nymi tensorami stycznymi, okre±lonymi na ró»nych kon�guracjach powierzchni
podstawowej powªoki: (NK ,MK) ∈ TyM ⊗ TyM , (N,M) ∈ TxM ⊗ TxM . Po-
niewa» te powierzchniowe miary napr¦»e« okre±lone zostaªy tutaj przez przyj¦cie
wyra»enia (3.6.10), s¡ one miarami energetycznie spójnymi do odpowiednich po-
wierzchniowych miar wirtualnych pr¦dko±ci odksztaªce«

∇
G e,

∇
R e i Ġ, Ṙ. Dlatego

ich sens �zyczny ró»ni si¦ nieco od analogicznie oznaczonych powªokowych miar
napr¦»e« w (2.2.26).

Funkcjonaª zewn¦trznej pracy wirtualnej caªej powªoki Ge(M ; v), zgodny
z (1.5.21)3, skªada si¦ z dwóch rozª¡cznych cz¦±ci, okre±laj¡cych prac¦ wirtu-
aln¡ obci¡»e« powierzchniowych dziaªaj¡cych na M (k) i obci¡»e« brzegowych
dziaªaj¡cych na ∂Mf :

Ge(M ; v) =
n∑

k=1

∫∫

M(k)

We da +
∫

∂Mf

Wb ds, (3.6.12)

gdzie g¦sto±ci zewn¦trznej powierzchniowej i brzegowej pracy wirtualnej maj¡
teraz posta¢

We = p · υ + h · w, Wb = t∗ · υ + h∗ · w. (3.6.13)
W wyra»eniu (3.6.13) przez p i h oznaczono wektory zewn¦trznych przekro-

jowych siª i momentów statycznych, dziaªaj¡cych na powierzchni¦ podstawow¡
poszczególnych pªatów powªoki strukturalnej, natomiast przez t∗ i h∗ oznaczono
odpowiednie wektory zewn¦trznych przekrojowych siª i momentów statycznych,
przyªo»onych do cz¦±ci ∂Mf brzegu powªoki.

3.6.3. Lokalne równania równowagi i warunki brzegowe
Wprowadzaj¡c (3.6.8) do wyra»enia (3.6.10) i wykorzystuj¡c symetri¦ tenso-

rów N i M, otrzymamy
Wi = I (FN− BFM) · Ḟ + (FM) · ∆ṅ . (3.6.14)
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Z zale»no±ci FTn = 0 wynika, »e równie» (FTn)• = ḞTn + FTṅ = 0.
Mno»¡c drug¡ posta¢ tej zale»no±ci z lewej przez F−T = PF−T otrzymamy Pṅ =
−F−TḞTn . Ale wariacja to»samo±ci n · n = 1 daje ṅ · n = 0, co oznacza, »e
ṅ(y) ∈ TyM i Pṅ = ṅ . Uwzgl¦dniaj¡c t¦ ostatni¡ zale»no±¢, trzeci wyraz prawej
strony (3.6.14) mo»na przeksztaªci¢ w sposób nast¦puj¡cy:

(FM) · ∆ṅ = (FM) · ∆ṅ
= Div

(
(FM)Tṅ

)− (Div (FM)) · ṅ
= Div

(
(FM)Tṅ

)
+

[
(n ⊗Div (FM))F−T

] · Ḟ . (3.6.15)

Z uwzgl¦dnieniem (3.6.15) g¦sto±¢ wewn¦trznej pracy wirtualnej (3.6.14) mo»e
by¢ wyra»ona w postaci

Wi = T · Ḟ + Div (HTṅ), (3.6.16)

gdzie
T = I (FN− BH) + n ⊗ (DivH)F−T, H = FM. (3.6.17)

Zakªadamy, »e pola tensorowe T (x ) ∈ E ⊗ TxM i H(x ) ∈ TyM ⊗ TxM

s¡ klasy C1 wewn¡trz ka»dego gªadkiego pªata M (k) i maj¡ przedªu»enia anali-
tyczne tej samej klasy do brzegu ∂M (k), przyjmuj¡c sko«czone warto±ci T (k)(x )
i H(k)(x ) w ka»dym punkcie regularnym x ∈ ∂M (k). Wtedy, przy wykorzystaniu
(3.6.16) i (3.6.17) oraz twierdzenia o dywergencji, dla ka»dego gªadkiego pªata
M (k) otrzymamy

∫∫

M(k)

Wi da = −
∫∫

M(k)

(DivT ) · υ da +
∫

∂M(k)

(t (k)
ν · υ(k) + h(k)

ν ·w(k)) ds, (3.6.18)

gdzie dla ka»dego regularnego x ∈ ∂M (k) okre±lono

t (k)
ν = T (k)ν(k), h(k)

ν = H(k)ν(k). (3.6.19)

W podobny sposób g¦sto±¢ zewn¦trznej pracy wirtualnej We, przyj¦ta w (3.6.13)1,
mo»e by¢ przeksztaªcona przy pomocy (3.6.3)2 do

We = l · υ + Div
(
(n · υ)F−1h

)
, l = p + Div (n ⊗ F−1h). (3.6.20)

Zakªadamy, »e styczne pole wektorowe h(x ) jest klasy C1 wewn¡trz M (k) i ma
przedªu»enie analityczne tej samej klasy do brzegu ∂M (k), gdzie przyjmuje sko«-
czon¡ warto±¢ h(k)(x ) w punkcie regularnym x ∈ ∂M (k). Wtedy zastosowanie
twierdzenia o dywergencji prowadzi do

∫∫

M(k)

We da =
∫∫

M(k)

l · υ da−
∫

∂M(k)

k (k) · υ ds,

k (k) =
{

(F−1
(k)h(k)) · ν(k)

}
n (k).

(3.6.21)
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W punkcie regularnym x ∈ ∂M (k) powierzchniowy gradient przesuni¦cia ∆u
mo»na rozªo»y¢ na cz¦±¢ styczn¡ i normaln¡ do brzegu

∆u = u ,ν ⊗ ν + u ′ ⊗ τ ,

u ,ν ≡ (

∆u)ν, u ′ ≡ (

∆u)τ .
(3.6.22)

Z (3.6.22) wynika, »e wzdªu» ∂M
(k) = χ(∂M (k)) pole wektora normalnego n

jest funkcj¡ pochodnych pola przemieszcze«, tzn. n = n(u ,ν ,u ′), i speªnia dwa
niezale»ne warunki wi¦zów

~y ′ · n = (τ + u ′) · n = 0, n · n = 1. (3.6.23)

Z tych wi¦zów wynika, »e pole n mo»e by¢ wyra»one tylko przez u ′ i funkcj¦ ska-
larn¡ φ = φ(u ,ν ,u ′), opisuj¡c¡ obrotow¡ cz¦±¢ deformacji powierzchni brzegowej
powªoki.

Struktura funkcji φ(u ,ν ,u ′) byªa dyskutowana w pracy Makowski i Pie-
traszkiewicz [1989], w której podano ogólne wyra»enie na ṅ przez ϕ ≡ φ̇
i υ′ ≡ u̇ ′ w postaci

ṅ = qϕ + Lυ′, q(ϕ,u ′) ≡ ∂φn , L(φ,u ′) ≡ ∂u ′n . (3.6.24)

Jawne wyra»enia funkcji wektorowej q=q(u ,ν ,u ′) i tensorowej L=L(u ,ν ,u ′)
zale»¡ od przyj¦tej de�nicji funkcji skalarnej φ = φ(u ,ν ,u ′), okre±laj¡cej sposób
opisu obrotowej cz¦±ci deformacji powierzchni brzegowej. W literaturze znane
s¡ trzy szczególne postacie funkcji φ, oznaczone przez nν , ϑν i ωτ , dla których
wyprowadzono jawne wyra»enia q(φ,u ′) i L(φ,u ′). Poni»ej podajemy zwarte
okre±lenie tych szczególnych postaci funkcji φ i odpowiadaj¡cych im jawnych
wyra»e« na q i L.

Pietraszkiewicz i Szwabowicz [1981] okre±lili funkcj¦ nν przy pomocy
zale»no±ci

φ ≡ nν = n · v = j−1
(
u ′ × ν − n

) · u ,ν , (3.6.25)

gdzie j =
√

a/a = j(u ,ν ,u ′). St¡d równie» nν = nν(u ,ν ,u ′). Wariacja wek-
tora normalnego n wyra»ona przez wariacj¦ nν ma posta¢ (por. Pietraszkie-
wicz [1984])

ṅ =
1
aν

[
(~y ′ × n)ṅν + (ν × n)n · u̇ ′] , aν = (~y ′ × n) · ν. (3.6.26)

Z porównania (3.6.24)1 i (3.6.26)1 wynika, »e w tym przypadku

q =
1
aν

(~y ′ × n), L =
1
aν

(ν × n)⊗ n . (3.6.27)
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Otrzymane wyra»enia (3.6.27) s¡ stosunkowo proste, a sam parametr nν jest ªa-
twy do zinterpretowania z (3.6.25) jako skªadowa rzutu n na kierunek zewn¦trznej
normali ν do brzegu powierzchni nieodksztaªconej ∂M (k).

Nowo»yªow i Szamina [1975] okre±lili funkcj¦ brzegow¡ ϑν nast¦puj¡c¡
zale»no±ci¡:

φ ≡ ϑν =
1
a2

τ

(n − n) · (~y ′ × n) = − 1
aτ
n · ν, (3.6.28)

gdzie aτ = aτ (u ′) i ν = τ × n = ν(u ,ν ,u ′). St¡d równie» ϑν = ϑν(u ,ν ,u ′).
Wariacja n wyra»ona przez wariacj¦ ϑν zostaªa podana w pracy Makowski
i Pietraszkiewicz [1989] w postaci

ṅ =
1
n

aννϑ̇ν +
{

1
n

[
2ϑν(ν ⊗ τ ) +

1
aτ

ν ⊗ (n×n)
]
− 1

aτ
τ ⊗ n

}
·u̇ ′,

n = n · n .

(3.6.29)

Pietraszkiewicz [1979a] wprowadziª k¡t caªkowitego obrotu brzegu powªoki
ωτ w postaci

φ ≡ ωτ = arccos
1
2
(trRτ − 1), (3.6.30)

gdzie
Rτ = ν ⊗ ν + τ ⊗ τ + n ⊗ n (3.6.31)

jest tensorem caªkowitego obrotu elementu brzegowego powªoki. Ale tensor orto-
gonalny Rτ ma ogóln¡ reprezentacj¦ (Gibbs [1884])

Rτ = cosωτ1 + sin ωτe × 1 + (1− cosωτ )e ⊗ e, (3.6.32)

gdzie wersor e okre±la o± obrotu i speªnia zale»no±¢ Rτe = +e . Dlatego

trRτ = ν · ν + τ · τ + n · n ,

e = eνν + eττ + enn ,
(3.6.33)

2eν sinωτ = τ · n − n · τ ,

2eτ sinωτ = n · ν − ν · n ,

2en sinωτ = ν · τ − τ · ν.

(3.6.34)

Z powy»szych i poprzednich zale»no±ci wynika, »e e= e(u ,ν ,u ′) i ωτ = ωτ (u ,ν ,u ′).
Wyra»enia funkcji q i L, odpowiadaj¡ce przyj¦ciu φ ≡ ωτ podaª Pietraszkie-
wicz [1993b]:

q =
1

aτeτ
jνβaβ,

L =
1

aτeτ
jνβaβ ⊗ [(

eν + 2j−1γντeτ

)
n − enν

]− τβaβ ⊗ n .

(3.6.35)
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W dalszej cz¦±ci tego podrozdziaªu nie b¦dziemy u»ywali »adnej z wy»ej wy-
mienionych szczególnych postaci funkcji φ, a odpowiednie równania równowagi
oraz warunki brzegowe i warunki ci¡gªo±ci dla cienkiej powªoki strukturalnej wy-
prowadzimy dla dowolnego wyboru tej funkcji.

Korzystaj¡c z ogólnej zale»no±ci (3.6.24), drugie wyra»enie pod caªk¡ krzywo-
liniow¡ (3.6.18) mo»e by¢ przeksztaªcone do postaci

∫

∂M(k)

h(k)
ν · w(k) ds =

∫

∂M(k)

(−f (k) · (υ(k))′ + h(k)ϕ(k)) ds, (3.6.36)

gdzie
f (k) = −LTI 0h(k)

ν , h(k) = q · I 0h(k)
ν . (3.6.37)

Funkcje f (k) · υ(k) mog¡ nie mie¢ pochodnej wzgl¦dem s w niektórych punk-
tach Pa, a = 1, 2, ..., A brzegu ∂M (k). Takimi punktami osobliwymi, okre±lonymi
wzdªu» ∂M (k) przez s = sa, s¡ np. naro»a zamkni¦tych krzywych Jordana skªada-
j¡cych si¦ na ∂M (k) lub punkty osobliwo±ci funkcji L, q , h(k)

ν i υ(k). W otoczeniu
takich punktów osobliwych zakªadamy istnienie sko«czonych granic

f (k)±
a = lim

h→0
f (k)(sa ± h), υ(k)±

a = lim
h→0

υ(k)(sa ± h). (3.6.38)

Przy zaªo»eniu (3.6.38) i u»yciu (3.6.37) caªk¦ krzywoliniow¡ w (3.6.18) mo»na
przeksztaªci¢ stosuj¡c caªkowanie przez cz¦±ci, co prowadzi do

∫∫

M(k)

Wi da = −
∫∫

M(k)

(DivT ) · υ da +
∫

∂M(k)

(p(k)
ν · υ(k) + h(k)ϕ(k)) ds

+
∑

Pa∈∂M(k)

(f (k)+
a · υ(k)+

a − f (k)−
a · υ(k)−

a ), (3.6.39)

gdzie
p(k)

ν = t (k)
ν + (f (k))′ (3.6.40)

jest efektywn¡ siª¡ wewn¦trzn¡ wzdªu» ∂M (k).
Uwzgl¦dniaj¡c (3.6.39) i (3.6.18), funkcjonaª wewn¦trznej pracy wirtualnej

przyjmuje posta¢

Gi = −
∫∫

M\Γ

(DivT ) · υ da +
∫

∂M

(pν · υ + hϕ) ds

+
∫

Γ

(
[[pν · υ]] + [[hϕ]]

)
ds +

∑

Pi∈Γ

[f · υ]i +
∑

Pb∈∂M

[f · υ]b, (3.6.41)
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gdzie skoki w ka»dym punkcie regularnym x ∈ Γ (a) wspólnej krzywej, ª¡cz¡cej
n ≥ 2 s¡siednich pªatów powierzchni M (n), zostaªy okre±lone przez

[[pν · υ]] = ±p(1)±
ν · υ(1)± ± p(2)±

ν · υ(2)± ± . . .± p(n)±
ν · υ(n)±,

[[hϕ]] = ±h(1)±ϕ(1)± ± h(2)±ϕ(2)± ± . . .± h(n)±ϕ(n)±.
(3.6.42)

W de�nicjach skoków (3.6.42) znaki przed poszczególnymi skªadnikami zale»¡
od zgodno±ci przyj¦tej orientacji ∂M (k) wzgl¦dem ustalonej orientacji krzywej
Γ (a). Je±li orientacja ∂M (k) pokrywa si¦ z orientacj¡ Γ (a), przed odpowiednim
skªadnikiem wyst¦puje znak minus �−�, w przeciwnym wypadku wyst¡pi znak
plus �+�.

Oznaczaj¡c przez τΓ wersor styczny do krzywej Γ (a) okre±laj¡cy jej orientacj¦,
dla wersora zewn¦trznej normali ν(k) brzegu ∂M (k) otrzymamy ν(k) = ±τΓ×n (k),
gdzie znak powinien by¢ tak dobrany, aby ∂M (k) byªo zorientowane zgodnie
z M (k).

W zale»no±ci (3.6.41) wyst¦puj¡ dwa rodzaje skoku w punktach osobliwych:
a) skoki [f · υ]i w punktach wewn¦trznych Pi ∈ Γ , i = 1, 2, . . ., I, oraz b) skoki
[f · υ]b w punktach brzegowych Pb ∈ ∂M . W ka»dym punkcie wewn¦trznym Pi,
który mo»e by¢ punktem wspólnym m ≥ 2 s¡siednich gaª¦zi Γ (m) krzywej oso-
bliwej Γ , oraz w ka»dym punkcie brzegowym Pb ª¡cz¡cym t ≥ 2 s¡siednich gaª¦zi
∂M (t) brzegu ∂M i q s¡siednich gaª¦zi Γ (q) krzywej osobliwej Γ , skoki te s¡
okre±lone zale»no±ciami

[f · υ]i = ±f (1)±
i · υ

(1)±
i ± f (2)±

i · υ
(2)±
i ± . . .± f (m)±

i · υ
(m)±
i ,

[f · υ]b = ±f (1)±
b · υ

(1)±
b ± f (2)±

b · υ
(2)±
b ± . . .± f (t)±

b · υ
(t)±
b

±f (1)±
i · υ

(1)±
b ± f (2)±

i · υ
(2)±
b ± . . .± f (q)±

i · υ
(q)±
b .

(3.6.43)

W podobny sposób mo»na przeksztaªci¢ funkcjonaª zewn¦trznej pracy wir-
tualnej (3.6.12), u»ywaj¡c zale»no±ci (3.6.21), (3.6.13)2 i (3.6.24). Pomijaj¡c po-
±rednie przeksztaªcenia, w wyniku otrzymamy

Ge =
∫∫

M\Γ

l · υ da−
∫

Γ

[[k · υ]]ds +
∫

∂Mf

{
(p∗ − k) · υ + h∗ϕ

}
ds

−
∫

∂Md

k · υ ds +
∑

Pb∈∂Mf

[f ∗ · υ]b, (3.6.44)

gdzie ∂Md = ∂M\∂Mf jest dopeªniaj¡c¡ cz¦±ci¡ brzegu ∂M , natomiast

k =
{
(F−1h) · ν

}
n , f ∗ = −LTh∗,

h∗ = q · I 0h∗, p∗ = t∗ + (f ∗)′.
(3.6.45)
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Skok [[k ·υ]] w (3.6.44) wzdªu» wspólnej krzywej Γ (n), ª¡cz¡cej n ≥ 2 s¡siednich
pªatów M (n) powierzchni podstawowej, jest okre±lony podobnie jak (3.6.42)1.
Natomiast skok [f ∗ · υ]b ujmuje tutaj tylko te graniczne warto±ci funkcji, które
otrzymano poruszaj¡c si¦ po krzywej brzegowej ∂Mf . Je±li Pb jest punktem brze-
gowym, ª¡cz¡cym t ≥ 2 s¡siednich gaª¦zi ∂M (t) brzegu ∂M i q s¡siednich gaª¦zi
Γ (q) krzywej osobliwej Γ , to

[f ∗ · υ]b = ±f ∗(1)±
b · υ

(1)±
b ± f ∗(2)±

b · υ
(2)±
b ± . . .± f ∗(t)±b · υ

(t)±
b . (3.6.46)

Wprowadzaj¡c (3.6.41) i (3.6.44) do zasady pracy wirtualnej, otrzymamy

−
∫∫

M\Γ

(Div T + l) · υ da

+
∫

∂Mf

{(pν − p∗ + k) · υ + (h− h∗)ϕ}ds +
∑

Pb∈∂Mf

[(f − f ∗) · υ]b

+
∫

∂Md

{(pν + k) · υ + hϕ}ds +
∑

Pb∈∂Md

[f · υ]b

+
∫

Γ

{
[[(pν + k) · υ]] + [[hϕ]]

}
ds +

∑

Pi∈Γ

[f · υ]i −GΓ = 0. (3.6.47)

Dla dowolnych, lecz kinematycznie dopuszczalnych, wirtualnych przemiesz-
cze«, funkcje υ i ϕ znikaj¡ to»samo±ciowo wzdªu» ∂Md. Dlatego trzecia linijka
wzoru (3.6.47) równie» znika to»samo±ciowo. Przy dowolnych wirtualnych prze-
mieszczeniach na pozostaªej cz¦±ci M , speªnienie zasady (3.6.47) wymaga, aby
speªnione byªy nast¦puj¡ce zale»no±ci lokalne:

Równania równowagi
Div T + l = 0 w ka»dym regularnym x ∈ M\Γ. (3.6.48)

Statyczne warunki brzegowe
pν − p∗ + k = 0, h− h∗ = 0 wzdªu» regularnej cz¦±ci ∂Mf ,

f b − f ∗b = 0 w ka»dym punkcie osobliwym Pb ∈ ∂Mf .
(3.6.49)

Geometryczne warunki brzegowe, energetycznie odpowiadaj¡ce warunkom
(3.6.49) w zasadzie (3.6.47), maj¡ posta¢

u − u∗ = 0, ϕ− ϕ∗ = 0 wzdªu» regularnej cz¦±ci ∂Md. (3.6.50)
Przedstawione tu zale»no±ci lokalne (3.6.48)�(3.6.50) w opisie Lagrange'a dla

nieliniowej teorii cienkich powªok s¡ sªuszne przy nieograniczonych warto±ciach
przesuni¦¢, odksztaªce« i zmian krzywizn powierzchni podstawowej cienkiej po-
wªoki strukturalnej, por. Pietraszkiewicz [1984].
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3.6.4. Warunki ci¡gªo±ci na krzywej osobliwej
Struktura matematyczna teorii powªok cienkich narzuca okre±lone ogranicze-

nia na mo»liw¡ posta¢ warunków ci¡gªo±ci wzdªu» krzywej osobliwej Γ . Ogra-
niczenia te wynikaj¡ z zaªo»onej postaci wewn¦trznej (3.6.9) i (3.6.10) oraz ze-
wn¦trznej (3.6.12) i (3.6.13) prac wirtualnych. Tak wi¦c, je±li s¡ speªnione zale»-
no±ci lokalne (3.6.48)�(3.6.50) to zasada pracy wirtualnej (3.6.47) zostanie speª-
niona, gdy b¦dzie speªniona nast¦puj¡ca zale»no±¢:

∫

Γ

(
[[(pν + k) · υ]] + [[hϕ]]

)
ds +

∑

Pi∈Γ

[f · υ]i −GΓ = 0, (3.6.51)

gdzie skoki wzdªu» krzywej osobliwej Γ i w otoczeniu punktów osobliwych Pi ∈ Γ
s¡ okre±lone wzorami typu (3.6.42) i (3.6.43)1.

Zale»no±¢ (3.6.51) jest sªab¡ postaci¡ warunków ci¡gªo±ci, spójn¡ z podsta-
wowymi postulatami nieliniowej teorii cienkich powªok strukturalnych. Trzeba j¡
speªni¢ dla dowolnego typu nieregularno±ci geometrycznej, kinematycznej i/lub
mechanicznej.

Z (3.6.51) wynika, »e w ramach tych postulatów najbardziej ogóln¡ dopusz-
czaln¡ postaci¡ funkcjonaªu GΓ jest

GΓ =
∫

Γ

σΓ (x ) ds +
∑

Pi∈Γ

σi, (3.6.52)

gdzie σΓ jest g¦sto±ci¡ pracy wirtualnej wzdªu» regularnych cz¦±ci Γ , natomiast
σi jest prac¡ wirtualn¡ w ka»dym punkcie osobliwym Pi ∈ Γ . Jawne wyra»enia
σΓ i σi zale»¡ od modelowanego typu nieregularno±ci i musz¡ by¢ dodatkowo
okre±lone podczas rozwi¡zywania ka»dego konkretnego zadania.

Poniewa» (3.6.51) musi by¢ speªnione dla dowolnej cz¦±ci Γ , st¡d wynikaj¡
nast¦puj¡ce lokalne warunki ci¡gªo±ci :

[[(pν + k) · υ]] + [[hϕ]]− σΓ = 0 wzdªu» regularnej cz¦±ci Γ,

[f · υ]i − σi = 0 w ka»dym punkcie osobliwym Pi ∈ Γ.
(3.6.53)

Warunki ci¡gªo±ci (3.6.53) s¡ dodatkowymi zale»no±ciami, które musz¡ by¢
speªnione w teorii cienkich powªok strukturalnych, poza speªnieniem zale»no±ci
(3.6.48)�(3.6.50). Aby jednak zako«czy¢ formuªowanie zagadnienia brzegowego
w przemieszczeniach, powinni±my doª¡czy¢ tu równie» równania konstytutywne,
spójne z postulatami teorii powªok cienkich, oraz zale»no±ci kinematyczne (3.6.2).

W ogólnych warunkach ci¡gªo±ci (3.6.53) nieregularno±ci geometryczne, kine-
matyczne i mechaniczne s¡ wzajemnie sprz¦»one. Dla jednego okre±lonego typu
nieregularno±ci warunki ci¡gªo±ci mo»na znacznie upro±ci¢ lub przedstawi¢ w po-
staci rozprz¦gni¦tej. Poni»ej rozwa»amy kilka przypadków takich prostszych nie-
regularno±ci i odpowiadaj¡ce im uproszczone postacie warunków ci¡gªo±ci.
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3.6.5. Nieregularno±ci geometryczne
Niech Γ b¦dzie geometryczn¡ krzyw¡ osobliw¡, a pole przemieszcze« u : M →

E b¦dzie klasy Cn, n ≥ 2 nie tylko wewn¡trz ka»dego pªata M (k) ∈ M , lecz
równie» na caªej powierzchni podstawowej M , ª¡cznie z krzyw¡ osobliw¡ Γ . Naj-
prostszymi przykªadami takiej nieregularno±ci geometrycznej s¡ zaªamania po-
wierzchni podstawowej oraz przeci¦cia lub rozgaª¦zienia kilku powierzchni regu-
larnych.

Niech u (k) oznacza sko«czon¡ granic¦ pola u na regularnej cz¦±ci brzegu
∂M (k) pªata M (k), a φ(k) dowolny parametr opisuj¡cy obrót brzegu wzdªu» tej
cz¦±ci ∂M (k). W ramach rozwa»anej tu teorii powªok cienkich, poª¡czenie powªok
wzdªu» Γ = ∂M (1) ∩ ... ∩ ∂M (k) ∩ ... ∩ ∂M (K) nazywamy sztywnym, je±li war-
to±ci u (k) i φ(k) nale»¡ce do wszystkich s¡siednich pªatów s¡ takie same i równe
warto±ciom tych funkcji zadanym na krzywej osobliwej:

u (1) = ... = u (k) = ... = u (K) = uΓ = u |Γ ,

φ(1) = ... = φ(k) = ... = φ(K) = φΓ , u i = u |Pi .
(3.6.54)

Odpowiadaj¡ce (3.6.54) wirtualne pola speªniaj¡ zale»no±ci
υ(1) = ... = υ(k) = ... = υ(K) = υΓ = υ|Γ ,

ϕ(1) = ... = ϕ(k) = ... = ϕ(K) = ϕΓ , υi = υ|Pi .
(3.6.55)

Wyst¦puj¡ce w (3.6.53) funkcje σΓ i σi s¡ liniowe wzgl¦dem uogólnionych prze-
mieszcze«

σΓ = f Γ · υΓ + hΓ ϕΓ , σi = f i · υi, (3.6.56)
gdzie f Γ i hΓ mog¡ by¢ interpretowane jako uogólnione wektory siª i momen-
tów obci¡»e« zewn¦trznych przyªo»onych wzdªu» regularnej cz¦±ci Γ , natomiast
f i jako wektory zewn¦trznych siª skupionych przyªo»onych w ka»dym punkcie
osobliwym Pi ∈ Γ .

Wprowadzaj¡c (3.6.55) i (3.6.56) do (3.6.53), otrzymamy
([[pν + k ]]− f Γ ) · υΓ + ([[h]]− hΓ ) ϕΓ = 0,(

[f ]i − f i

) · υi = 0.
(3.6.57)

Dla dowolnych pól wirtualnych υΓ , ϕΓ i υi speªnienie zale»no±ci (3.6.57)
wymaga speªnienia nast¦puj¡cych dynamicznych warunków ci¡gªo±ci :

[[pν + k ]]− f Γ = 0, [[h]]− hΓ = 0 wzdªu» regularnej cz¦±ci Γ,

[f ]i − f i = 0 w ka»dym punkcie osobliwym Pi ∈ Γ.
(3.6.58)

Gdy obci¡»enia zewn¦trzne f Γ , hΓ i f i nie s¡ przyªo»one wzdªu» Γ , wtedy
(3.6.58) mo»na zredukowa¢ do prostszej postaci

[[pν + k ]] = 0, [[h]] = 0 wzdªu» regularnej cz¦±ci Γ,

[f ]i = 0 w ka»dym punkcie osobliwym Pi ∈ Γ.
(3.6.59)
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Kinematyczne warunki sztywno±ci (3.6.54) i odpowiadaj¡ca im ogólna po-
sta¢ dynamicznych warunków ci¡gªo±ci (3.6.58) zostaªy tu sformuªowane bez
»adnych ogranicze« na warto±ci przesuni¦¢, obrotów, odksztaªce« i/lub zgi¦¢ po-
wierzchni podstawowej M powªoki strukturalnej. Powinny one by¢ speªnione dla
powªok, których powierzchnia podstawowa mo»e zawiera¢ zaªamania, rozwidlenia
i przeci¦cia si¦ wzdªu» krzywej osobliwej Γ , zawieraj¡cej równie» punkty osobliwe
Pi ∈ Γ .

3.6.6. Poª¡czenia odksztaªcalne
Dla wielu powªok strukturalnych niektóre z warunków sztywno±ci (3.6.54)

mog¡ nie by¢ speªnione, lub nie chcemy aby one byªy speªnione ze wzgl¦dów
mechanicznych lub matematycznych. W takim przypadku poª¡czenie b¦dziemy
nazywali odksztaªcalnym. Okre±lenie warunków ci¡gªo±ci wzdªu» odksztaªcalnej
krzywej osobliwej Γ wymaga dodatkowego zamodelowania odksztaªcalno±ci me-
chanicznej samego poª¡czenia.

Dynamiczne warunki ci¡gªo±ci (3.6.58), jako warunki równowagi wzdªu» Γ ,
powinny by¢ speªnione niezale»nie od ci¡gªo±ci odpowiednich pól kinematycz-
nych. Brak ci¡gªo±ci deformacji wzdªu» Γ spowodowany jest z reguªy zaburze-
niami g¦sto±ci energii, która wzdªu» Γ mo»e by¢ odmienn¡ od tej okre±lonej na
M\Γ . Te zaburzenia energii mog¡ by¢ modelowane przez wprowadzenie odpo-
wiednich postaci wirtualnych g¦sto±ci energii σΓ i σi. Dla uproszczenia zagad-
nienia, w dalszych przykªadowych rozwa»aniach zakªadamy, »e dodatkowe obci¡-
»enia zewn¦trzne f Γ , hΓ i f i nie s¡ przyªo»one wzdªu» Γ , a statyczne warunki
ci¡gªo±ci maj¡ prost¡ posta¢ (3.6.59).

Rozwa»my prosty przypadek dwóch regularnych pªatów powªoki struktural-
nej, modelowanej powierzchniami M (1) i M (2) poª¡czonymi w sposób odksztaª-
calny wzdªu» krzywej Γ (1,2), zorientowanej zgodnie z orientacj¡ ∂M (1). Z prze-
ksztaªcenia (3.6.42) otrzymamy

[[(pν + k) · υ]] = [[pν + k ]] · 〈υ〉+ 〈pν + k〉 · [[υ]],
[[hϕ]] = [[h]]〈ϕ〉+ 〈h〉[[ϕ]], (3.6.60)

gdzie dla ka»dego pola wektorowego η skok i warto±¢ ±redni¡ oznaczono przez

[[η]] ≡ η(2) − η(1), 〈η〉 ≡ 1
2
(η(2) + η(1)). (3.6.61)

Uwzgl¦dniaj¡c (3.6.60) i (3.6.61), ogólne warunki ci¡gªo±ci (3.6.53)1 mo»na prze-
ksztaªci¢ do postaci

[[pν + k ]] · 〈υ〉+ 〈pν + k〉 · [[υ]] + [[h]]〈ϕ〉+ 〈h〉[[ϕ]]− σΓ = 0. (3.6.62)

Przy pomocy (3.6.59)1 zale»no±¢ (3.6.62) redukuje si¦ do

(pν + k) · [[υ]] + h[[ϕ]]− σΓ = 0, (3.6.63)
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gdzie wprowadzono oznaczenia

p(1)
ν + k (1) = p(2)

ν + k (2) ≡ pν + k , h(1) = h(2) ≡ h. (3.6.64)

Z (3.6.63) jest oczywistym, »e wirtualna g¦sto±¢ energii σΓ powinna by¢ li-
niow¡ funkcj¡ skoków wirtualnych przemieszcze« [[υ]] i parametru wirtualnego
obrotu [[ϕ]]:

σΓ = b · [[υ]] + b[[ϕ]]. (3.6.65)
Postacie funkcji b i b powinny okre±la¢ odksztaªcalno±¢ mechaniczn¡ poª¡czenia
rozpatrywanych dwóch pªatów M (1) i M (2). Poni»ej rozwa»amy dwa przykªady
modelowania takiego poª¡czenia.

3.6.7. Poª¡czenie spr¦»yste
Poª¡czenie odksztaªcalne nazywamy lokalnie spr¦»ystym, je±li istnieje funkcja

energii ΣΓ = ΣΓ ([[u ]], [[φ]]) taka, »e σΓ = Σ̇Γ . Wtedy

σΓ = (∂[[u ]]ΣΓ ) · [[υ]] + (∂[[φ]]ΣΓ )[[ϕ]], (3.6.66)

co po podstawieniu do (3.6.63) daje
{
(pν + k)− ∂[[u ]]ΣΓ

} · [[υ]] + {
h− ∂[[φ]]ΣΓ

}
[[ϕ]] = 0. (3.6.67)

W rozwa»anym przypadku poª¡czenia spr¦»ystego dwóch pªatów M (1) i M (2),
warto±ci [[υ]] i [[ϕ]] s¡ dowolne i speªnienie (3.6.67) wymaga speªnienia nast¦puj¡-
cych statycznych warunków ci¡gªo±ci wzdªu» Γ (1,2):

(pν + k)− ∂[[u ]]ΣΓ = 0, h− ∂[[φ]]ΣΓ = 0. (3.6.68)

W szczególno±ci, wzgl¦dnie maªa odksztaªcalno±¢ poª¡czenia mo»e by¢ mode-
lowana funkcj¡ kwadratow¡ wzgl¦dem parametrów kinematycznych

ΣΓ =
1
2
{
C · (

[[u ]]⊗ [[u ]]
)

+ c[[φ]]2
}
, (3.6.69)

gdzie C jest tensorem staªych materiaªowych poª¡czenia, a c jest materiaªowym
parametrem skalarnym.

Poª¡czenie modelowane funkcj¡ energii (3.6.69) mo»na nazwa¢ poª¡czeniem
lokalnie liniowo spr¦»ystym. W tym przypadku statyczne warunki ci¡gªo±ci
(3.6.67) przyjmuj¡ posta¢

(pν + k)−C [[u ]] = 0, h− c[[φ]] = 0. (3.6.70)

W wielu cienkich powªokach strukturalnych deformacja w poª¡czeniu jest ci¡-
gªa w tym sensie, »e [[u ]] = 0 i [[υ]] = 0, natomiast tylko gradient deformacji wy-
kazuje nieci¡gªo±¢, wyra»aj¡c¡ si¦ w zale»no±ciach [[φ]] 6= 0 i [[ϕ]] 6= 0. Odpowiada
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to np. modelowaniu poª¡czenia spr¦»y±cie przegubowego. Dla takiego prostego
przypadku, dynamiczne warunki ci¡gªo±ci wzdªu» rozwa»anego poª¡czenia Γ (1,2)

dwóch pªatów regularnych upraszczaj¡ si¦ do postaci

pν + k = 0, h− c[[φ]] = 0. (3.6.71)

W ogólniejszym przypadku, g¦sto±¢ energii ΣΓ w poª¡czeniu mo»e by¢ funk-
cj¡ zarówno samych skoków [[u ]], [[φ]], jak i ich pierwszych [[u ′]], [[φ′]], drugich
[[u ′′]], [[φ′′]] i by¢ mo»e równie» wy»szych pochodnych przestrzennych. Taka po-
sta¢ ΣΓ pozwala na modelowanie poª¡czenia nielokalnie spr¦»ystego rz¦du 1-go,
2-go i wy»szych rz¦dów.

3.6.8. Poª¡czenie niespr¦»yste
Argumentami funkcji b i b, okre±laj¡cych wirtualn¡ g¦sto±¢ energii (3.6.65),

mog¡ by¢ równie» kolejne wariacje skoków [[u ]], [[φ]] (pochodne po parametrze
skalarnym t). Taka uogólniona posta¢ funkcji b i b pozwala na modelowanie nie-
spr¦»ystego zachowania si¦ poª¡cze«.

W najprostszym przypadku mo»emy przyj¡¢, »e

b = b([[u ]], [[φ]], [[u̇ ]], [[φ̇]]), b = b([[u ]], [[φ]], [[u̇ ]], [[φ̇]]). (3.6.72)

Poª¡czenie odksztaªcalne nazywamy lokalnie liniowo lepkospr¦»ystym, je±li b i b
s¡ formami liniowymi skoków [[u ]], [[φ]] i ich pierwszych wariacji:

b = C [[u ]] +D [[u̇ ]], b = c[[φ]] + d[[φ̇]], (3.6.73)

gdzie C i D s¡ tensorami staªych materiaªowych, natomiast c i d materiaªowymi
parametrami skalarnymi poª¡czenia. W takim przypadku dynamiczne warunki
ci¡gªo±ci przyjmuj¡ posta¢

pν + k − (
C [[u ]] +D [[u̇ ]]

)
= 0, h− (

c[[φ]] + d[[φ̇]]
)

= 0. (3.6.74)

Gdy deformacja powªoki jest ci¡gªa równie» w poª¡czeniu, wtedy [[u ]] = 0,
[[u̇ ]] = 0 i warunki ci¡gªo±ci (3.6.74) znacznie si¦ upraszczaj¡.

Przyj¦cie, »e argumentami funkcji b i b mog¡ by¢ równie» wy»sze pochodne
mieszane skoków [[u ]], [[φ]] wzgl¦dem s i t, pozwala na modelowanie ró»nych efek-
tów lepkospr¦»ystych, nielokalnych w przestrzeni i czasie.

Powy»sze przykªady dotyczyªy prostego poª¡czenia odksztaªcalnego jedynie
dwóch pªatów M (1) i M (2). Gdy wzdªu» wspólnej krzywej osobliwej spotykaj¡
si¦ wi¦cej ni» dwa pªaty powierzchni podstawowej, mamy mo»liwo±¢ przyj¦cia
ró»nych wyra»e« σΓ dla ró»nych s¡siednich par pªatów M (k) i M (l). W ten spo-
sób mo»na modelowa¢ ró»norakie efekty odksztaªcalno±ci poª¡cze« w cienkich
powªokach strukturalnych.
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W dotychczasowych rozwa»aniach zakªadali±my, »e deformacja χ jest okre-
±lona na caªej powierzchni podstawowej M , a st¡d i χΓ = χ|Γ . Mo»na jednak
rozwa»a¢ bardziej ogólny przypadek deformacji powªoki strukturalnej, w którym
deformacja poª¡czenia χΓ : Γ → E jest zadawana na Γ niezale»nie od deformacji
pozostaªej regularnej cz¦±ci powierzchni podstawowej χ : M\Γ → E. Za pomoc¡
takiego zaªo»enia mo»emy modelowa¢ ogólniejsze wªasno±ci odksztaªcalno±ci po-
ª¡cze« w powªokach strukturalnych, w tym np. p¦kni¦cie powªoki wzdªu» cz¦±ci
krzywych Γ . Wtedy funkcja χΓ staje si¦ dodatkow¡ zmienn¡ niezale»n¡ zagad-
nienia brzegowego. Modelowanie takich poª¡cze« w nieliniowej mechanice powªok
nie zostaªo dot¡d rozpoznane i wymaga dalszych bada«.

3.7. Uproszczone warianty teorii cienkich spr¦»ystych
powªok strukturalnych

3.7.1. Równania konstytutywne teorii pierwszego przybli»enia

Konstrukcje cienko±cienne wyst¦puj¡ce w maszynach, urz¡dzeniach i budow-
lach, transporcie, energetyce itp. zbudowane s¡ zwykle z metali i ich stopów,
»elbetu, polimerów, kompozytów i innych podobnych materiaªów, które w zakre-
sie stosunkowo maªych odksztaªce« wykazuj¡ wªasno±ci liniowo spr¦»yste. Jedno-
cze±nie te konstrukcje i elementy powªokowe projektowane s¡ zazwyczaj w taki
sposób, aby w normalnych warunkach eksploatacyjnych odksztaªcenia w caªej
powªoce nie przekraczaªy granicy spr¦»ysto±ci materiaªu, chocia» przesuni¦cia
niektórych cz¦±ci regularnych pªatów mog¡ wielokrotnie przekracza¢ grubo±¢ po-
wªoki.

Do opisu i analizy takich elementów konstrukcji cienko±ciennych u»ywana jest
geometrycznie nieliniowa teoria cienkich powªok spr¦»ystych. Mo»na j¡ stosowa¢
przy speªnieniu nast¦puj¡cych warunków:

1. Powªoka zbudowana jest z jednorodnego i izotropowego materiaªu spr¦»y-
stego.

2. Powªoka jest cienka, tzn. h/R ¿ 1, gdzie h jest staª¡ grubo±ci¡, a R
najmniejszym promieniem krzywizny powierzchni podstawowej M powªoki
nieodksztaªconej.

3. Powierzchnia podstawowa M jest wolno zmienna, tzn. (h/l)2 ¿ 1, gdzie l
jest charakterystyczn¡ dªugo±ci¡ zmienno±ci geometrii M .

4. Deformacja powªoki jest wolno zmienna, (h/L2) ¿ 1, gdzie L jest charak-
terystyczn¡ dªugo±ci¡ zmienno±ci deformacji M .

5. Odksztaªcenia w powªoce s¡ maªe, tzn. η ¿ 1, gdzie η jest najwi¦ksz¡
warto±ci¡ odksztaªcenia wªókien materialnych w obszarze powªoki.
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Przy speªnieniu powy»szych warunków, stan przemieszcze«, odksztaªce« i na-
pr¦»e« w obszarze wewn¦trznym powªoki (daleko od brzegów i krzywych oso-
bliwych na M , obci¡»e« skupionych itp.) mo»na z wystarczaj¡c¡ dokªadno±ci¡
opisa¢ tylko przez deformacj¦ regularnych pªatów M (k) jej powierzchni podstawo-
wej. W ramach takiej teorii funkcja (powierzchniowej g¦sto±ci) energii spr¦»ystej
powªoki Wi dla ka»dego pªata M (k) mo»e by¢ z wystarczaj¡c¡ dokªadno±ci¡ przy-
bli»ona sum¡ dwóch funkcji kwadratowych, okre±laj¡cych dwa gªówne skªadniki
energii spr¦»ystej pochodz¡ce od rozci¡gania (±ciskania) i zginania pªata M (k).

Taka kwadratowa posta¢ funkcji Wi zostaªa zaproponowana ju» w klasycz-
nych pracach Kirchhoff [1850, 1876] dla pªyt oraz Aron [1874] i Love [1889]
dla powªok. Dokªadno±¢ takiej postaci funkcji energii spr¦»ystej badaªo wielu
autorów zarówno w teorii liniowej, np. Nowo»yªow i Finkel'sztejn [1943],
Koiter [1960], jak i w teorii geometrycznie nieliniowej, np. John [1965], Ko-
iter [1966]. W wyniku tych bada« wykazano, »e przy speªnieniu powy»szych
warunków funkcja kwadratowa

Wi =
h

2
Hαβλµ

(
γαβγλµ +

h2

12
ραβρλµ

)
+ O(Ehη2θ2) (3.7.1)

jest konsekwentnym pierwszym przybli»eniem g¦sto±ci energii odksztaªcenia spr¦-
»ystego powªoki.

W zale»no±ci (3.7.1) symbol O(. . .) okre±la maksymalny rz¡d bª¦du popeª-
nianego przy przyj¦ciu funkcji Wi w postaci wyra»enia kwadratowego (3.7.1),
natomiast Hαβλµ oraz γαβ i ραβ s¡ skªadowymi zmody�kowanego powierzch-
niowego tensora spr¦»ysto±ci oraz powierzchniowych miar odksztaªce« w bazie
aα = P0~x ,α lokalnego ukªadu wspóªrz¦dnych powierzchniowych {ξα} okre±lo-
nymi przez

Hαβλµ =
E

2(1 + ν)

(
aαλaβµ + aαµaβλ +

2ν

1− ν
aαβaλµ

)
,

γαβ = aα · Gaβ, ραβ = aα · Raα,

θ = max

(
h

d
,

h

L
,

h

l
,

√
h

R
,
√

η

)
,

(3.7.2)

gdzie E oznacza moduª spr¦»ysto±ci Younga, ν liczb¦ Poissona, a d jest odle-
gªo±ci¡ od bocznej powierzchni brzegowej regularnego pªata powªoki. Zmody�ko-
wany tensor spr¦»ysto±ci (3.7.2)1 uwzgl¦dnia w sposób po±redni zmian¦ grubo±ci
powªoki podczas deformacji, odpowiadaj¡c¡ pªaskiemu stanowi napr¦»enia w po-
wªoce.
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Ró»niczkuj¡c (3.7.1) wzgl¦dem powierzchniowych miar odksztaªce«, otrzy-
mamy odpowiednie równania konstytutywne

Nαβ =
∂Wi

∂γαβ
= C

[
(1− ν)γαβ + νaαβγλ

λ

]
+ O(Ehηθ2),

Mαβ =
∂Wi

∂ραβ
= D

[
(1− ν)ραβ + νaαβρλ

λ

]
+ O(Eh2ηθ2),

C =
Eh

1− ν2
, D =

Eh3

12(1− ν2)
.

(3.7.3)

3.7.2. Powierzchniowe miary odksztaªce«
W ukªadzie wspóªrz¦dnych konwekcyjnych {ξα} z ró»niczkowania ~y(ξα) =

~x (ξα) + u(ξα) otrzymamy
~y ,α = ~x ,α + u ,α = lλ�αaλ + ϕαn , aα = P~y ,α, aαβ = aα · aβ,

n =
1
2

√
a

a
εαβ(~y ,α × ~y ,β) =

√
a

a
(mαaα + mn),

(3.7.4)

gdzie poszczególne skªadowe wyra»one s¡ przez (por. np. Pietraszkiewicz
[1984])

u = uαaα + wn , u ,α = (θαβ − ωαβ)aβ + ϕαn ,

lλα = aλα + θλα − ωλα, ϕα = w,α + bλ
αuλ,

θαβ =
1
2

(
uα|β + uβ|α

)− bαβw, ωαβ =
1
2

(
uβ|α − uα|β

)
,

(3.7.5)

a = det(aαβ), a = det(aαβ),
a

a
= 1 + 2γα

α + 2(γα
αγβ

β − γα
β γβ

α),

mµ = εαβελµϕαlλ�β, m =
1
2
εαβελµlλ�αlµ�β.

(3.7.6)

W przypadku maªych odksztaªce« zale»no±¢ (3.7.6)2 mo»na upro±ci¢ do a/a ≈
1 + 2γα

α ≈ 1. Wtedy dla skªadowych powierzchniowych miar odksztaªce« otrzy-
mujemy

γαβ =
1
2
(aαβ − aαβ) =

1
2
(lλ�αlλβ + ϕαϕβ − aαβ) + O(ηθ2),

ραβ = −(~y ,α · n ,β − bαβ) = lλ�α(mλ|β − bλβ) + ϕα(m,β + bλ
βmλ)

+ bαβ(1 + γκ
κ) + O

(
ηθ2

h

)
.

(3.7.7)

Podstawiaj¡c (3.7.7) do (3.7.1), z zasady pracy wirtualnej otrzymamy spójny
z (3.7.7) ukªad zale»no±ci geometrycznie nieliniowej teorii cienkich powªok spr¦»y-
stych (por. Pietraszkiewicz i Szwabowicz [1981], Pietraszkiewicz [1984]).
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3.7.3. Klasy�kacja uproszcze« przy ograniczonych obrotach
Przy dowolnie du»ych warto±ciach przesuni¦¢ powierzchni podstawowej M ,

zale»no±ci geometrycznie nieliniowej teorii cienkiej powªoki strukturalnej, wyni-
kaj¡ce z (3.7.7), s¡ nadal do±¢ skomplikowane i maªo przydatne dla zastosowa«
in»ynierskich.

W wielu cienko±ciennych konstrukcjach in»ynierskich rzeczywiste warto±ci
przemieszcze« wyst¦puj¡ce w trakcie eksploatacji s¡ z góry ograniczone przez
wªasno±ci materiaªowe powªoki i wi¦zy wewn¦trzne, wynikaj¡ce z geometrii po-
wªoki, granicy spr¦»ysto±ci materiaªu, typu obci¡»e« zewn¦trznych, warunków
brzegowych, dopuszczalnych nieci¡gªo±ci wzdªu» krzywych osobliwych itp. Prze-
widuj¡c z góry te ograniczenia i uwzgl¦dniaj¡c je w oszacowaniach, zagadnienie
brzegowe nieliniowej teorii cienkich powªok strukturalnych mo»e by¢ znacznie
uproszczone bez utraty dokªadno±ci rozwi¡zania.

W literaturze zaproponowano ró»ne klasy�kacje uproszcze« równa« przemiesz-
czeniowych geometrycznie nieliniowej teorii cienkich regularnych powªok spr¦-
»ystych. Te klasy�kacje oparte s¡ z reguªy na ograniczeniach skªadowych zli-
nearyzowanego wektora obrotu i/lub gradientów przesuni¦¢. W±ród najbardziej
znanych tak uproszczonych wariantów wymie«my warianty ±redniego i du»ego
zginania (Musztari i Galimow [1957]), wariant umiarkowanie maªych obrotów
(Sanders [1963]) i wariant maªych wygi¦¢ (Koiter [1966]). Wiele uproszczonych
wariantów zaproponowanych przezDuszek [1978] wynikaªo z ró»nych kombinacji
ogranicze« nakªadanych na warto±ci przesuni¦¢ i ich gradientów.

Zgodnie z twierdzeniem Cauchy'ego (Truesdell i Noll [1965]), deforma-
cja otoczenia powierzchni podstawowej M mo»e by¢ rozªo»ona na trzy stany
elementarne: sztywne przesuni¦cie, czyste rozci¡gni¦cie wzdªu» gªównych kierun-
ków odksztaªcenia i sztywny obrót kierunków gªównych. W rozwa»anej tutaj teo-
rii geometrycznie nieliniowej odksztaªcenia w powªoce zostaªy ju» ograniczone
do maªych. Dlatego Pietraszkiewicz [1976] zaproponowaª, aby klasy�kacj¦
dalszych uproszcze« takiej teorii powªok oprze¢ na dodatkowych konsekwent-
nych ograniczeniach nakªadanych na obroty sko«czone wªókien materialnych po-
wªoki.

Przypomnijmy, »e zgodnie z p. 1.7.7 obrót sko«czony okre±lony jest k¡tem
obrotu ψ dookoªa osi obrotu ustalonej wersorem e i opisywany jest zwykle tenso-
rem obrotuQ ∈ SO(3). W przedstawianej poni»ej analizie u»ywamy równowa»nie
uogólnionego wektora obrotu sko«czonego, zde�niowanego przez φ = sin ψ e .

W geometrycznie nieliniowej teorii powªok cienkich uogólniony wektor ob-
rotu sko«czonego φ wyra»a si¦ przez przesuni¦cia zale»no±ci¡ (Pietraszkie-
wicz [1977])

φ =
1
2

(aα × aα + n × n)

≈ εβα

[
ϕα

(
1 +

1
2
θκ
κ

)
− 1

2
ϕλ (θλα − ωλα)

]
aβ +

1
2
εαβωαβn . (3.7.8)
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W ramach tej klasy�kacji, zakresy warto±ci k¡ta ψ zostaªy wyra»one przez
maªy parametr θ okre±lony w (3.7.2)3: ψ ≤ O(θ2) � maªe obroty, ψ = O(θ) �
umiarkowane obroty, ψ = O(

√
θ) � du»e obroty, ψ ≥ O(1) � sko«czone obroty.

Taka klasy�kacja ogranicza tylko warto±ci k¡ta obrotu ψ, pozostawiaj¡c dowol-
nym kierunek e osi obrotu.

Konstrukcje powªokowe wykazuj¡ zazwyczaj du»¡ sztywno±¢ na deformacj¦
w powierzchni powªoki, nawet przy dopuszczeniu du»ej gi¦tko±ci w kierunku pro-
stopadªym do powierzchni powªoki. T¦ cech¦ mo»na uwzgl¦dni¢ ograniczaj¡c po-
szczególne skªadowe wektora obrotu sko«czonego φ. Poniewa» dla |ψ| < π/2
oszacowanie φ prowadzi do O(|φ|) = O(sinψ) = O(ψ), mo»emy nazwy �maªe�,
�umiarkowane�, �du»e�, �sko«czone� obroty przyporz¡dkowa¢ poszczególnym skªa-
dowym φ = φ · n i φα = φ · aα wektora φ.

Przy ka»dym ograniczeniu nakªadanym na φ, wzór (3.7.8) pozwala na kon-
sekwentne oszacowanie rz¦du warto±ci ϕα i ωαβ jako gªównych czªonów poszcze-
gólnych skªadowych wektora φ. Poniewa» γαβ i ραβ s¡ w (3.7.7) wielomianami
wzgl¦dem ϕα, ωαβ, θαβ , warto±ci θαβ mog¡ by¢ nast¦pnie oszacowane bezpo±red-
nio z rozwi¡zania γαβ wzgl¦dem θαβ, przy oszacowaniu γαβ = O(η).

Zale»nie od przyj¦tego ograniczenia obrotów, mo»na w sposób konsekwentny
upro±ci¢ zwi¡zki kinematyczne na γαβ i ραβ . Jako podstaw¦ uproszcze« przy-
j¦to bª¡d O(Ehη2θ2) pierwszego przybli»enia (3.7.1) do funkcji energii spr¦»y-
stej powªoki. Bª¡d ten wymaga, aby skªadowe γαβ byªy okre±lone z dokªadno±ci¡
O(ηθ2), a ραβ z dokªadno±ci¡ O(ηθ2/h). Oszacowanie pochodnych kowariantnych
niektórych wyra»e« mo»na uzyska¢ dziel¡c oszacowania tych wyra»e« przez du»y
parametr

λ =
h

θ
= min

(
b, L, l,

√
hR,

h√
η

)
. (3.7.9)

Do oszacowania wyra»e« geometrycznych u»ywamy nast¦puj¡cych oszacowa«:
aαβ = O(1), bαβ = O(1/R) = O(θ2/h) = O(θ/λ).

Poni»ej podajemy konsekwentnie uproszczone zale»no±ci dla trzech najwa»-
niejszych szczególnych wariantów nieliniowej teorii cienkich powªok spr¦»ystych.
Peªne wyprowadzenie zale»no±ci dla ró»nych innych wariantów uproszczonych
podaª Pietraszkiewicz [1981, 1984].

3.7.4. Uproszczona teoria du»ych/maªych obrotów
Przy ograniczeniu skªadowych φα do warto±ci du»ych, skªadow¡ φ mo»na

niezale»nie ograniczy¢ do warto±ci du»ej, umiarkowanej lub maªej.
Najwa»niejszym przypadkiem szczególnym jest tu wariant, w którym φ przy-

j¦to jako maªe. W takim wariancie teorii speªnione s¡ oszacowania ϕα = O(
√

θ),
ωαβ = O(θ2), θαβ = O(θ). Je±li ponadto dopu±cimy wi¦kszy bª¡d O(Ehη2θ

√
θ)

w energii odksztaªcenia (3.7.1), to skªadowe γαβ mog¡ by¢ okre±lone z bª¦dem
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O(ηθ
√

θ), natomiast ραβ z bª¦dem O(η
√

θ/λ), co prowadzi do nast¦puj¡cych kon-
sekwentnie uproszczonych zale»no±ci kinematycznych:

γαβ = θαβ +
1
2
ϕαϕβ +

1
2
θλ
αθλβ − 1

2

(
θλ
αωλβ + θλ

βωλα

)
+ O

(
ηθ
√

θ
)

,

ραβ = −1
2

[
(δλ

α + θλ
α)ϕλ|β + (δλ

β + θλ
β)ϕλ|α − ϕα(θκ

κ)|β − ϕβ(θκ
κ)|α

+ bλ
α(θλβ + ϕλϕβ) + bλ

β(θλα + ϕλϕα)
]
− bαβθκ

κ + O

(
η
√

θ

λ

)
.

(3.7.10)

Wprowadzaj¡c (3.7.10) do g¦sto±ci wewn¦trznej pracy wirtualnej (3.7.1), funk-
cjonaª wewn¦trznej pracy wirtualnej mo»na przeksztaªci¢ do postaci

∫∫

M(k)

Wi da =
∫∫

M(k)

(
Nαβ γ̇αβ + Mαβ ρ̇αβ

)
da

= −
∫∫

M(k)

(DivT ) · υ da

+
∫

∂M(k)

{
tν · υ + ναMαβ

[
ϕβ θ̇λ

λ −
(
δλ
β + θλ

β

)
ϕ̇λ

]}
ds,

(3.7.11)

gdzie

T = tα ⊗ aα, DivT = tα|α, tα = Tαλaλ + Tαn , tν = tανα,

Tαλ = Nαβ
(
δλ
β + θλ

β

)
− 1

2

(
Nα

β ωλβ + Nλ
β ωαβ

)

− aαλ
[
bκρM

κρ + (Mκρϕκ)|ρ
]

− 1
2

[
Mαβ(bλ

β + ϕλ|β) + Mλβ(bα
β + ϕα|β)

]
,

Tα = Nαβϕβ +
[
Mλβ(δα

λ + θα
λ )

]|β + Mαβ(θκ
κ)|β

−
(
bα
βMβλ + bλ

βMαβ
)

ϕλ.

(3.7.12)

W granicach bª¦du takiej teorii du»ych/maªych obrotów sªuszne jest równie»
oszacowanie θαβ = −1

2
ϕαϕβ + O(θ2). Dlatego w drugim wyra»eniu caªki krzy-

woliniowej (3.7.11)2 mo»emy u»y¢ podstawienia θ̇λ
λ =

(
−1

2
ϕλϕλ

)•
= −ϕλϕ̇λ.
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Pami¦taj¡c ponadto »e τλϕ̇λ = n · υ′, po wykonaniu caªkowania przez cz¦±ci
drugie i trzecie wyra»enie caªki krzywoliniowej (3.7.11)2 przyjmie posta¢

∫

∂M(k)

(
f ′ · υ − hϕ̇ν

)
ds +

∑

Pa∈∂M(k)

(
f (k)+

a · υ(k)+
a − f (k)−

a · υ(k)−
a

)
, (3.7.13)

gdzie teraz na ka»dym brzegu ∂M (k) wielko±ci zde�niowane w (3.6.37) wyst¦puj¡
w konsekwentnie uproszczonej postaci

f =
[
Mνν(θντ + ϕνϕτ ) + Mντ (1 + θττ + ϕ2

τ )
]
n = fn ,

h = Mνν(1 + θνν + ϕ2
ν) + Mντ (θντ + ϕνϕτ ),

Mνν = ναMαβνβ, θντ = ναθαβτβ, ϕτ = ϕατα, itp.
(3.7.14)

Uproszczenie wyra»e« zewn¦trznej pracy wirtualnej musi uwzgl¦dnia¢ nast¦-
puj¡ce oszacowania kinematyczne teorii du»ych/maªych obrotów w obszarze ka»-
dego regularnego pªata M (k):

aα =
(
δλ
α + θλ

α

)
aλ + ϕαn + O(θ2),

n = −ϕλaλ + (1 + θκ
κ)n + O(θ2

√
θ).

(3.7.15)

Wektory zewn¦trznych obci¡»e« powierzchniowych p i h s¡ zwykle dane przez
swe skªadowe w bazie odksztaªconej

p = pαaα + pn , h = mαaα. (3.7.16)

Zgodnie z (3.7.15) skªadowe zmody�kowanego wektora obci¡»e« powierzch-
niowych l w bazie nieodksztaªconej przyjmuj¡ posta¢ uproszczon¡

l = p + (mαn)|α = lλaλ + ln ,

lλ = pα(δλ
α + θλ

α)− pϕλ − (mαϕλ)|α − bλ
αmα(1 + θκ

κ),

l = pαϕα + p(1 + θκ
κ) +

[
mα(1 + θκ

κ)
]∣∣

α
− bαλmαϕλ,

(3.7.17)

natomiast k okre±lone w (3.6.21)2 przy (3.7.15)2 upraszcza si¦ do

k = mν [−ϕνv + ϕττ + (1 + θνν + θττ )n ] , mν = mανα. (3.7.18)

Na brzegu ka»dego ∂M (k) z (3.7.15) wynikaj¡ oszacowania kinematyczne

ν = (1 + θνν) ν + θνττ + ϕνn + O(θ2),

τ = θντν + (1 + θττ ) τ + ϕτn + O(θ2),

n = −ϕνν − ϕττ + (1 + θνν + θττ )n + O(θ2
√

θ).

(3.7.19)
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Przyjmuj¡c, »e znane s¡ skªadowe t∗ i h∗ w bazie odksztaªconej brzegu

t∗ = t∗νν + t∗ττ + t∗n , h∗ = m∗
νν + m∗

ττ , (3.7.20)

przy pomocy (3.7.19) otrzymamy nast¦puj¡ce zale»no±ci uproszczone:

t∗ = n∗νν + n∗ττ + n∗n ,

n∗ν = t∗ν (1 + θνν) + t∗τθντ − t∗ϕν ,

n∗τ = t∗νθντ + t∗τ (1 + θττ )− t∗ϕτ ,

n∗ = t∗νϕν + t∗τϕτ + t∗ (1 + θνν + θττ ) .

(3.7.21)

Na brzegu ∂M (k) ka»dego pªata wprowadzili±my dodatkowe przeksztaªce-
nie θαβ ' −(1/2)ϕαϕβ, które pozwoliªo przedstawi¢ uproszczone wyra»enia na
brzegu, pochodz¡ce od momentów wewn¦trznych, w postaci (3.7.14). Przyjmu-
j¡c, »e przy konsekwentnych uproszczeniach struktura na brzegu powªoki podob-
nych wyra»e«, pochodz¡cych od momentów zewn¦trznych, powinna by¢ zbie»na
z (3.7.14), otrzymamy

f ∗ =
[
m∗

ν (θντ + ϕνϕτ ) + m∗
τ

(
1 + θττ + ϕ2

τ

)]
n = f∗n ,

h∗ = m∗
ν

(
1 + θνν + ϕ2

ν

)
+ m∗

τ (θντ + ϕνϕτ ).
(3.7.22)

Reasumuj¡c, lokalne zagadnienie brzegowe uproszczonej teorii du»ych/maªych
obrotów dla cienkich powªok strukturalnych zawiera nast¦puj¡ce równania ska-
larne:

lokalne równania równowagi wewn¡trz regularnych cz¦±ci M

Tαλ|α − bλ
αTα + lλ = 0, Tα|α + bαλTαλ + l = 0; (3.7.23)

dynamiczne warunki brzegowe wzdªu» regularnej cz¦±ci ∂Mf

ναTαλνλ + ττf = n∗ν + ττf
∗ + mνϕν ,

ναTαλτλ − στf = n∗τ − στf
∗ + mνϕτ ,

Tανα + f ′ = n∗ + (f∗)′ −mν(1 + θνν + θττ ),

h = h∗;

(3.7.24)

dynamiczny warunek ci¡gªo±ci w ka»dym punkcie osobliwym Pb ∈ ∂Mf

[f − f∗]b = 0; (3.7.25)

geometryczne warunki brzegowe wzdªu» cz¦±ci ∂Md

uν = u∗ν , uτ = u∗τ , w = w∗, ϕν = ϕ∗ν ; (3.7.26)
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warunek ci¡gªo±ci wzdªu» regularnej cz¦±ci Γ
[[ (

ναTαλνλ + ττf
)

u̇ν +
(
ναTαλτλ − στf

)
u̇τ

+
(
Tανα + f ′

)
ẇ − hϕ̇ν

]]
− σΓ = 0; (3.7.27)

warunek ci¡gªo±ci w ka»dym punkcie osobliwym Pi ∈ Γ

[fẇ]i − σi = 0. (3.7.28)
W powy»szych zale»no±ciach στ = bαβτατβ jest krzywizn¡ normaln¡ a ττ =
−bαβνατβ skr¦ceniem geodezyjnym krzywej brzegowej ∂M (k) lub ∂M .

Kompletne zagadnienie brzegowe w przesuni¦ciach otrzymamy, gdy Nαβ, Mαβ

zostan¡ wyra»one przez równania konstytutywne (3.7.3) i zwi¡zki kinematyczne
(3.7.10), a ponadto σΓ , σi zostan¡ zinterpretowane odpowiednio do przyj¦tej
nieregularno±ci.

Z tym samym bª¦dem co i (3.7.10)2, skªadowe tensora zginania ραβ mog¡
by¢ przedstawione w kilku innych alternatywnych postaciach, por. Pietrasz-
kiewicz [1984, 2001b], Nolte, Makowski i Stumpf [1986], Schmidt [1984],
Nolte i Stumpf [1983]. Ka»da z tych alternatywnych postaci, razem z (3.7.10)1,
generuje nieco inne wyra»enia funkcji Tαλ, Tα, f , h które, w granicach bª¦du
uproszczonej teorii du»ych/maªych obrotów, s¡ energetycznie równowa»ne wyra-
»eniom (3.7.12) i (3.7.14).

W zastosowaniach in»ynierskich, w d¡»eniu do dalszego konsekwentnego up-
roszczenia zale»no±ci teorii du»ych/maªych obrotów, mo»emy dopu±ci¢ jeszcze
wi¦kszy bª¡d O

(
Ehηθ2

)
w energii odksztaªcenia spr¦»ystego (3.7.1). Wtedy, za

cen¦ dalszej utraty dokªadno±ci rozwi¡zania, powierzchniowe miary odksztaªce«
(3.7.10) takiej najprostszej teorii du»ych/maªych obrotów przyjmuj¡ kra«cowo
prost¡ posta¢ (por. Pietraszkiewicz [1984])

γαβ = θαβ +
1
2
ϕαϕβ +

1
2
θλ
αθλβ + O(ηθ),

ραβ = −1
2

[(
δλ
α + θλ

α

)
ϕλ|β +

(
δλ
β + θλ

β

)
ϕλ|α − ϕα(θκ

κ)|β

− ϕβ(θκ
κ)|α

]
+ O

(η

λ

)
.

(3.7.29)

Wprowadzaj¡c (3.7.29) do (3.7.11), otrzymamy spójne z (3.7.29) de�nicje pól
wewn¦trznych

Tαλ =
1
2

[
Nαβ

(
δλ
β + θλ

β

)
+ Nλβ

(
δα
β + θα

β

)]

− 1
2
(
Mαβϕλ|β + Mλβϕα|β

)− aαλ(Mρκϕκ)|ρ,

Tα = Nαβϕβ +
[
Mβλ

(
δα
λ + θα

λ

)] |β,

(3.7.30)

a de�nicje wielko±ci brzegowych pozostaj¡ takie same jak w (3.7.14) i (3.7.22).
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Na zagadnienie brzegowe takiej najprostszej teorii du»ych/maªych obrotów
skªadaj¡ si¦ równania (3.7.23)�(3.7.28), ale z de�nicjami (3.7.30), w których Nαβ ,
Mαβ wyra»ono przez przesuni¦cia u»ywaj¡c równa« konstytutywnych (3.7.3)
i najprostszych zwi¡zków kinematycznych (3.7.29).

Z bª¦dem O(η/λ) skªadowe tensora zginania ραβ mog¡ by¢ przedstawione
w kilku innych alternatywnych postaciach, zaproponowanych w Pietraszkie-
wicz [1980b, 1981, 1984], Schmidt [1982, 1984],Nolte [1983],Nolte i Stumpf
[1983], Nolte, Makowski i Stumpf [1986]. Wtedy (3.7.29)1 i uproszczone wy-
ra»enia alternatywne generuj¡ nieco inne postacie funkcji Tαλ, Tα energetycznie
równowa»ne wyra»eniom (3.7.30).

W wielu publikacjach mo»na spotka¢ ró»ne inne warianty uproszczone geo-
metrycznie nieliniowej teorii cienkich regularnych powªok spr¦»ystych, wynika-
j¡ce z przyj¦cia jeszcze innych nieliniowych wyra»e« na γαβ , ραβ. Wyra»enia te
jednak na ogóª nie zawieraj¡ niektórych energetycznie wa»nych czªonów uj¦tych
w (3.7.10) i (3.7.29), chocia» uwzgl¦dniaj¡ inne maªo istotne energetycznie czªony.

Energetyczn¡ spójno±¢ niektórych innych, znanych z literatury wariantów
badaª Pietraszkiewicz [1984]. Obszerna porównawcza analiza numeryczna
podana w Nolte, Makowski i Stumpf [1986] wykazaªa, »e wszystkie energe-
tycznie spójne warianty teorii du»ych/maªych obrotów, w zakresie ich stosowal-
no±ci, daj¡ zawsze wyniki zgodne z rozwi¡zaniami porównawczymi, otrzymanymi
na podstawie teorii geometrycznie nieliniowej, u»ywaj¡cej peªnych zwi¡zków kine-
matycznych (3.7.7) dla powierzchniowych miar odksztaªce«. W niektórych przy-
kªadach ta zgodno±¢ wyników znacznie wykraczaªa poza zakres du»ych/maªych
obrotów. Jednocze±nie wyniki numeryczne oparte na bardziej skomplikowanych
wariantach znanych z literatury, które jednak nie byªy energetycznie spójne, od-
biegaªy czasem od rozwi¡zania porównawczego ju» w pocz¡tkowej fazie deformacji
powªoki.

3.7.5. Teoria umiarkowanych obrotów
W takim wariancie teorii powªok cienkich speªnione s¡ oszacowania ϕα =

O(θ), ωαβ = O(θ), θαβ = O(θ2). Umo»liwia to konsekwentne uproszczenia po-
wierzchniowych miar odksztaªce« do nast¦puj¡cej postaci (por. Pietraszkie-
wicz [1980b, 1981]):

γαβ = θαβ +
1
2
ϕαϕβ +

1
2
ωλ

.αωλβ − 1
2
(
θλ
αωλβ + θλ

βωλα

)
+ O(ηθ2),

ραβ = −1
2

(
ϕα|β + ϕβ|α − bλ

αωλβ − bλ
βωλα

)
+ O

(
ηθ

λ

)
.

(3.7.31)

W energetycznie spójnej teorii umiarkowanych obrotów skªadowe tensora zgi-
nania ραβ s¡ wi¦c wyra»eniami liniowymi wzgl¦dem przemieszcze« i ich pochod-
nych. Pokrywaj¡ si¦ one z de�nicj¡ ραβ stosowan¡ w tzw. najlepszym wedªug
Budiansky i Sanders [1963] sformuªowaniu liniowej teorii powªok.
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Wprowadzenie (3.7.31) do g¦sto±ci wewn¦trznej pracy wirtualnej (3.7.1) po-
zwala na przeksztaªcenie funkcjonaªu wewn¦trznej pracy wirtualnej do postaci

∫∫

M(k)

Wi da =
∫∫

M(k)

(
Nαβ γ̇αβ + Mαβ ρ̇αβ

)
da

= −
∫∫

M(k)

tα|α · υ da +
∫

∂M(k)

(
tν · υ − ναMαβϕ̇β

)
ds, (3.7.32)

gdzie teraz skªadowe tα wyst¦puj¡ w odpowiednio uproszczonej formie

Tαλ = Nαλ − 1
2

(
bα
βMλβ+ bλ

βMαβ
)

+
1
2
Nκ

κ ωαλ − 1
2

(
Nα

β ωλβ+ Nλ
β ωαβ

)

+
1
2

(
Nα

β θλβ −Nλ
β θαβ

)
,

Tα = Nαβϕβ + Mαβ |β.

(3.7.33)

Wykonanie caªkowania przez cz¦±ci drugiego czªonu caªki krzywoliniowej (3.7.32)
prowadzi do wyra»enia (3.7.13), w którym teraz

f = Mντn = fn , h = Mνν . (3.7.34)

Zauwa»my, »e w wyniku liniowo±ci (3.7.31)2 skªadowe Mαβ wchodz¡ do (3.7.33)
i (3.7.34) bez mno»ników, uwzgl¦dniaj¡cych zmian¦ geometrii powªoki podczas
deformacji, a f zawiera tylko skªadow¡ normaln¡. Oznacza to, »e spójne z (3.7.33)
i (3.7.34) zewn¦trzne momenty powierzchniowe h i brzegowe h∗ mog¡ by¢ uw-
zgl¦dnione tylko z takim samym przybli»eniem w postaci

h = mαaα, k = mνn , h∗ = m∗
νν + m∗

ττ ,

f∗ = m∗
τn , h∗ = m∗

ν .
(3.7.35)

Oszacowania kinematyczne wewn¡trz ka»dego regularnego pªata M (k) prowa-
dz¡ do zale»no±ci

aα =
(
aλα − ωλα

)
aλ + ϕαn + O(θ2), n = −ϕλaλ + n + O(θ2), (3.7.36)

za pomoc¡ których skªadowe obci¡»e« powierzchniowych upraszczaj¡ si¦ do

lλ = pλ − pαωλα − pϕλ −mαbλ
α, l = −pαϕα + p + mα|α. (3.7.37)

Na brzegu ka»dego ∂M (k) z (3.7.36) wynikaj¡ oszacowania

ν = ν + ωνττ + ϕνn + O(θ2),

τ = −ωντν + τ + ϕτn + O(θ2),

n = −ϕνν − ϕττ + n + O(θ2).

(3.7.38)
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St¡d skªadowe zewn¦trznych siª brzegowych (3.7.21) upraszczaj¡ si¦ do

n∗ν = t∗ν − t∗τωντ − t∗ϕν , n∗τ = t∗νωντ + t∗τ − t∗ϕτ ,

n∗ = t∗νϕν + t∗τϕτ + t∗.
(3.7.39)

Lokalne zagadnienie brzegowe teorii umiarkowanych obrotów dla cienkich po-
wªok strukturalnych formuªowane jest przez zale»no±ci skalarne (3.7.23)�(3.7.28),
w których teraz nale»y uwzgl¦dni¢ zale»no±ci uproszczone (3.7.33)�(3.7.35) oraz
(3.7.39). W szczególno±ci, mν pojawi si¦ tylko w dynamicznym warunku brzego-
wym (3.7.24)3 bez dodatkowych mno»ników.

W wielu konstrukcjach powªokowych tylko skªadowe φα s¡ umiarkowane, na-
tomiast skªadowa φ jest zawsze maªa. W takiej teorii umiarkowanych/maªych
obrotów speªnione s¡ oszacowania ϕα = O(θ), ωαβ = O(θ2), θαβ = O(θ2). Umo»-
liwiaj¡ one dalsze uproszczenia zwi¡zków kinematycznych (3.7.31) przez pomi-
ni¦cie w nich maªych podkre±lonych czªonów. W wyniku tych uproszcze« w zale»-
no±ciach (3.7.33)�(3.7.39) wypada szereg podkre±lonych wyrazów zawieraj¡cych
ωαβ i zagadnienie brzegowe znacznie si¦ upraszcza.

Przedstawiony tu wariant geometrycznie nieliniowej teorii cienkich spr¦»y-
stych powªok strukturalnych w opisie Lagrange'a przy umiarkowanych obrotach,
oparty na energetycznie uproszczonych powierzchniowych miarach odksztaªce«
(3.7.31), zawiera wiele znanych z literatury prostszych wariantów nieliniowej
teorii powªok regularnych. Przegl¡d tych ró»nych uproszczonych wersji podali
Schmidt i Pietraszkiewicz [1981], gdzie równie» sformuªowano szereg funk-
cjonaªów, zarówno swobodnych jak i z warunkami ubocznymi, oraz odpowiadaj¡-
cych im zasad wariacyjnych. Te zasady wariacyjne umo»liwiaj¡ sªabe sformuªowa-
nia zagadnienia brzegowego powªok regularnych wykorzystuj¡ce ró»ne szczególne
wersje teorii umiarkowanych obrotów. Skonstruowane zasady wariacyjne mog¡
stanowi¢ podstaw¦ do opracowania podobnych zasad dla powªok strukturalnych,
a nast¦pnie odpowiednich rodzin elementów sko«czonych i algorytmów analizy
nieliniowej takich powªok.

3.7.6. Nieliniowa teoria powªok o maªej wyniosªo±ci
Najprostszym i zarazem najbardziej rozpowszechnionym w literaturze przy-

padkiem szczególnym teorii umiarkowanych/maªych obrotów jest nieliniowa teo-
ria powªok o maªej wyniosªo±ci, zaproponowana m.in. przez Musztari [1938]
i Marguerre [1939].

Oprócz oszacowa« ϕα = O(θ), ωαβ = O(θ2), θαβ = (θ2), przyjmuje si¦ tu
zaªo»enie dodatkowe, »e przesuni¦cia styczne uα s¡ o rz¡d mniejsze od normal-
nych w, tzn. uα = wO(θ). St¡d wynika, »e ϕα = w,α[1 + O(θ2)] i zale»no±ci
kinematyczne upraszczaj¡ si¦ do postaci

γαβ = θαβ +
1
2
w,αw,β + O(ηθ2), ραβ = −w|αβ + O

(
ηθ

λ

)
, (3.7.40)
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a dla wektorów baz odksztaªconych otrzymujemy oszacowania

aα = aα + w,αn + O(θ2), n = n − w,αaα + O(θ2),

ν = ν + w,νn + O(θ2), τ = τ + w′n + O(θ2),

n = n − w,νν − w′τ + O(θ2).

(3.7.41)

W sformuªowaniu klasycznym zazwyczaj pomija si¦ równie» wektor momentów
powierzchniowych, h ≡ 0, a warto±ci stycznego obci¡»enia powierzchniowego pα

przyjmuje si¦ równie» o rz¡d mniejsze od warto±ci obci¡»enia normalnego p, tzn.
pα = pO(θ).

Po wprowadzeniu (3.7.40) do g¦sto±ci wewn¦trznej pracy wirtualnej (3.7.1),
z przeksztaªcenia funkcjonaªu wewn¦trznej pracy wirtualnej otrzymamy nast¦pu-
j¡ce de�nicje:

Tαλ = Nαλ, Tα = Nαβw,β + Mαβ |β,

k ≡ 0, f = Mντn = fn , h = Mνν ,

f ∗ = m∗
τn = f∗n , h∗ = m∗

ν .

(3.7.42)

lα = pα − pw|α, l = p,

n∗ν = t∗ν − t∗w,ν , n∗τ = t∗τ − t∗w′, n∗ = t∗νw,ν + t∗τw′ + t∗.
(3.7.43)

Dodatkowo, w równaniach równowagi (3.7.23)1 czªony zawieraj¡ce siªy tn¡ce
s¡ szacowane jako

−bλ
αTα = −bλ

α

(
Nαβw,β + Mβα|β

)
= O

(
Eh

ηθ2

λ

)

i s¡ pomijane wzgl¦dem czªonu gªównego Nαλ|α = O
(
Eh

η

λ

)
.

W wyniku tych zaªo»e« i uproszcze«, lokalne zagadnienie brzegowe nieliniowej
teorii cienkich powªok strukturalnych o maªej wyniosªo±ci skªada si¦ z nast¦pu-
j¡cych zale»no±ci. S¡ to:

równania równowagi wewn¡trz regularnych cz¦±ci M

Nαβ|α + pβ − pw|β = 0, Mαβ|αβ +
(
bαβ + w|αβ

)
Nαβ + p = 0; (3.7.44)

dynamiczne warunki brzegowe wzdªu» regularnej cz¦±ci ∂Mf

Nνν + ττMντ = t∗ν − t∗w,ν + ττm
∗
τ ,

Nντ − στMντ = t∗τ − t∗w′ − στm
∗
τ ,

Tανα + (Mντ )′ = n∗ + (m∗
τ )
′,

Mνν = m∗
ν ;

(3.7.45)
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dynamiczny warunek ci¡gªo±ci w ka»dym punkcie osobliwym Pb ∈ ∂Mf

[Mντ −m∗
τ ]b = 0; (3.7.46)

geometryczne warunki brzegowe wzdªu» cz¦±ci ∂Md

uν = u∗ν , uτ = u∗τ , w = w∗, w,ν = w∗,ν ; (3.7.47)

warunek ci¡gªo±ci wzdªu» regularnej cz¦±ci Γ

[[
(Nνν + ττMντ ) u̇ν + (Nντ − στMντ ) u̇τ

+
(
Tανα + (Mντ )′

)
ẇ −Mννw,ν

]]
− σΓ = 0; (3.7.48)

warunek ci¡gªo±ci w ka»dym punkcie osobliwym Pi ∈ Γ

[Mντ ẇ]i − σi = 0. (3.7.49)

Gdy w powy»szych zale»no±ciach Nαβ, Mαβ zostan¡ wyra»one przez równania
konstytutywne (3.7.3) i zwi¡zki kinematyczne (3.7.40), a ponadto σΓ , σi zostan¡
zinterpretowane zgodnie z zaªo»on¡ nieregularno±ci¡, otrzymamy kompletne za-
gadnienie brzegowe w przesuni¦ciach, jako zmiennych niezale»nych.
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Cz¦±¢ II

Metody obliczeniowe





Rozdziaª 4

Aspekty obliczeniowe w statyce
i dynamice powªok

4.1. Sªaba posta¢ zasad zachowania

4.1.1. Uwagi wst¦pne
Formuªowanie i interpretacj¦ metody elementów sko«czonych (MES) mo»na

postrzega¢ z dwóch ró»nych punktów widzenia � �zycznego lub matematycz-
nego.

Podej±cie �zyczne wi¡»e si¦ z pocz¡tkami formuªowania MES jako daleko po-
suni¦tego uogólnienia metod stosowanych wcze±niej w analizie konstrukcji pr¦to-
wych, por. Lévy [1953], Turner i inni [1956], Cook, Malkus i Plesha [1989].
Podstaw¡ koncepcji jest zaªo»enie, »e ka»d¡ konstrukcj¦ mo»na traktowa¢ jak
ukªad zbudowany z oddzielnych, mniejszych cz¦±ci konstrukcji � elementów sko«-
czonych � których modelowanie mechaniczne jest niezale»ne od pozostaªych cz¦-
±ci ukªadu. Nast¦pnie te oddzielne cz¦±ci ª¡czone s¡ odpowiednio ze sob¡ w caªo±¢
w sko«czonej liczbie w¦zªów.

Podej±cie matematyczne do MES oznacza zastosowanie metody Rayleigha�
Ritza, lub jej ogólniejszej wersji Bubnowa�Galerkina, do aproksymacji zagad-
nienia brzegowego. Baz¡ MES s¡ wielomiany w postaci funkcji zlokalizowanych
(zob. np. Courant [1943],Oden [1972],Kleiber [1985]). Funkcje zlokalizowane
okre±lone s¡ jedynie wewn¡trz nie pokrywaj¡cych si¦ podobszarów dziedziny pro-
blemu, zwanych elementami sko«czonymi, i znikaj¡ poza tymi obszarami. Zbiór
elementów sko«czonych powstaje przez okre±lony podziaª dziedziny zadania po-
wi¡zany z jednoczesnym doborem w¦zªów, które rozªo»one s¡ w cz¦±ci lub caª-
kowicie na brzegach i w wierzchoªkach elementów. Zbiory elementów i w¦zªów
tworz¡ siatk¦ dyskretyzacyjn¡ zadania.

Podstawowa idea MES opiera si¦ na koncepcji interpolacji. Inne kroki zastoso-
wanej aproksymacji MES s¡ mniej lub bardziej standardowe. Kroki te omówimy
dokªadniej w rozdziale 5 w ramach formuªowania elementów sko«czonych.

Podej±cie matematyczne, polegaj¡ce na zastosowaniu metod Rayleigha�Ritza
lub Bubnowa�Galerkina, wymaga:

A) sªabego (wariacyjnego) sformuªowania zagadnienia pocz¡tkowo�brzego-
wego;
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B) wyboru przestrzeni funkcji aproksymacyjnych, podstawowych i testowych,
co w MES sprowadza si¦ do okre±lenia liczby w¦zªów, liczby zmiennych
w¦zªowych i tzw. funkcji ksztaªtu.

W ramach A) wyró»nia si¦ dwie zasadnicze klasy zasad wariacyjnych, prowa-
dz¡cych do sformuªowania elementów sko«czonych:

A1) zasady i elementy jednopolowe;
A2) zasady i elementy wielopolowe.
Typowym przykªadem elementów nale»¡cych do klasy A1) s¡ elementy prze-

mieszczeniowe, formuªowane na bazie zasady wirtualnych przemieszcze«1. W±ród
elementów nale»¡cych do klasy A2) mo»na wymieni¢ elementy mieszane (ang.
mixed) i elementy cz¦±ciowo mieszane (ang. semi�mixed), których podstaw¡ s¡
zasady wariacyjne typu Hellingera�Reissnera lub typu Hu�Washizu. Ta druga
zasada stanowi wariacyjne uzasadnienie formuªowania wa»nej grupy dwupolo-
wych elementów sko«czonych o wzbogaconym polu odksztaªce« (ang. enhanced
assumed strain � EAS ).

Istnieje równie» klasa elementów sko«czonych, których koncepcja opiera si¦
na technikach nie maj¡cych w peªni formalnych podstaw w wariacyjnym sformu-
ªowaniu problemu brzegowego. Do tego typu elementów zaliczy¢ mo»na elementy
sko«czone o dwustopniowej interpolacji odksztaªce« (ang. assumed natural strain
� ANS ), u»ywane z powodzeniem do analizy wielu praktycznych problemów in-
»ynierskich.

Przedstawiona w poprzednich rozdziaªach ksi¡»ki sze±cioparametrowa teoria
powªok ma szereg nast¦puj¡cych cech, istotnych z obliczeniowego punktu wi-
dzenia:

a. Wzdªu» brzegów elementu wymagana jest ci¡gªo±¢ jedynie klasy C0 dla
niezale»nych zmiennych kinematycznych u = (u ,Q) oraz ci¡gªo±¢ klasy
C−1 (kawaªkami ci¡gªe) dla uogólnionych siª przekrojowych s = (nβ , mβ)
i powªokowych miar odksztaªce« ε = (εβ , κβ). Pod tym wzgl¦dem rozwa-
»ana teoria powªok ma takie same skromne wymagania, jak wyst¦puj¡ce
w sformuªowaniu elementów zdegenerowanych lub bazuj¡cych na hipotezie
kinematycznej typu Timoszenko�Reissnera.

b. Sze±cioparametrowa teoria powªok ujmuje wszystkie trzy parametry ob-
rotu jako niezale»ne zmienne kinematyczne. Dlatego formuªowane na jej
podstawie elementy sko«czone mog¡ by¢ w sposób naturalny wyposa»one
w sze±¢ stopni swobody w ka»dym w¦¹le. Do wprowadzenia szóstego stop-
nia swobody � tzw. owini¦cia � nie ma wi¦c potrzeby u»ycia specjalnych
technik lub dodatkowych zaªo»e«. Rozwi¡zuje to problemy modelowania

1W naszym przypadku, podobnie jak w teoriach powªok typu Timoszenko�Reissnera, na
wektor przemieszcze« skªadaj¡ si¦ pole przesuni¦¢ i pole obrotów jako zmienne niezale»ne.
Dlatego zasada wirtualnych przemieszcze« dla takich sformuªowa« mechaniki powªok mo»e by¢
formalnie uznawana równie» jako zasada dwupolowa.
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powªok np. nieregularnych, zawieraj¡cych zaªamania, rozwidlenia i prze-
ci¦cia si¦ wielu pªatów powªoki.

c. W sformuªowanym podej±ciu dwuwymiarowym nie ma ju» konieczno±ci
trójwymiarowego caªkowania w obj¦to±ci elementu (jednocze±nie w po-
wierzchni i po grubo±ci powªoki) nawet w przypadku powªok grubych, pod-
legaj¡cych sko«czonym silnie nieliniowym deformacjom w kierunku grubo-
±ci. Jest to istotn¡ zalet¡ zaproponowanego sformuªowania, np. w stosunku
do standardowych powªokowych elementów zdegenerowanych.

d. Konstrukcja ró»nych elementów sko«czonych przebiega w sposób standar-
dowy i nie zale»y od tego, czy powªoka jest cienka czy gruba, izotropowa
czy nie, podlegaj¡ca maªym czy sko«czonym deformacjom. Do konstrukcji
elementu sko«czonego wymagany jest tylko ogólny schemat jego budowy.
Ró»nice w modelowaniu ró»nych zada« ujmuje si¦ przez specy�kacj¦ rów-
na« konstytutywnych. Taka szczególna posta¢ równa« konstytutywnych
wymagana jest dopiero przy rozwi¡zywaniu konkretnych zada« mechaniki
powªok.

Podstawy metody elementów sko«czonych s¡ niezale»ne od rozwa»anego pro-
blemu szczególnego. Dlatego przy konstrukcji prezentowanych w rozdziale 5 ele-
mentów powªokowych wykorzystamy idee u»ywane np. przy formuªowaniu trój-
wymiarowych elementów bryªowych. Istotn¡ cech¡ ró»ni¡c¡ formuªowane tam
elementy powªokowe od elementów klasycznych jest fakt, »e przestrze« kon�gu-
racyjna rozwa»anego tu problemu nie posiada wygodnej do analizy struktury
przestrzeni liniowej.

Efektywne rozwi¡zanie problemu nieliniowego wymaga równie» uwzgl¦dnienia
dalszych aspektów:

C) iteracyjnego rozwi¡zania równa« zlinearyzowanych;
D) ±ledzenia ±cie»ek równowagi wraz z wyznaczaniem punktów osobliwych,

takich jak punkty graniczne i punkty bifurkacji rozwi¡zania;
E) rozwi¡zania problemu wªasnego (wyznaczenia cz¦sto±ci i postaci drga«

wªasnych lub liniowego obci¡»enia krytycznego i odpowiadaj¡cej mu po-
staci wyboczenia);

F) caªkowania po czasie dynamicznych równa« ruchu.
Wymienione w C)�F) aspekty nie stanowi¡ cz¦±ci metody elementów sko«czo-

nych i nie wpªywaj¡ na dokªadno±¢ aproksymacji przestrzennej MES. Aspekty te
mog¡ by¢ dyskutowane równie» w ramach sformuªowania ci¡gªego, a nast¦pnie
wykorzystane w rozwi¡zaniach problemów dyskretnych, otrzymanych na drodze
przestrzennej aproksymacji sko«czenie wymiarowej.

Dotychczasowe do±wiadczenia wskazuj¡, »e w analizie konstrukcji powªo-
kowych o dowolnej geometrii, obci¡»eniu, warunkach brzegowych i deformacji
metod¡ elementów sko«czonych zasadnicze trudno±ci koncentruj¡ si¦ wokóª na-
st¦puj¡cych zagadnie« ogólnych:
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I) teoria powªok � zast¡pienie trójwymiarowego problemu mechaniki o±rod-
ków ci¡gªych zagadnieniem dwuwymiarowym mechaniki powªok o zmien-
nych niezale»nych zde�niowanych tylko na wyró»nionej powierzchni pod-
stawowej2;

II) dyskretyzacja � sko«czenie wymiarowa aproksymacja problemu ci¡gªego;
III) nieregularno±¢ powªok � modelowanie rozgaª¦zie« i przeci¦¢, skoków grubo-

±ci i wªasno±ci materiaªowych, usztywnie« i wzmocnie« pr¦tami, poª¡cze«
ró»nych pªatów powªok ze sob¡ i z pr¦tami itp.

W kontek±cie metody elementów sko«czonych, ze wzgl¦du na znamienn¡ wag¦ dla
wiarygodno±ci rozwi¡za«, dodamy tu równie» problem szczególny, wyst¦puj¡cy
tylko w ramach zagadnienia dyskretyzacji MES:
IIa) zjawisko blokady (zakleszczania) rozwi¡za« � nadmierne przesztywnienie

konstrukcji, b¦d¡ce numerycznym efektem ubocznym jednolitej interpola-
cji niskiego rz¦du, w szczególno±ci klasy C0.

Zagadnienie I ma charakter czysto analityczny, zagadnienie II ma natur¦ czy-
sto numeryczn¡, natomiast zagadnienie III ma charakter zarówno analityczny, jak
i numeryczny. Ró»ne ¹ródªa i odmienna natura zagadnie« I i II pozwala rozwa-
»a¢ je oddzielnie. Mo»liwo±¢ rozdzielenia zagadnie« teorii powªok i dyskretyzacji
jest podstawow¡ ró»nic¡ mi¦dzy podej±ciem klasycznym i zaproponowanym w tej
ksi¡»ce a metodologi¡ formuªowania elementu powªokowego w ramach koncepcji
degeneracji.

W drugiej cz¦±ci ksi¡»ki rozwa»amy ró»ne sªabe sformuªowania problemu
pocz¡tkowo�brzegowego nieliniowej mechaniki powªok. Na tej podstawie przed-
stawimy systematyczn¡ i kompleksow¡ dyskusj¦ wymienionych powy»ej zagad-
nie« wyst¦puj¡cych w analizie powªok metod¡ elementów sko«czonych. Chcemy
wyra¹nie podkre±li¢ ich ró»n¡ natur¦, kªad¡c jednocze±nie nacisk na aspekt obli-
czeniowy zagadnienia.

Mo»na uzna¢ za gªówne nast¦puj¡ce cechy przemawiaj¡ce na korzy±¢ sªabego
sformuªowania zagadnienia pocz¡tkowo�brzegowego (por. np. Kleiber [1989]):

1. W miejsce ró»niczkowej reprezentacji problemu o charakterze lokalnym
formuªuje si¦ równowa»n¡ globaln¡ reprezentacj¦ caªkow¡, wymagaj¡c¡ na
ogóª sªabszych zaªo»e« o regularno±ci danych problemu i rozwi¡za«.

2. Globalna reprezentacja caªkowa jest wygodn¡ podstaw¡ numerycznych roz-
wi¡za« przybli»onych.

2Zestawienie tytuªów ksi¡»ek i artykuªów przegl¡dowych z dziedziny mechaniki powªok za-
wieraj¡ prace Noor [1990a,b] oraz Pietraszkiewicz [1992]. Materiaªy konferencyjne Noor,
Belytschko i Simo [1990], zestawienia artykuªów Yang i inni [1990, 2000], Mackerle [1997,
2000, 2002a,b], a tak»e ksi¡»ka pod redakcj¡ Wo¹niaka [2001] daj¡ przegl¡d aktualnych prac,
trendów i nowsz¡ bibliogra�¦ z tego zakresu.
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3. Globalna reprezentacja caªkowa jest sformuªowaniem niezmienniczym
wzgl¦dem sposobu opisu zagadnienia. Mo»e ona sªu»y¢ jako punkt wyj-
±cia do formuªowania zagadnie« szczególnych w wybranym opisie.

4. W przypadkach dopuszczaj¡cych istnienie zasad ekstremalnych pojawia si¦
mo»liwo±¢ uzyskania z góry pewnych informacji o nieznanym rozwi¡zaniu.

Sªaba posta¢ zagadnienia pocz¡tkowo�brzegowego mo»e przyj¡¢ form¦ albo
to»samo±ci caªkowej, albo zasady wariacyjnej, wyra»onej jako warunek stacjo-
narno±ci funkcjonaªu. W mechanice posta¢ to»samo±ci caªkowej maj¡ np. zasady:
pracy wirtualnej, wirtualnych przemieszcze« i wirtualnej pracy dopeªniaj¡cej.
W zagadnieniach równowagowych podstawowymi zasadami wariacyjnymi s¡: za-
sada stacjonarno±ci caªkowitej energii potencjalnej, zasada Hellingera�Reissnera,
zasada Hu�Washizu i zasada stacjonarno±ci energii dopeªniaj¡cej (o ile istnieje).
Zasady wirtualne jako to»samo±ci caªkowe s¡ ogólniejsze od zasad wariacyjnych
w tym sensie, »e nie wymagaj¡ one istnienia odpowiednich funkcjonaªów globalnych.

Zasady wariacyjne liniowej teorii powªok modelowanych powierzchni¡ Cosse-
ratów rozwa»aª ju» Reissner [1970], a w kontek±cie aproksymacji MES m.in.
Atluri i Pian [1972]. W tych pracach badano zasady jedno- i wielopolowe.
W ramach standardowych procedur wariacyjnych, dobrze opracowanych w ma-
tematyce (np. Gelfand i Fomin [1970]), nie jest jednak bezpo±rednio mo»liwe
formalne uogólnienie wyników teorii liniowej na rozpatrywany tu przypadek nie-
liniowy. Wynika to z nast¦puj¡cych powodów:

a) przestrze« kon�guracyjna nieliniowej sze±cioparametrowej teorii powªok
nie posiada struktury przestrzeni liniowej i dlatego standardowe twierdze-
nia analizy funkcjonalnej nie znajduj¡ tu bezpo±redniego zastosowania;

b) zewn¦trzne momenty powierzchniowe, kraw¦dziowe i brzegowe w teorii nie-
liniowej zatracaj¡ na ogóª charakter wielko±ci zachowawczych;

c) w przypadku powªok nieliniowo spr¦»ystych, materiaªowe równania kon-
stytutywne nie zawsze s¡ jednoznacznie odwracalne.

Przedstawiane dalej rozwa»ania ograniczymy do sformuªowania odpowiednich
zasad wirtualnych i zasad wariacyjnych nieliniowej mechaniki powªok oraz ich
mody�kacji, wykorzystywanych w tej ksi¡»ce jako podstawa implementacji nu-
merycznej.

4.1.2. Przestrze« kon�guracyjna
W ramach rozwa»anej ogólnej teorii powªok, ka»da kon�guracja powªoki jest

okre±lona przez pole wektorów przesuni¦¢ (translacji) u : M → E i pole tensorów
obrotu (rotacji) Q : M → SO(3), oba okre±lone na powierzchni podstawowej M
powªoki w kon�guracji odniesienia, uto»samianej tu z kon�guracj¡ nieodksztaª-
con¡. Uporz¡dkowana para u ≡ (u ,Q) caªkowicie okre±la ka»d¡ inn¡ kon�guracj¦
powªoki, o ile opis kon�guracji odniesienia jest ustalony przez podanie dwóch pól
(~x ,T 0).
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U»ywaj¡c terminologii zaczerpni¦tej z dynamiki ukªadów mechanicznych,
zbiór wszystkich kon�guracji powªoki nazywamy przestrzeni¡ kon�guracyjn¡ zde-
�niowan¡ nast¦puj¡co:

U ≡ C(M, G) = {u = (u ,Q) | u : M → G = E × SO(3)}. (4.1.1)

Z (4.1.1) wynika, »e przestrze« kon�guracyjna U nie ma struktury przestrzeni
liniowej, poniewa» w jej de�nicji wyst¦puje grupa obrotów SO(3). Fakt ten ma
istotne konsekwencje dla analizy numerycznej nieliniowych problemów mechaniki
powªok.

Przy pewnych niezbyt silnych zaªo»eniach o regularno±ci mo»na wykaza¢, »e
przestrze« kon�guracyjna U ma jednostajnie zbie»n¡ topologi¦ i jest niesko«cze-
nie wymiarow¡ rozmaito±ci¡. Z operacj¡ grupow¡3 zde�niowan¡ punktowo przez

(u2 ⊕ u1) (x ) = (u1(x ) + u2(x ) , Q2(x )Q1(x )) , ∀x ∈ M, (4.1.2)

dla wszystkich u1 , u2 ∈ U, przestrze« kon�guracyjna (4.1.1) jest niesko«czenie
wymiarow¡ grup¡ Banacha�Liego4. Na podstawie tego faktu problemy mechaniki
powªok mog¡ by¢ formuªowane w terminach geometrii ró»niczkowej.

W tej obliczeniowej cz¦±ci ksi¡»ki rozwa»ania ograniczamy do szczególnego
typu geometrycznej nieregularno±ci powªok. Przyjmiemy, »e powierzchnia pod-
stawowa powªoki jest okre±lona przez zªo»enie pewnej liczby pªatów regularnych
powierzchni M (a) , a = 1, 2, . . . , n, poª¡czonych wzdªu» wspólnych kraw¦dzi Γ ,
speªniaj¡cych ogólne zaªo»enia podane w cz¦±ci pierwszej ksi¡»ki. Dodatkowo
zakªadamy tu, »e podczas procesu deformacji poª¡czenia pªatów M (a) nie ule-
gaj¡ rozdzieleniu i lokalnie zachowuj¡ swój pierwotny ksztaªt w pªaszczy¹nie or-
togonalnej do kraw¦dzi5 Γ (s¡ to tzw. poª¡czenia kinematycznie sztywne). To
zaªo»enie poci¡ga za sob¡ konieczno±¢ speªnienia, na wszystkich pªatach M (a),
a = 1, 2, . . . m, m ≤ n, tworz¡cych wspóln¡ kraw¦d¹ Γ , nast¦puj¡cych kine-
matycznych warunków ci¡gªo±ci dotycz¡cych odksztaªconej powierzchni podsta-
wowej:

~yΓ (s) = ~y
(
x (a)(s)

)
, T

(
x (a)(s)

)
= QΓ (s)T 0

(
x (a)(s)

)
, (4.1.3)

wzdªu» Γ ,

3W ogólnym przypadku u1⊕u2 6= u2⊕u1, poniewa» SO(3) nie jest grup¡ przemienn¡. Ele-
mentem neutralnym grupy G = E × SO(3) jest 1 ≡ (0,1), za± ªu = (−u ,QT) jest elementem
odwrotnym do u, poniewa» u⊕ (ªu) = 1.

4Co wynika z ogólnych twierdze« o rozmaito±ciach odwzorowa« gªadkich sko«czenie wymia-
rowej rozmaito±ci w sko«czenie wymiarow¡ grup¦ Liego, por. Curties, Lee i Miller [1973].

5Jest to zaªo»enie analogiczne do klasycznych zaªo»e« o poª¡czeniach pr¦tów w ukªadach
ramowych. Odej±cie od tego zaªo»enia wymaga, jak to podano w podrozdziale 3.5, wyposa»e-
nia kraw¦dzi Γ w wielko±ci dynamiczne i kinematyczne oraz sformuªowania dla Γ odpowiednich
równa« konstytutywnych. W takim przypadku kraw¦d¹ Γ nabiera cech jednowymiarowego kon-
tinuum o wªasno±ciach pr¦ta modelowanego krzyw¡ geometryczn¡ typu Cosserat.
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gdzie krzywa przestrzenna Γ parametryzowana jest lokalnie dªugo±ci¡ ªuku s.
Dlatego pocz¡tkowa geometria brzegów poszczególnych pªatów M (a) w obsza-
rze poª¡czenia Γ mo»e by¢ opisana przez ~x (a) = ~x (a)(s), T (a)

0 = T 0

(
x (a)(s)

)
,

a = 1, 2, . . . m.
Z (4.1.3) wynikaj¡ nast¦puj¡ce kinematyczne warunki ci¡gªo±ci dotycz¡ce

przemieszcze«:

u
(
x (a)(s)

)
= uΓ (s),

Q
(
x (a)(s)

)
= QΓ (s),

a = 1, 2, . . . m, x (a)(s) ∈ Γ , (4.1.4)

gdzie uΓ (s) i QΓ (s) s¡, odpowiednio, polami przesuni¦¢ i obrotów zde�niowa-
nymi wzdªu» Γ .

Alternatywnie, deformacja obrotowa QΓ (s) kraw¦dzi Γ mo»e by¢ okre±lona
poprzez trójki wektorów kierunkowych {t0

j (s)}Γ , przyporz¡dkowane ka»demu
punktowi xΓ (s) ∈ Γ w kon�guracji odniesienia, i trójki wektorów kierunkowych
{t j(s)}Γ , okre±lone w ka»dym punkcie yΓ (s) kon�guracji aktualnej Γ (t). Wtedy
QΓ (s) = (t j(s))Γ ⊗ (t j

0(s))Γ .

4.1.3. Wirtualne przemieszczenia
Stany wirtualne powªoki mo»na opisa¢ w terminach geometrii ró»niczkowej

jako elementy wi¡zki stycznej TU do przestrzeni kon�guracyjnej U.
Wi¡zka styczna TU jest zde�niowana przez sumy TU =

⋃
u∈U TuU parami

rozª¡cznych przestrzeni stycznych TuU w punktach u ∈ U. Oczywi±cie, ka»da
przestrze« styczna TuU ma struktur¦ przestrzeni liniowej. Z twierdze« o rozma-
ito±ciach odwzorowa« wynika, »e dla dwóch rozmaito±ci M i N wi¡zka styczna
TC(M,N) jest izomor�czna z C(M, TN). Na tej podstawie mo»na identy�kowa¢
przestrze« wirtualnych przemieszcze« powªoki z przestrzeni¡

TuU = C (M, T (E × SO(3) )) , (4.1.5)

gdzie T (E×SO(3) ) oznacza wi¡zk¦ styczn¡ do sze±cioparametrowej grupy Liego
E × SO(3).

Z drugiej strony, przestrze« styczna TuU dana wzorem (4.1.5) jest przestrzeni¡
odwzorowa« okre±lon¡ nast¦puj¡co: ka»dej kon�guracji powªoki u ∈ U towarzyszy
wirtualne przemieszczenie w ∈ TuU w postaci odwzorowania

w : M → Tu(x )(E × SO(3) ), ∀x ∈ M. (4.1.6)

Innymi sªowy, wi¡zka styczna TU jest niesko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wek-
torow¡ odwzorowa« powierzchni podstawowej powªoki M w przestrze« styczn¡
do grupy E × SO(3).

Ale przestrze« styczna do grupy obrotów jest izomor�czna z przestrzeni¡ wek-
torow¡ tensorów sko±nie symetrycznych E ∧ E, która z kolei jest izomor�czna
z przestrzeni¡ euklidesow¡ E, co oznaczamy jako ci¡g izomor�zmów przestrzeni
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TQSO(3) ' so(3) ' E. Zatem ka»dy tensor obrotu Q generuje ci¡g izomor�cz-
nych przestrzeni okre±lonych przez przynale»ne do nich elementy, odpowiednio
δQ , W i w , gdzie W jest tensorem sko±nie symetrycznym, którego wektorem
osiowym jest w , tj. W = adw . Wirtualne przemieszczenia w ∈ TuU dla ka»dego
u ∈ U mog¡ wi¦c by¢ uto»samiane z uporz¡dkowan¡ par¡ pól

w = (v ,W ) : M → E × (E ∧ E) lub w = (v ,w) : M → E × E. (4.1.7)

Dlatego przestrze« wirtualnych przemieszcze« mo»na zde�niowa¢ nast¦puj¡co:

W ≡ C(M, E × E) = {w = (v ,w) | w : M → E × E}. (4.1.8)

Istnienie wskazanych izomor�zmów pozwala ka»dej krzywej z C(M, E × E)
przyporz¡dkowa¢ jednoznacznie, przy pomocy odwzorowania ad: E → so(3),
krzyw¡ w C(M,E × (E ∧ E)), a nast¦pnie, przy u»yciu funkcji wykªadniczej
exp: E ∧ E → SO(3), krzyw¡ w C(M, E × SO(3)). Krzywe te reprezentuj¡ od-
cinkowo ci¡gª¡ sekwencj¦ poªo»e« powierzchni podstawowej powªoki M w od-
powiednich przestrzeniach. St¡d wynika, »e ka»da zale»no±¢ mechaniki powªok,
opartej o kinematyczny model powierzchni Cosserat, b¦dzie miaªa odpowiedni¡
posta¢ w ka»dej z wymienionych przestrzeni. Wobec istniej¡cych izomor�zmów,
wszystkie te postacie s¡ równowa»ne.

Powy»szy wynik mo»na uzyska¢ formalnie równie» w terminach klasycznej
analizy wektorowej. Niech zatem u = (u ,Q) ∈ U okre±la dan¡ kon�guracj¦
powªoki. Rozwa»my jednoparametrow¡ rodzin¦ deformacji R 3 η 7→ u(η) =
(u(η),Q(η)) ∈ U parametryzowan¡ przez skalar η:

u(η) = u + ηv , Q(η) = exp(ηW )Q = Q exp(ηW). (4.1.9)

Przy η = 0 otrzymamy aktualne poªo»enie powªoki okre±lone przemieszczeniem
u(0) = u. Wówczas wirtualne przemieszczenia zde�niowane s¡ przez

δu(x ) =
d
dη

u(x , η)|η=0 = v(x ) ,

δQ(x ) =
d
dη

Q(x , η)|η=0 = W (x )Q(x ) = Q(x )W(x ) ,

(4.1.10)

gdzie W (x ) = adw(x ) i W(x ) = adw(x ). Dla prostoty zapisu, tu i dalej
u»ywamy tego samego symbolu Q dla odwzorowania i jego warto±ci.

Z (4.1.10)2 wynika, »e wektor styczny w ∈ TuU ma dwie równowa»ne repre-
zentacje. Dlatego deformacji globalnej ~y(x ) = ~x + u(x ), t i(x ) = Q(x )t0

i (x )
odpowiadaj¡ dwie równowa»ne reprezentacje wirtualne

δ~y = δu = v = Qv, δt i = δQ t0
i = w × t i = Q (w × t0

i ), (4.1.11)

które nazywa si¦, odpowiednio, reprezentacj¡ przestrzenn¡ i reprezentacj¡ mate-
rialn¡ wirtualnego przemieszczenia w. W reprezentacji przestrzennej wszystkie
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wielko±ci wyst¦puj¡ce w mechanice powªok de�niuje si¦ przez skªadowe wzgl¦-
dem obracaj¡cej si¦ bazy {t i}. W reprezentacji materialnej odpowiednie wielko-
±ci maj¡ te same skªadowe, lecz s¡ one odniesione do ustalonej bazy pocz¡tkowej
{t0

i }. Wobec istnienia formalnej transformacji (4.1.11) mi¦dzy tymi reprezen-
tacjami, rozwa»ania mo»na ograniczy¢ tylko do jednej z nich. Dlatego dalsz¡
dyskusj¦ ograniczymy zasadniczo do reprezentacji przestrzennej. Jednak niektóre
rozwa»ania, szczególnie dotycz¡ce skªadników bezwªadno±ciowych, przedstawimy
tak»e w bardziej dla nich wªa±ciwej reprezentacji materialnej.

U»ywaj¡c tych samych argumentów, które doprowadziªy do okre±lenia transla-
cji i obrotu regularnych cz¦±ci pªatów powªoki, mo»na tak»e okre±li¢ przesuni¦cie
i obrót kraw¦dzi poª¡cze« pªatów. Wobec przyj¦tych tu kinematycznych warun-
ków ci¡gªo±ci sztywnego poª¡czenia (4.1.3) i (4.1.4), równie» dla pól wirtualnych
otrzymujemy kinematyczne warunki ci¡gªo±ci6

v
(
x (a)(s)

)
= vΓ (s),

W
(
x (a)(s)

)
= W Γ (s) = δQΓ (s)QT

Γ (s) = adwΓ (s), (4.1.12)

x (a)(s) ∈ Γ ,

gdzie a = 1, 2, . . . , m jest liczb¡ pªatów M (a) tworz¡cych wspóln¡ kraw¦d¹
w punkcie x (a)(s).

Przyj¦te zaªo»enia (4.1.3), prowadz¡ce do kinematycznych warunków ci¡gªo-
±ci (4.1.4) i (4.1.12), redukuj¡ caªk¦ krzywoliniow¡ GΓ w wyra»eniu (3.4.13) do
cz¦±ci ujmuj¡cej tylko prac¦ obci¡»e« zewn¦trznych zadanych wzdªu» Γ . Wynika
st¡d, »e w sªabym sformuªowaniu zagadnienia dynamiczne warunki ci¡gªo±ci s¡
speªnione to»samo±ciowo dla wszystkich wirtualnych przemieszcze« speªniaj¡cych
kinematyczne warunki ci¡gªo±ci (4.1.12).

Ruch rzeczywisty powªoki, tak jak i ruch wirtualny, jest geometrycznie re-
prezentowany przez gªadk¡ krzyw¡ u(t) w przestrzeni kon�guracyjnej U, gdzie
t ∈ [0, +∞) reprezentuje czas. Wówczas wektor styczny do tej krzywej w punk-
cie u(t) ∈ U jest wektorem pr¦dko±ci v(t) = u̇(t). Zbiór wszystkich wekto-
rów v(t), tak jak zbiór wirtualnych przemieszcze« w (4.1.8), tworzy przestrze«
Tu(t)U styczn¡ do U. Dla grupy obrotów SO(3) wyst¦puje tu ci¡g izomor�zmów
przestrzeni TQ(t)SO(3) ' so(3) ' E. Na tej podstawie, tak jak w (4.1.10)2,
elementy TQ(t)SO(3) mog¡ by¢ reprezentowane dwojako:

~̇y(x , t) =
d
dt

~y(x , t) = u̇(x , t) = υ(x , t),

Q̇(x , t) =
d
dt
Q(x , t) = Ω(x , t)Q(x , t) = Q(x , t)Ω(x , t),

(4.1.13)

6Wynik (4.1.12) wskazuje, »e w przypadku ogólnej deformacji powªoki wielopªatowej tych
warunków nie da si¦ speªni¢ w ramach modeli powªok operuj¡cych tylko dwoma parametrami
obrotu.
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gdzie tensory sko±nie symetryczne Ω = Q̇QT i Ω = QTQ̇ oraz stowarzyszone
z nimi wektory osiowe ω = ad−1Ω i ω = ad−1Ω opisuj¡ pr¦dko±ci obrotowe
powªoki, odpowiednio, w reprezentacji przestrzennej i materialnej. U»ywaj¡c za-
pisu ~y(x , t) = ~x (x) + u(x , t) i t i(x , t) = Q(x , t) t0

i (x ), pr¦dko±ci te mog¡ by¢
wyra»one, tak jak w (4.1.11), w nast¦puj¡cej postaci:

~̇y = u̇ ≡ υ = Qυ, ṫ i = Q̇ t0
i = ω × t i = Q(ω× t0

i ). (4.1.14)

4.1.4. Wirtualne miary odksztaªce«
Podobne rozwa»ania geometryczne umo»liwiaj¡ wyprowadzenie na drodze for-

malnej postaci uogólnionych odksztaªce« i ich wirtualnych zmian.
Powªokowe miary wirtualnych odksztaªce« w reprezentacji przestrzennej maj¡

posta¢ (por. p. 2.4.4)

δE(x ) = δεβ ⊗ tβ
0 ,

δεβ(x ) = v ,β + ~y ,β ×w = v ,β + (tβ + εβ)×w ,
(4.1.15)

δK (x ) = δκβ ⊗ tβ
0 ,

δκβ(x ) = w ,β ,

co wynika z de�nicji powªokowych miar odksztaªce« εβ = ~y ,β − tβ , κβ =
ad−1(Q ,βQT). W (4.1.15), δ oznacza wspóªobrotowe wariacje, analogiczne do
wspóªobrotowych pochodnych wzgl¦dem czasu (1.7.33).

Je±li rozwa»ymy jednoparametrow¡ rodzin¦ deformacji (4.1.9), wówczas na
mocy de�nicji

δεβ = Q
[

d
dη

(
QTεβ(η)

)]

|η=0

= Q
[
QTv ,β −w ×QT~y ,β

]
= v ,β −w × ~y ,β , (4.1.16)

δκβ = Q
[

d
dη

(
QTκβ(η)

)]

|η=0

= ad−1

{
Q

[
d
dη

(
QTad(κβ(η))Q

)
QT

]

|η=0

}

= Q
[
QT

,βw +QTw ,β +QTQ ,βQTw
]

= −K βw +w ,β +K βw = w ,β . (4.1.17)

De�nicje (4.1.16) i (4.1.17) s¡ do pewnego stopnia odpowiednikami pochodnej
Liego.
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4.1.5. Notacja macierzowo�operatorowa
Podczas formuªowania powªokowych elementów sko«czonych wygodnie jest

u»ywa¢ notacji macierzowo�operatorowej. W tym celu wyst¦puj¡ce w reprezen-
tacji przestrzennej wirtualne przemieszczenia w = (v ,w), pr¦dko±ci v = (υ,ω),
przyspieszenia a = (ü ,a), powierzchniowe obci¡»enia zewn¦trzne p = (f , c),
obci¡»enia odcinkowe pΓ = (f Γ , cΓ ) na krzywej Γ , obci¡»enia brzegowe s∗ =
(n∗,m∗) na ∂Mf i siªy bezwªadno±ci b = (ṗ, ṡ + ~̇y × p) zapisujemy w formie
wektorów kolumnowych

w =
{
v
w

}
, v =

{
υ
ω

}
, a =

{
ü
a

}
, p =

{
f
c

}
,

pΓ =
{
f Γ

cΓ

}
, s∗ =

{
n∗
m∗

}
, b =

{ ṗ
ṡ + ~̇y × p

}
.

(4.1.18)

Tutaj i dalej b¦dziemy u»ywali okre±le« �przemieszczenia�, �obci¡»enia�, �od-
ksztaªcenia�, �napr¦»enia�, itd. w sensie tych wielko±ci uogólnionych.

Stosuj¡c notacj¦ (4.1.18), poszczególne skªadniki g¦sto±ci pracy wirtualnej
obci¡»e« zewn¦trznych mo»na zapisa¢ w postaci macierzowej

wTp = v · f +w · c,

wT
ΓpΓ = vΓ · f Γ +wΓ · cΓ , (4.1.19)
wTs∗ = v · n∗ +w ·m∗.

Podobnie mo»na zapisa¢ g¦sto±¢ pracy wirtualnej siª bezwªadno±ci

wTb = v · ṗ +w · (ṡ + ~̇y × p). (4.1.20)

Miary odksztaªce« (E ,K ) i napr¦»e« (N ,M ) s¡ parami uporz¡dkowanymi.
Odpowiednie wektory kolumnowe mo»na zde�niowa¢ jako czwórki odpowiednich
wektorów miar odksztaªce« (εβ,κβ) i napr¦»e« (nβ,mβ) w formie

ε =





ε1

ε2

κ1

κ2





, s =





n1

n2

m1

m2





. (4.1.21)

Wtedy relacjom kinematycznym mo»na nada¢ posta¢

ε̂(u) =





ε̂1(u)
ε̂2(u)
κ̂1(u)
κ̂2(u)





=





u ,1 + (1−Q)t0
1

u ,2 + (1−Q)t0
2

ad−1(Q ,1QT)
ad−1(Q ,2QT)





. (4.1.22)
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Zestawiaj¡c wirtualne miary odksztaªce« i wchodz¡ce do nich komponenty w for-
mie wektorów

δε =





δε1

δε2

δκ1

δκ2





=





v ,1 + (t1 + ε1)×w
v ,2 + (t2 + ε2)×w

w ,1

w ,2





, δd =





v ,1

v ,2

w ,1

w ,2

w





, (4.1.23)

wirtualne relacje kinematyczne mo»na zapisa¢ jako

δε(u) = B(u)w, δd = Dw, (4.1.24)

gdzie operatory macierzowe maj¡ posta¢

B(u) =




1(.),1 (t1 + ε1)× (.)
1(.),2 (t2 + ε2)× (.)

0 1(.),1

0 1(.),2


 , D =




1(.),1 0
1(.),2 0

0 1(.),1

0 1(.),2

0 1




. (4.1.25)

Uwzgl¦dniaj¡c wprowadzone oznaczenia, wyra»enie na g¦sto±¢ wewn¦trznej pracy
wirtualnej w reprezentacji przestrzennej, mierzon¡ na jednostk¦ powierzchni pod-
stawowej M , przyjmuje posta¢

δεTs = wTBTs = δE ·N + δK ·M
= δεβ · nβ + δκβ ·mβ = nβ · (v ,β + ~y ,β ×w) +mβ ·w ,β . (4.1.26)

Równania konstytutywne powªok spr¦»ystych zapisujemy formalnie jako

s = ŝ(ε). (4.1.27)

Kinetyczne równania konstytutywne dla p¦du i momentu p¦du (2.2.42) na tym
etapie rozwa»a« przyjmujemy w postaci uproszczonej

p = J 1 υ, s = J 2 ω, J 3 = J 4 = 0, (4.1.28)

gdzie J 1(x ) i J 2(x , t) s¡ polami u±rednionego, niezale»nego od czasu tensora
masy translacyjnej i u±rednionego tensora momentu bezwªadno±ci powªoki w re-
prezentacji przestrzennej. Zakªadamy przy tym, »e nie wyst¦puje sprz¦»enie
(4.1.28)3 bezwªadno±ciowych skªadników translacyjnych i obrotowych, a tensory
momentów bezwªadno±ci � w reprezentacji przestrzennej J 2(x , t) i niezale»ny
od czasu w reprezentacji materialnej J2(x ) � powi¡zane s¡ relacj¡

J 2(x , t) = Q(x , t)J2(x )QT(x , t). (4.1.29)
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W wyniku zaªo»enia (4.1.28) i relacji (4.1.29), wektor powierzchniowych siª bez-
wªadno±ci (4.1.18)7 przyjmuje posta¢

b =
{

J 1υ̇
J 2ω̇ + ω × J 2ω

}
=

{
J 1ü

J 2a + ω × J 2ω

}
, (4.1.30)

gdzie ü(x , t) i a(x , t) s¡ polami przyspiesze« translacyjnych i przyspiesze« obro-
towych, okre±lonych przez ró»niczkowanie po czasie odpowiednich pól pr¦dko±ci.

4.1.6. Zasada wirtualnych przemieszcze«
Formuªowanie zasad wirtualnych i globalnych, ze wzgl¦du na wykonywane

operacje w przeksztaªceniach, wymaga speªnienia odpowiednich warunków ci¡-
gªo±ci i ró»niczkowalno±ci ró»nych pól powierzchniowych. Sprecyzujmy wi¦c te
warunki dla u»ywanych dalej poj¦¢.

Niech UA ⊂ U oznacza zbiór wszystkich kinematycznie dopuszczalnych pól
przemieszcze« (funkcje podstawowe), tj. pól u = (u ,Q) speªniaj¡cych kinema-
tyczne warunki brzegowe

UA = {u ∈ U | u = u∗ wzdªu» ∂Md}. (4.1.31)
Odpowiednio, przez WA ⊂ W oznaczmy zbiór wszystkich kinematycznie dopusz-
czalnych pól wirtualnych przemieszcze« (funkcje testowe), tj. pól w = (v ,w)
speªniaj¡cych jednorodne kinematyczne warunki brzegowe

WA = {w ∈ W | w = O wzdªu» ∂Md}. (4.1.32)
Podkre±lmy, »e pola u i w musz¡ speªnia¢ zaªo»one wcze±niej warunki regularno-
±ci narzucone przeprowadzanymi przeksztaªceniami matematycznymi. Ponadto,
zgodnie z zaªo»eniami (4.1.4) i (4.1.12), przez uΓ i wΓ oznaczamy warto±ci pól u
i w ograniczonych do krzywej Γ .

Dla powªok spr¦»ystych, przy relacji kinematycznej ε = ε̂(u) i równaniu kon-
stytutywnym s = ŝ(ε) jako warunkami ubocznymi, dla kinematycznie dopusz-
czalnych pól u ∈ UA i w ∈ WA mo»na zde�niowa¢ funkcjonaª

G[u, t;w] ≡ Gd[u, t;w] + Gi[u, t;w]−Ge[u, t;w], (4.1.33)
gdzie

Gd[u, t;w] =
∫∫

M\Γ

wTb da ,

Gi[u, t;w] =
∫∫

M\Γ

(B(u)w)Tŝ(ε) da , (4.1.34)

Ge[u, t;w] =
∫∫

M\Γ

wTp da +
∫

Γ

wT
ΓpΓ dl +

∫

∂Mf

wTs∗ dl +
∑

a

wT
a pa
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reprezentuj¡, odpowiednio, wirtualn¡ prac¡ siª bezwªadno±ci, wirtualn¡ prac¡
wewn¦trzn¡ i wirtualn¡ prac¦ obci¡»e« zewn¦trznych.

Z poprzednich przeksztaªce« wynika, »e u ∈ UA jest sªabym rozwi¡zaniem
zagadnienia pocz¡tkowo�brzegowego mechaniki powªok wielopªatowych wtedy
i tylko wtedy, gdy

G[u, t;w] = 0 (4.1.35)

dla wszystkich w ∈ WA i t ∈ [0, +∞).
Wyra»enie wariacyjne (4.1.35) przy (4.1.33) i (4.1.34) jest znane jako za-

sada wirtualnych przemieszcze«. Wyra»a ona sªab¡ posta¢ zasad zachowania p¦du
i momentu p¦du powªoki wielopªatowej. Nazwy rozwi¡zanie sªabe lub rozwi¡zanie
uogólnione wynikaj¡ z faktu, »e klasa ci¡gªo±ci dopuszczalnych rozwi¡za« u ∈ UA

w sformuªowaniu (4.1.35) jest znacznie szersza, ni» jest to wymagane w sformu-
ªowaniu klasycznym (sformuªowaniu silnym), wyra»onym przez ukªad równa«
i zale»no±ci ró»niczkowych (2.3.4)�(2.3.12). Rzeczywi±cie, równanie (4.1.35) do-
starcza globalnej, caªkowej reprezentacji zagadnienia, zamiast lokalnej reprezenta-
cji ró»niczkowej, wymagaj¡cej speªnienia ró»niczkowych równa« ruchu w ka»dym
punkcie powierzchni podstawowej powªoki.

4.2. Parametryzacja i opis obrotów sko«czonych

4.2.1. Parametryzacja globalna
Do tej pory rozwa»ano ukªad równa« mechaniki powªok, zawieraj¡cy pola

wektora przesuni¦¢ u(x , t) i tensora obrotów Q(x , t) jako podstawowe kine-
matyczne zmienne niezale»ne. W ten sposób wyeksponowano geometryczno-
ró»niczkow¡ struktur¦ teorii powªok bez odwoªywania si¦ do szczególnych para-
metryzacji grupy obrotów SO(3). Jednak wybór okre±lonej parametryzacji grupy
obrotów i sposób opisu obrotów sko«czonych s¡ wa»nymi zadaniami w analitycz-
nych i numerycznych rozwi¡zaniach zagadnienia pocz¡tkowo�brzegowego mecha-
niki powªok.

Literatura cytowana w p. 1.1.7 wskazuje, »e jest wiele mo»liwo±ci parame-
tryzacji grupy obrotów, a ró»ne parametryzacje maj¡ zarówno swoje zalety jak
i ograniczenia. Za przykªadowe parametryzacje obrotów mog¡ sªu»y¢ np. rodzina
k¡tów Eulera (lub Brayanta), parametryzacja Cayleya�Kleina, parametryzacja
kanoniczna, lub kwaterniony (parametry Eulera). Nale»y jednak zauwa»y¢, »e
w zagadnieniach mechaniki powªok »adna z tych parametryzacji nie wykazuje
istotnych zalet w stosunku do innych7.

Formalnie, parametryzacj¦ obrotów mo»na zde�niowa¢ lokalnie jako wzajem-
nie jednoznaczne i ró»niczkowalne odwzorowanie grupy obrotów SO(3) w pod-

7Dyskusj¦ problemu parametryzacji w mechanice powªok mo»na znale¹¢ np. w pracy
Betsch, Menzel i Stein [1998].
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zbiór otwarty przestrzeni liczb rzeczywistych RN :

SO(3) → RN , Q = Q(ϑp), (4.2.1)

gdzie N liczb rzeczywistych (ϑp) nazywa si¦ parametrami obrotu, za± liczb¦ N
� wymiarem parametryzacji. W ocenie przydatno±ci wybranej parametryzacji
SO(3) nale»y zwróci¢ uwag¦ mi¦dzy innymi na: 1) konieczn¡ liczb¦ parame-
trów oraz liczb¦ i typy mo»liwych osobliwo±ci takiej reprezentacji, 2) wynikaj¡c¡
z przyj¦tej parametryzacji zªo»ono±¢ ukªadów równa«, 3) skªonno±¢ do genero-
wania bª¦dów i wra»liwo±¢ na bª¦dy numeryczne w implementacji komputerowej
równa« powªokowych, 4) zalety lub trudno±ci w formuªowaniu kinematycznych
warunków brzegowych.

Nie jest mo»liwa globalna, wolna od osobliwo±ci reprezentacja obrotu sko«-
czonego przez mniej ni» pi¦¢ parametrów skalarnych (jest to wynik Heinza Hopfa
z 1940 r., zob. Stuelpnagel [1964]). Zatem co najmniej pi¦ciowymiarowa pa-
rametryzacja musi by¢ u»yta na poziomie globalnej akumulacji deformacji ob-
rotowej. Z drugiej strony, na poziomie budowy lokalnych równa« zagadnienia
wystarczaj¡ tylko trzy niezale»ne parametry, okre±laj¡ce lokalnie obrót. Ka»da
reprezentacja SO(3), zawieraj¡ca wi¦cej ni» trzy parametry obrotu, prowadzi¢
b¦dzie do parametrów zale»nych, które musz¡ speªnia¢ dodatkowe ograniczenia.
W wyniku formalnego wprowadzenia parametrów zale»nych musi nast¡pi¢ roz-
szerzenie ukªadu równa« pola o równania wi¦zów wybranej parametryzacji, z od-
powiednimi mno»nikami Lagrange'a jako dodatkowymi polami niewiadomymi.

Z numerycznego punktu widzenia, lokalna parametryzacja wi¦cej ni» trójwy-
miarowa jest bardziej zªo»ona w realizacji, gdy» narusza ona struktur¦ caªego
ukªadu równa« dodatkowymi równaniami wi¦zów. Ale przez zastosowanie od-
powiedniego opisu przyrostowego osobliwo±ci mog¡ by¢ omini¦te i takie skom-
plikowane podej±cie staje si¦ caªkowicie zbytecznym. Dlatego na poziomie for-
muªowania równa« przyrostowych zagadnienia b¦dziemy u»ywali lokalnie tylko
trójwymiarowej parametryzacji.

Jako szczególnie wygodnych parametrów u»ywa¢ b¦dziemy trzech skªado-
wych wektora obrotu sko«czonego. Ró»ne uogólnione wektory obrotu sko«czo-
nego mog¡ by¢ de�niowane na wiele sposobów (por. p. 1.7.8), ale wszystkie ich
de�nicje maj¡ u podstaw t¦ sam¡ koncepcj¦. W rezultacie, ró»ne de�nicje wekto-
rów obrotu sko«czonego mo»na otrzyma¢ jako szczególne przypadki konstrukcji
pokazanej w (1.7.70) i (1.7.71).

4.2.2. Parametryzacja lokalna
Lokalnie wolna od osobliwo±ci parametryzacja obrotów jest faktycznie wybo-

rem ukªadu wspóªrz¦dnych na grupie obrotów SO(3).
Wspóªrz¦dne lokalne tensora obrotu Q ∈ SO(3) wynikaj¡ z faktu, »e SO(3)

jest trójwymiarow¡ grup¡ Liego, ale jednocze±nie i rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡.
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Zatem dla ka»dego dowolnie ustalonego Q ∈ SO(3) istnieje lokalnie otwarte
otoczenie U ⊂ SO(3) i dyfeomor�zm Q na otwarty zbiór V w R3 takie, »e

Q : U → V ⊂ R3, Q Q−→ (ϑp, p = 1, 2, 3). (4.2.2)

W zwartej notacji mo»na to zapisa¢ jako

Q = Q(ϑ), ϑ = (ϑp) = (ϑ1 , ϑ2 , ϑ3). (4.2.3)

Trójk¦ liczb rzeczywistych (ϑp) nazywamy wspóªrz¦dnymi lokalnymi tensora Q
w mapie (U,Q).

W parametryzacji lokalnej (4.2.3) wirtualny obrót mo»na przedstawi¢ w po-
staci

W (ϑ) = δQ(ϑ)Q(ϑ)T =
3∑

p=1

W(p)(ϑ) δϑp , (4.2.4)

gdzie

W(p)(ϑ) = Q(p)(ϑ)Q(ϑ)T,
(4.2.5)

Q(p)(ϑ) =
∂Q(ϑ)

∂ϑp
, p = 1, 2, 3.

Z zale»no±ci (4.2.4) wynika, »e tensory W(p), tak jak tensor W , s¡ sko±nie syme-
tryczne i mo»na je przedstawi¢ przez wektory osiowe w(p). W ten sposób otrzy-
mujemy

w(ϑ) = ad−1W (ϑ) =
3∑

p=1

w(p)(ϑ) δϑp, w(p)(ϑ) = ad−1W(p)(ϑ). (4.2.6)

Ostatecznie zale»no±ci (4.2.6)1 mo»na nada¢ posta¢ macierzow¡

w(ϑ) = Ξ(ϑ) δϑ, δϑ =





δϑ1

δϑ2

δϑ2



 . (4.2.7)

Pr¦dko±¢ obrotow¡, analogicznie do (4.2.5)�(4.2.7), otrzymujemy z de�nicji

Ω(ϑ) = Q̇(ϑ)Q(ϑ)T =
3∑

p=1

W(p)(ϑ) ϑ̇p ,

(4.2.8)
ω(ϑ) = ad−1Ω(ϑ) =

3∑

p=1

w(p)(ϑ) ϑ̇p ,
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co mo»na zapisa¢ w postaci macierzowej

ω(ϑ) = Ξ(ϑ)ϑ̇, ϑ̇ =





ϑ̇1

ϑ̇2

ϑ̇2





. (4.2.9)

Uwzgl¦dniaj¡c (4.2.9), z de�nicji otrzymujemy macierzow¡ zale»no±¢ dla wek-
tora przyspieszenia obrotowego, wyra»on¡ przez pochodne czasowe parametrów
obrotu

a(ϑ) = ω̇(ϑ) = Ξ(ϑ)ϑ̈ + Ξ̇(ϑ)ϑ̇ = Ξ(ϑ)ϑ̈ +




3∑

p=1

∂Ξ(ϑ)
∂ϑp

ϑ̇p


 ϑ̇,

(4.2.10)
ϑ̈ =





ϑ̈1

ϑ̈2

ϑ̈2



 .

4.2.3. Zale»no±ci kinematyczne w funkcji parametrów obrotu
Powy»sze podej±cie mo»na stosowa¢ nie tylko do parametryzacji ustalonego

tensora obrotu Q , lecz równie» do parametryzacji pola tensorowego Q(x ). W ta-
kim przypadku zale»no±¢ (4.2.3) nale»y rozumie¢ jako funkcj¦ zªo»on¡

Q(x ) = Q(ϑ(x )). (4.2.11)

Je±li powierzchnia podstawowa powªoki M jest lokalnie okre±lona w postaci para-
metrycznej przez wspóªrz¦dne powierzchniowe {ξβ}, β = 1, 2, wówczas pochodne
(4.2.11) po wspóªrz¦dnych dane s¡ przez

Q ,β(ϑ) =
∂Q(ϑ)

∂ξβ
=

3∑

p=1

∂Q(ϑ)
∂ϑp

∂ϑp

∂ξβ
=

3∑

p=1

Q(p)(ϑ) ϑp,β. (4.2.12)

Sko±nie symetryczny tensor zginania w reprezentacji przestrzennej mo»e by¢
wyra»ony jako

K β(ϑ) = Q ,β(ϑ) QT(ϑ) =
3∑

p=1

W(p)(ϑ) ϑp,β . (4.2.13)

Dlatego zale»no±ci kinematyczne, wyra»one przez pola przesuni¦¢ u i parametrów
obrotu ϑ przyjmuj¡ posta¢

εβ(u , ϑ) = u ,β − (Q(ϑ)− 1)t0
β , κβ(ϑ) =

3∑

p=1

w(p)(ϑ) ϑp,β . (4.2.14)
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�¡cz¡c wynik parametryzacji (4.2.6) i (4.2.7) z de�nicjami wielko±ci wirtualnych
odksztaªce« (4.1.16) i (4.1.17), otrzymujemy nast¦puj¡ce zale»no±ci dla wirtual-
nych miar odksztaªce«, wyra»one przez wirtualne pola przesuni¦¢ v i parametrów
obrotu δϑ:

δεβ(ϑ, δϑ) = v ,β + (εβ(ϑ) + t0
β)× (Ξ δϑ),

(4.2.15)

δκβ(ϑ, δϑ) =
3∑

p=1

w(p)(ϑ) δϑp,β .

4.2.4. Wektory obrotu sko«czonego
Z wielu mo»liwych parametryzacji grupy obrotów, szczególnie przydatna w za-

gadnieniach mechaniki powªok jest reprezentacja Q przez tzw. wektor obrotu
sko«czonego, por. p. 1.1.7. T¦ parametryzacj¦ de�niuje si¦ wykorzystuj¡c wªa-
sno±¢ funkcji wykªadniczej exp: L(E) → L(E), danej absolutnie zbie»nym szere-
giem pot¦gowym

expT =
∞∑

n=0

(n!)−1Tn = 1 + T + 1
2T

2 + . . . , ∀T ∈ L(E). (4.2.16)

Niech ψ b¦dzie dowolnym wektorem i niech Ψ = adψ b¦dzie stowarzy-
szonym tensorem sko±nie symetrycznym o wektorze osiowym ψ. Wprowadzaj¡c
do (4.2.16) tensor Ψ ∈ so(3) ⊂ L(E) w miejsce T, na podstawie wªasno±ci
funkcji wykªadniczej dla tensorów sko±nie symetrycznych otrzymuje si¦ zawsze
expΨ ∈ SO(3). Zatem

Q = expΨ = 1 +
sin ‖ψ‖
‖ψ‖ Ψ +

1− cos ‖ψ‖
‖ψ‖2

Ψ2 (4.2.17)

jest z de�nicji jednoznacznie okre±lonym tensorem wªa±ciwego obrotu. Za-
mkni¦ta posta¢ wzoru (4.2.17) jest wynikiem zastosowania twierdzenia Cayleya�
Hamiltona do de�nicji funkcji wykªadniczej (4.2.16) dla sko±nie symetrycznego
tensora Ψ ∈ so(3).

Zale»no±¢ (4.2.17) pozwala ka»dy tensor obrotu z otoczenia dowolnego tensora
obrotu O ∈ SO(3) zapisa¢ na jeden z dwóch sposobów: QO = (expΨ)O lub
OQ = O(expΦ). Tutaj Ψ ,Φ ∈ so(3) s¡ tensorami sko±nie symetrycznymi,
których wektorami osiowymi s¡ ψ, ϕ ∈ E. Zatem w algebrze so(3)(' E ' R3)
istnieje pewne otwarte otoczenie U(' V ⊂ R3) tensorów Ψ ∈ U ⊂ so(3) lub
Φ ∈ U ⊂ so(3), a w grupie SO(3) istnieje pewne otwarte otoczenie U tensora
O ∈ U ⊂ SO(3) takie, »e funkcja wykªadnicza jest dyfeomor�zmem U na U.
W ten sposób odwzorowanie wykªadnicze (4.2.17) okre±la map¦ w otoczeniu O .
Skªadowe ψi, ϕi ∈ R3 wektorów ψ, ϕ ∈ E nazywa si¦ zwykle wspóªrz¦dnymi
kanonicznymi.
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Z geometrycznego punktu widzenia, tensor obrotuQ : E → E jest zachowuj¡-
cym orientacj¦ odwzorowaniem izometrycznym przestrzeni euklidesowej w siebie,
przy zachowaniu jednego ustalonego punktu. Z twierdzenia Eulera wiadomo, »e
ka»dy obrót w E jest jednoznacznie okre±lony przez podanie osi obrotu i k¡ta ob-
rotu. Dla tensora obrotu Q o± obrotu jest okre±lona przez wektor jednostkowy e ,
b¦d¡cy wektorem wªasnym tensora Q stowarzyszonym z rzeczywist¡ warto±ci¡
wªasn¡ równ¡ +1. St¡d e wynika z rozwi¡zania problemu wªasnego (1.7.56).
Z drugiej strony, uwzgl¦dniaj¡c de�nicj¦ funkcji wykªadniczej (4.2.17), tensor Q
wyra»ony przez e i ψ przyjmuje posta¢ (1.7.59). Zale»no±¢ odwrotn¡ (1.7.61),
wyra»aj¡c¡ e i ψ przez Q , mo»na wyznaczy¢ rozwi¡zuj¡c ukªad równa« (1.7.60),
lub wprost z de�nicji funkcji logarytmicznej, która ma nast¦puj¡c¡ ogóln¡ posta¢:

lnT = ln(1 + (T− 1)) =
∞∑

n=1

(−1)n+1 (T− 1)n

n
. (4.2.18)

Dla tensora obrotu, tj. T ≡ Q ∈ SO(3), lnQ ∈ so(3) daje na podstawie równa-
nia Lagrange'a�Sylvester'a posta¢ (1.7.60) (por. np. Ortiz, Radovitzky i Re-
petto [2001]).

Zgodnie z interpretacj¡ geometryczn¡, tensor Q opisuje obrót o k¡t ψ wokóª
wektora jednostkowego e , przy czym ψ = ψe . Niech φ = φ(ψ) b¦dzie dowoln¡
monotonicznie rosn¡c¡ funkcj¡ k¡ta ψ tak¡, »e φ(0) = 0. Wówczas uogólniony
wektor obrotu sko«czonego i stowarzyszony z nim tensor sko±nie symetryczny
s¡ okre±lone przez (1.7.62) i (1.7.63). Zaªo»enie o monotonicznym wzro±cie funk-
cji φ(ψ) gwarantuje, »e w okre±lonym przedziale istnieje jednoznaczna funkcja
odwrotna ψ(φ) i tensor obrotu dany przez (4.2.17) mo»e by¢ traktowany jako
funkcja uogólnionego wektora obrotu sko«czonego φ. St¡d trzy skªadowe wek-
tora φ stanowi¡ lokalnie nieosobliw¡ parametryzacj¦ grupy obrotów.

4.2.5. Skªadanie obrotów
Niech parametryzowana przez η ∈ R krzywa Qη = Q(η), Q(0) = 1 na grupie

obrotów SO(3) odwzorowuje pewn¡ ustalon¡ baz¦ ortonormaln¡ {t0
i } w baz¦

ortonormaln¡ {t i(η)}:

t i(η) = Q(η) t0
i , Qη = Q(η) = t i(η)⊗ t0

i , t i(0) = t0
i , (4.2.19)

i = 1, 2, 3.

W kontek±cie mechaniki powªok, parametr η mo»na interpretowa¢ jako czas
t ∈ [0,+∞) w przypadku dynamiki, lub jako parametr zwi¡zany z obci¡»e-
niem w przypadku statyki i stateczno±ci. Wówczas zale»no±ci (4.2.19) opisuj¡
pole tensorowe Q(x , η) energetycznie u±rednionego obrotu przekroju poprzecz-
nego powªoki. Baza {t0

i (x )} jest zatem polem naje»enia pocz¡tkowego, za± obra-
caj¡ca si¦ wraz z deformacj¡ powªoki baza {t i(x , η)} jest funkcj¡ ewolucji tego
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naje»enia. Dla uproszczenia zapisu, o ile nie b¦dzie to powodowa¢ nieporozumie«,
dalej w tym rozdziale b¦dziemy pomijali argumenty funkcji zwi¡zane z ewolucj¡ η
i poªo»eniem x .

Rozwa»my pewien przyrost obrotu, opisuj¡cy ewolucj¦ bazy aktualnej {t i} do
pewnej uaktualnionej bazy {t∆

i }. Mo»liwe s¡ tu dwa sposoby opisu tego przyrostu
obrotu:

Lewa transformacja. W tym przypadku obrót Q∆ bazy pocz¡tkowej {t0
i } do

uaktualnionej {t∆
i } jest okre±lony przez lewostronne naªo»enie przyrostu tensora

obrotu ∆QL ∈ SO(3) na aktualny tensor obrotu Q okre±laj¡cy {t i}:

Q∆ = ∆QLQ , t∆
i = ∆QLt i = ∆QLQ t0

i . (4.2.20)

Taki przyrost obrotu ∆QL, nazywany reprezentacj¡ przestrzenn¡, opisuje bezpo-
±rednio obrót bazy aktualnej {t i} do poªo»enia ko«cowego {t∆

i }.
Prawa transformacja. W tym przypadku obrót bazy pocz¡tkowej {t0

i } do
poªo»enia {t∆

i } okre±lony jest przez prawostronne naªo»enie przyrostu tensora
obrotu ∆QP ∈ SO(3) na aktualny tensor obrotu Q :

Q∆ = Q ∆QP, t∆
i = Q ∆QPt0

i . (4.2.21)

Tym razem przyrost ∆QP, okre±lany jako reprezentacja materialna, obraca bez-
po±rednio baz¦ pocz¡tkow¡ {t0

i }.
Niech θ i ϕ oznaczaj¡ wektory obrotu sko«czonego, odpowiadaj¡ce przyro-

stom obrotu w reprezentacji przestrzennej ∆QL i reprezentacji materialnej ∆QP,
wyra»one przez funkcje wykªadnicze

∆QL = exp(adθ), ∆QP = exp(adϕ), (4.2.22)

gdzie wektory osiowe θ,ϕ ∈ E i stowarzyszone z nimi tensory sko±nie syme-
tryczne adθ, adϕ ∈ so(3) powi¡zane s¡ operacj¡ ad: E → so(3). Porównuj¡c
stronami (4.2.20)1 i (4.2.21)1, z zale»no±ci (4.2.22) otrzymujemy wzajemne po-
wi¡zanie wektorów obrotu w reprezentacji przestrzennej θ i materialnej ϕ:

Q∆ = exp(adθ)Q = Q exp(adϕ) ⇒ adθQ = Q adϕ

⇒ adθ = Q adϕQT ⇒ θ = Qϕ . (4.2.23)

4.2.6. Zebrane zale»no±ci zwi¡zane z opisem obrotu
Zlinearyzowany przyrost obrotu w punkcie Q oblicza si¦ z de�nicji jego po-

chodnej kierunkowej.
W tym celu rozwa»my krzyw¡ na grupie obrotów R 3 η 7→ Q(η) ∈ SO(3) pa-

rametryzowan¡ przez η i przechodz¡c¡ przez punkt regularnyQ = Q(0). Zgodnie
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z (4.2.23)1, lokalnie regularna krzywa Q(η) ma dwie reprezentacje, przestrzenn¡
i materialn¡:

Q(η) = [exp(ad ηθ)]Q = Q [exp(ad ηϕ)]. (4.2.24)
Pochodna kierunkowa Q(η) dostarcza wi¦c dwóch równowa»nych postaci zline-
aryzowanego obrotu

δQ [Q ; adθ] =
(

d
dη

[exp(ad ηθ)]Q
)

|η=0

= (adθ)Q ,

δQ [Q ; ad ϕ] =
(

d
dη

Q [exp(ad ηϕ)]
)

|η=0

= Q(ad ϕ) ,

(4.2.25)

odpowiednio w reprezentacji przestrzennej i materialnej, które polegaj¡ na lewo-
lub prawostronnym naªo»eniu tensora sko±nie symetrycznego na tensor obrotu
aktualnego Q . Sko±nie symetryczne tensory (adθ), (adϕ) ∈ so(3) w (4.2.25)
reprezentuj¡ niesko«czenie maªe, odpowiednio przestrzenne i materialne obroty
wokóª odpowiedniego wektora wªasnego θ, ϕ ∈ E, sprz¦»onego z pojedyncz¡
zerow¡ warto±ci¡ wªasn¡

(adθ)θ = 0, (adϕ)ϕ = 0, (4.2.26)

co wynika z rozwi¡za« odpowiednich problemów wªasnych (adθ)v = λv
i (adϕ)v = λv .

Wariacja tensora obrotu, wyra»ona przez wariacje przestrzennych lub mate-
rialnych wektorów obrotu, przyjmuje na podstawie (4.2.25) posta¢

δQ = (ad δθ)Q = Q(ad δϕ) ⇒
ad δθ = δQ QT,

ad δϕ = QT δQ .
(4.2.27)

Z (4.2.27)1 wynika powi¡zanie wariacji przestrzennych i materialnych sko±nie
symetrycznych tensorów maªego obrotu

ad δθ = Q (ad δϕ)QT, ad δϕ = QT (ad δθ)Q , (4.2.28)

oraz wariacji odpowiednich wektorów obrotu

δθ = Q δϕ, δϕ = QT δθ. (4.2.29)

De�nicja pr¦dko±ci zmiany tensora obrotu, wyra»ona przez przestrzenny lub
materialny tensory pr¦dko±ci obrotowej, ma posta¢ podobn¡ do (4.2.27)

Q̇ ≡ dQ
dt

= ΩQ = Q Ω ⇒
Ω = adω = Q̇ QT,

Ω = adω = QTQ̇ ,
(4.2.30)
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gdzie Ω i Ω s¡ sko±nie symetrycznymi tensorami pr¦dko±ci obrotowej, odpo-
wiednio w reprezentacji przestrzennej i materialnej. Odpowiadaj¡ce im wektory
osiowe ω i ω s¡, odpowiednio, wektorami przestrzennej i materialnej pr¦dko±ci
obrotowej. De�nicja (4.2.30)1 ustala nast¦puj¡ce zale»no±ci wi¡»¡ce przestrzenne
i materialne tensory i wektory pr¦dko±ci obrotowej:

Ω = Q ΩQT, ω = Qω,

Ω = QT Ω Q , ω = QTω.
(4.2.31)

Zlinearyzowany tensor pr¦dko±ci obrotowej w reprezentacji przestrzennej wynika
z de�nicji pochodnej kierunkowej

δΩ [Q ; ad θ] =
d
dη

(Q̇QT)|η=0 = ad θ̇ + (adθ)Ω −Ω(ad θ)

= ad θ̇ − [Ω , adθ]. (4.2.32)

Zlinearyzowany wektor pr¦dko±ci obrotowej w reprezentacji przestrzennej odpo-
wiadaj¡cy (4.2.32) wynosi

δω[Q ; θ] = ad−1(δΩ [Q ; ad θ]) = θ̇ − ω × θ. (4.2.33)

Analogicznie obliczamy kolejne zlinearyzowane tensory sko±nie symetryczne i ich
wektory osiowe

δΩ[Q ; ad ϕ] = −(adϕ)Ω + Ω(adϕ) + ad ϕ̇ = ad ϕ̇ + [Ω, adϕ],

δω[Q ; ϕ] = ϕ̇ + ω×ϕ, (4.2.34)

δΩ [Q ; adϕ] = Q (ad ϕ̇)QT, δω[Q ;ϕ] = Qϕ̇, (4.2.35)

δΩ[Q ; ad θ] = QT(ad θ̇)Q , δω[Q ; θ] = QTθ̇. (4.2.36)

Wariacje wektorów pr¦dko±ci obrotowych odpowiadaj¡ce (4.2.33) i (4.2.34)2�
(4.2.36)2 wynosz¡

δω = δθ̇ − ω × δθ = Qδϕ̇, δω = δϕ̇ + ω× δϕ = QTδθ̇. (4.2.37)

Sko±nie symetryczne tensory, przestrzenny i materialny, przyspieszenia obro-
towego de�niujemy przez ró»niczkowanie po czasie odpowiednich tensorów pr¦d-
ko±ci obrotowych

A = ada ≡ Ω̇ ≡ d
dt

(
Q̇QT

)
= Q̈QT −ΩΩ ,

(4.2.38)
A = ada ≡ Ω̇ ≡ d

dt

(
QTQ̇

)
= QTQ̈ −ΩΩ.
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Z de�nicji (4.2.38) wynikaj¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci wi¡»¡ce przestrzenne i mate-
rialne tensory i wektory przyspiesze« obrotowych:

A = QAQT, a = Qa, A = QTAQ , a = QTa . (4.2.39)

Zlinearyzowane wielko±ci przestrzenne i materialne przyspieszenia obrotowego
obliczamy zgodnie z procedur¡ zastosowan¡ do pr¦dko±ci

δA[Q ; adθ] = δΩ̇ [Q ; adθ] =
d
dη

(
Q̈QT + Q̇Q̇T

)
|η=0

= ad θ̈ − [Ω , (ad θ̇)]− [(ada), (adθ)] ,

δa [Q ;θ] = ad−1(δA[Q ; ad θ]) = θ̈ − ω × θ̇ − a × θ , (4.2.40)

δA[Q ; ad ϕ] = δΩ̇[Q ; adϕ] =
d
dη

(
Q̇TQ̇ +QTQ̈

)
|η=0

= ad ϕ̈ + [Ω, (ad ϕ̇)] + [(ada), (adϕ)] ,

δa[Q ; ϕ] = ad−1(δA[Q ; adϕ]) = ϕ̈ + ω× ϕ̇ + a×ϕ , (4.2.41)

δA[Q ; ad ϕ] = Q{ad ϕ̈ + [Ω , ad ϕ̇]}QT,

δa [Q ; ϕ] = Q(ϕ̈ + ω× ϕ̇) = Qϕ̈ + ω ×Qϕ̇, (4.2.42)

δA[Q ; adθ] = QT{ad θ̈ − [Ω, (ad θ̇)]}Q ,

δa[Q ;θ] = QT(θ̈ − ω × θ̇) = QTθ̈ −ω×QTθ̇. (4.2.43)

Wariacje wektorów przyspiesze« obrotowych odpowiadaj¡ce (4.2.41)2�(4.2.43)2
wyra»aj¡ si¦ nast¦puj¡co:

δa = δθ̈ − ω × δθ̇ − a × δθ

= Q (δϕ̈ + ω× δϕ̇) = Q δϕ̈ + ω ×Q δϕ̇,

δa = δϕ̈ + ω× δϕ̇ + a× δϕ

= QT(δθ̈ − ω × δθ̇) = QTδθ̈ −ω×QTδθ̇.

(4.2.44)

Szczegóªowe wyprowadzenie powy»szych zale»no±ci podano np. w Lubowiecka
[2001].

Wszystkie wyprowadzone wy»ej obiekty, przedstawiaj¡ce wariacje ró»nych
pól, le»¡ w przestrzeni stycznej TQSO(3) do grupy obrotów SO(3) w punkcie
odpowiadaj¡cym aktualnemu obrotowi Q . Wyniki oblicze« nie zale»¡ od wy-
boru parametryzacji tensora Q . Przyj¦cie parametryzacji, np. w postaci (4.2.3),
w wyniku rzutowania tych ró»nych wariacji na przestrze« zmiennych parametry-
zuj¡cych SO(3), prowadzi do wyra»enia tych wariacji przez wariacje parametrów
grupy obrotów typu (4.2.7) i (4.2.15).
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4.3. Aproksymacja sko«czenie wymiarowa problemu ci¡gªego
4.3.1. Zadanie aproksymacji sko«czenie wymiarowej

Zasadnicze zadanie aproksymacji sko«czenie wymiarowej polega na zast¡pie-
niu ukªadu ci¡gªego niesko«czenie wymiarowego (Problem C ) odpowiednim ukªa-
dem dyskretnym (Problem D) o sko«czonej liczbie stopni swobody. Rozpatruj¡c
lokalnie w punkcie regularnym8 u ∈ U funkcjonaª G : TU → R, reprezentuj¡cy
zasad¦ wirtualnych przemieszcze«, sformuªujmy w przemieszczeniach nast¦puj¡ce
dwa zadania, oddaj¡ce istot¦ aproksymacji sko«czenie wymiarowej.

Problem C. Znale¹¢ kinematycznie dopuszczalne pole przemiesz-
cze« u ∈ UA ⊂ U takie, »e G[u, t;w] = 0 dla wszystkich wirtualnych
przemieszcze« w ∈ TuU, speªniaj¡cych warunek w = O wzdªu»
∂Md , i dla ka»dego t ∈ [0, +∞).

Tutaj U jest przestrzeni¡ kon�guracyjn¡ rozwi¡za« zagadnienia mechaniki po-
wªok, za± TU jest wi¡zk¡ styczn¡ do U z obszaru regularnego powierzchni pod-
stawowej powªoki. Elementami TU s¡ pary uporz¡dkowane (u,w).

Niech Uh ⊂ U b¦dzie pewn¡ sko«czenie wymiarow¡ podprzestrzeni¡ (do-
kªadniej: sko«czenie wymiarow¡ podrozmaito±ci¡) przestrzeni kon�guracyjnej U.
Przez TUh ⊂ TU oznaczmy wi¡zk¦ styczn¡ do Uh z obszaru regularnego po-
wierzchni odniesienia powªoki. Analogicznie jak w przypadku niesko«czenie wy-
miarowym, elementy wi¡zki stycznej TUh traktujemy jako pary uporz¡dkowane
(uh,wh), gdzie uh ∈ Uh i wh ∈ Tuh

Uh . Tutaj h jest parametrem charakterystycz-
nym aproksymacji takim, »e Uh → U w sensie przyj¦tej de�nicji przy h →∞.

Aproksymacj¦ sko«czenie wymiarow¡ (Problem D) Problemu C formuªuje si¦
nast¦puj¡co:

Problem D. Znale¹¢ kinematycznie dopuszczalne uh ∈ UA h ⊂ Uh

takie, »e G [uh, t; wh] = 0 dla wszystkich wirtualnych przemieszcze«
wh ∈ Tuh

Uh , speªniaj¡cych warunek wh = O na brzegu ∂Mdh
, i dla

ka»dego t ∈ [0, +∞).
Rozwi¡zanie uh ⊂ Uh Problemu D jest aproksymacj¡ zbie»n¡ do rozwi¡zania
u ⊂ U Problemu C, je±li uh → u przy h →∞.

W przypadku funkcjonaªów zde�niowanych na przestrzeniach Banacha zna-
nych jest wiele metod aproksymacji sko«czenie wymiarowej, np. metody Bubno-
wa�Galerkina, Rayleigha�Ritza, najmniejszych kwadratów lub elementów sko«-
czonych, por. np. Prenter [1975]. Rozszerzenie wielu poj¦¢ standardowej
aproksymacji na rozwa»any w tej ksi¡»ce przypadek aproksymacji na grupie
Liego wydaje si¦ bardzo naturalne. Jednak osi¡gni¦cie matematycznej precyzji,
porównywalnej z t¡ istniej¡c¡ w przypadku aproksymacji na przestrzeniach Ba-
nacha, nie jest zadaniem prostym.

8Problem jest bardzo zªo»ony, zarówno od strony dziedziny � powierzchnia geometryczna,
jak i jej przestrzeni odwzorowa« � przestrze« kon�guracyjna. W tym kontek±cie zagadnienie
dyskutujemy tylko lokalnie.
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Do wa»nych problemów aproksymacji MES w ramach proponowanej teorii
powªok mo»na zaliczy¢ nast¦puj¡ce:

A. De�niowanie zbie»no±ci w przestrzeni kon�guracyjnej U ≡ C(M, G). Po-
niewa» G = E × SO(3) jest sko«czenie wymiarow¡ grup¡ Liego, mo»na G
wyposa»y¢ w metryk¦ riemannowsk¡. Umo»liwia to wprowadzenie pewnej
ogólnej metryki na przestrzeni odwzorowa« C(M, G), pozwalaj¡cej na de-
�niowanie zbie»no±ci w sensie tej metryki. W analizie numerycznej wyko-
rzystanie tego typu metryki na C(M, G) okazuje si¦ jednak bardzo trudne.

B. Aproksymacja dziedziny problemu. Dziedzina problemu � powierzchnia
podstawowa powªoki M � jest zbiorem zªo»onym z powierzchni geome-
trycznych9 zanurzonych w E, a nie obszarem w przestrzeni R3. Pojawia
si¦ tu konieczno±¢ aproksymacji nie tylko pól zmiennych (u,w) ∈ TU, lecz
tak»e samej powierzchni M i jej brzegu ∂M . Problem ten jest dobrze znany
z zastosowa« MES w mechanice powªok.

C. Lokalna reprezentacja obrotowych stopni swobody. Aproksymacja na gru-
pie G = E × SO(3) wymaga nietrywialnej konstrukcji atlasu (zbioru map
lokalnych). Wyst¦puje konieczno±¢ wyboru lokalnej (w ramach elementu)
parametryzacji grupy obrotów SO(3). Wybór parametryzacji i sposób jej
interpolacji ma istotny wpªyw na efektywno±¢ i dokªadno±¢ u»ytej metody
aproksymacyjnej.

D. Globalna reprezentacja obrotowych stopni swobody. Omini¦cie ogranicze«
i osobliwo±ci parametryzacji lokalnej oraz konieczno±¢ speªnienia warunku
ci¡gªo±ci przemieszcze« wzdªu» kraw¦dzi Γ poª¡cze« pªatów powªoki zªo-
»onej wymaga równolegªego stosowania parametryzacji globalnej, obejmu-
j¡cej caªy atlas grupy G = E × SO(3). Wyst¦puje równie» konieczno±¢
przechodzenia z jednej parametryzacji obrotów na inn¡. Pojawia si¦ tu
analogia do klasycznej transformacji mi¦dzy ukªadem globalnym a lokal-
nym, znanej z zastosowa« MES w obliczeniach konstrukcji przestrzennych.

E. Brak w ogólnym przypadku sformuªowania wariacyjnego typu stacjonar-
no±ci funkcjonaªu. Wyst¦puje wi¦c konieczno±¢ stosowania metody typu
Bubnowa�Galerkina z podprzestrzeni¡ Uh, interpretowan¡ jako przestrze«
funkcji podstawowych, i ze stowarzyszon¡ wi¡zk¡ styczn¡ TUh jako prze-
strzeni¡ funkcji testowych.

4.3.2. Ogólna koncepcja interpolacji o ci¡gªo±ci klasy C0

Punktem wyj±cia do interpolacji jest okre±lenie lokalnej bazy elementu dwu-
wymiarowego.

Niech π(e) oznacza pewien zwarty i ograniczony przez ∂π(e) obszar w R2.
Parametryzacj¦ π(e) jako podobszaru R2 oznaczmy przez ξ = (ξ1, ξ2). Niech

9M jest dwuwymiarow¡ rozmaito±ci¡ jedynie przy ograniczeniu si¦ do pªata regularnego
powªoki gªadkiej.
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u(ξ) = (u(ξ), Q(ξ)) ∈ C
(
π(e) , G

)
b¦dzie okre±lon¡ na π(e) gªadk¡ funkcj¡

o warto±ciach w sze±ciowymiarowej grupie Liego10 G = E×SO(3). Poszukujemy
funkcji aproksymuj¡cej ũ = (ũ , Q̃) ∈ C

(
π(e) , G

)
, bliskiej � w sensie przyj¦tej

de�nicji � do danej funkcji u = (u ,Q).
Konstrukcja lokalnej bazy elementu sko«czonego wykorzystuje koncepcj¦ in-

terpolacji funkcji u, któr¡ w przypadku »¡dania ci¡gªo±ci tylko klasy11 C0 de�-
niuje si¦ nast¦puj¡co. Niech

∆ = {ξa ∈ π(e) , a = 1, 2, . . . , N} (4.3.1)
b¦dzie zbiorem N ró»nych punktów obszaru π(e) , zwanych w¦zªami interpolacji,
i niech

ua = u(ξa) = (ua,Qa) = (u(ξa),Q(ξa)), ξa ∈ ∆,

a = 1, 2, . . . , N, (4.3.2)
oznacza zbiór warto±ci funkcji u w punktach ξa . Celem interpolacji jest znale-
zienie funkcji aproksymuj¡cej ũ = (ũ , Q̃) ∈ C

(
π(e) , G

)
takiej, »e

ũ(ξa) = ua, ξa ∈ ∆, a = 1, 2, . . . , N. (4.3.3)
Z (4.3.3) wynika, »e ũ przyjmuje te same warto±ci w w¦zªach ξa co i funkcja
interpolowana u. Mówimy, »e funkcja ũ interpoluje dan¡ funkcj¦ u na zbiorze
punktów ∆.

Gªówna trudno±¢ przy konstruowaniu funkcji interpoluj¡cych ũ = (ũ , Q̃) wy-
nika z faktu, »e C

(
π(e) , G

)
nie posiada struktury przestrzeni liniowej. Poniewa»

jednak grupa G = E × SO(3) jest iloczynem prostym przestrzeni liniowej E
i grupy SO(3), wyst¦puj¡ tu dwa oddzielne zagadnienia interpolacji � na E
i na SO(3). Trudno±ci zwi¡zane s¡ tylko z interpolacj¡ funkcji Q przyjmuj¡cej
warto±ci w grupie obrotów SO(3).

Standardowa interpolacja stosowana w MES rzeczywistych funkcji wektoro-
wych typu u = urer, u ∈ En, opiera si¦ zazwyczaj na jednoczesnym i jedna-
kowym interpolowaniu wszystkich skªadowych12 ur ∈ Rn. Interpolacj¦ kanonicz-
nych skªadowych kartezja«skich przeprowadza si¦ wzgl¦dem staªej ortonormalnej
bazy {er}, r = 1, 2, . . . , n, w przestrzeni liniowej En. Klasyczna jednolita inter-
polacja funkcji wektorowej o ci¡gªo±ci klasy C0 ma posta¢

ũ(ξ) =
N∑

a=1

La(ξ)ua, ξ ∈ π(e) . (4.3.4)

10Na tym etapie rozwa»a« u nie musi by¢ uto»samiane z przemieszczeniami powªoki.
11Ci¡gªo±¢ klasy C0 � ci¡gªo±¢ tylko samej funkcji bez ci¡gªo±ci jej pochodnych.
12Cz¦sto stosowany jest schemat operuj¡cy zró»nicowanym rz¦dem funkcji interpolacyjnych

dla poszczególnych skªadowych ui w zale»no±ci od roli, jak¡ one odgrywaj¡ w opisie zjawiska
�zycznego. W elementach powªokowych sposób ten jest prawie powszechnie stosowany w przy-
padku tzw. elementów �wy»szej precyzji�, np. Hermitowskiej (ci¡gªo±¢ klasy wy»szej od C0,
a wi¦c tak»e ci¡gªo±¢ pochodnych).
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Lm
p (ξ) =

m∏
q 6=p
q=1

ξ − ξ(q)

ξ(p) − ξ(q)
,

La(ξ) = Lf(r,s)(ξ1, ξ2)
= Lm

r (ξ1)Ln
s (ξ2),

ξ = (ξ1, ξ2) ,

a = f(r, s) ,

ξa = (ξ1
(r) , ξ2

(s)) ,

N = f(m,n) = m · n .

Rys. 4.3.1. Interpolacja Lagrange'owska na pªaszczy¹nie.

Znane funkcje interpolacyjne La(ξ), a = 1, 2, . . . , N , np. w postaci wielomia-
nów Lagrange'a lub ich iloczynów, w MES nazywaj¡ si¦ funkcjami ksztaªtu (np.
Zienkiewicz [1972]). Funkcje ksztaªtu La w w¦zªach podziaªu ∆ musz¡ speªnia¢
warunek

La(ξb) = δab, ξb ∈ ∆, a, b = 1, 2, . . . , N, δab =
{

1 dla a = b ,

0 dla a 6= b .
(4.3.5)

W analizie powªok pod u mo»e kry¢ si¦ np. pole przesuni¦¢ u ∈ C(M,E),
wektor wodz¡cy powierzchni podstawowej ~y ∈ M(t) w kon�guracji aktualnej lub
pole wirtualnych przesuni¦¢13 v ∈ TuC(M, E). Zauwa»my, »e wirtualne prze-
suni¦cia s¡ elementami przestrzeni stycznej do przestrzeni C

(
π(e) , E

)
w punk-

cie u . Poniewa» TuC
(
π(e) , E

)
= C

(
π(e) , TuE

)
i przestrze« styczna TuE do prze-

strzeni wektorowej E w dowolnym punkcie s¡ kanonicznie izomor�czne z sam¡
przestrzeni¡ E, mo»na zapisa¢ v ∈ C

(
π(e) , E

)
. Funkcja interpolacyjna ṽ jest

konstruowana w taki sam sposób jak ũ :

ṽ(ξ) =
N∑

a=1

La(ξ) va, ξ ∈ π(e) , (4.3.6)

gdzie La(ξ), a = 1, 2, . . . , N , s¡ tymi samymi funkcjami ksztaªtu jak i w (4.3.4).
13Elementy klasy C0, w których stosuje si¦ jednakowy sposób interpolacji pól niewiadomych

i geometrii (dziedziny), nazywa si¦ elementami izoparametrycznymi. W przypadku gdy opis
pól niewiadomych jest bogatszy od opisu geometrii, mamy do czynienie z elementami subpara-
metrycznymi, za± kiedy geometria jest odtwarzana dokªadniej od pól niewiadomych, mówimy
o elementach superparametrycznych (zob. np. Zienkiewicz [1972]).
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W przypadku funkcji przyjmuj¡cych warto±ci w grupie obrotów SO(3)
brak jest kanonicznego schematu interpolacji. Bior¡c pod uwag¦, »e
C

(
π(e), SO(3)

)
jest podrozmaito±ci¡ niesko«czenie wymiarowej przestrzeni li-

niowej C
(
π(e) , L(E)

)
, ka»d¡ funkcj¦ typu T ∈ C

(
π(e) , L(E)

)
mo»na równie»

interpolowa¢ zgodnie ze schematem (4.3.4)

T̃ (ξ) =
N∑

a=1

La(ξ)T a, T a = T (ξa), ξa ∈ ∆, ξ, ξa ∈ π(e) . (4.3.7)

Oczywi±cie, wynik interpolacji (4.3.7) zachowuje przynale»no±¢ do L(E), to zna-
czy T̃ ∈ C

(
π(e) , L(E)

)
.

W przypadku pól typu Q o warto±ciach w SO(3), mimo »e zachodzi sekwen-
cja Q ∈ C

(
π(e) , SO(3)

) ⊂ C
(
π(e) , L(E)

)
i obowi¡zuje Q̃ ∈ C

(
π(e) , L(E)

)
,

zastosowanie schematu (4.3.7) prowadzi do takiego wyniku interpolacji, »e na
ogóª Q̃ /∈ C

(
π(e) , SO(3)

)
. Skonstruowany w sposób (4.3.7) schemat interpo-

lacji dla pola Q w ogólnym przypadku nie prowadzi wi¦c do wyniku inter-
polacji Q̃ , przyjmuj¡cego warto±ci w grupie obrotów SO(3). Poni»ej proponu-
jemy pewne rozci¡gni¦cie procedury interpolacyjnej typu (4.3.4)�(4.3.7) na pola
Q ∈ C

(
π(e) , SO(3)

)
w taki sposób, aby wynik interpolacji zachowywaª przyna-

le»no±¢ Q̃(ξ) ∈ C
(
π(e) , SO(3)

)
.

4.3.3. Interpolacja klasy C0 na grupie obrotów SO(3)

Rozwa»ania rozpoczniemy od wprowadzenia i interpolacji parametrów lokal-
nych (4.2.2) i (4.2.3) tensora obrotu Q .

Niech rodzina {Uλ , Oλ}, λ ∈ Λ, map lokalnych (zbiór parametryzacji) b¦dzie
danym atlasem na grupie obrotów SO(3) takim, »e rodzina Uλ pokrywa grup¦

SO(3) =
⋃

λ∈Λ

Uλ ∧ Oλ : Uλ → Vλ = Oλ(Uλ) ⊂ R3, ∀λ ∈ Λ, (4.3.8)

gdzie Oλ s¡ funkcjami gªadkimi i odwracalnymi w swoich dziedzinach okre-
±lono±ci. W dalszych rozwa»aniach upro±cimy nieco zapis, pomijaj¡c indeks λ
w oznaczeniach pojedynczego skªadnika rodziny (Uλ , Oλ) i zapisuj¡c map¦ lo-
kaln¡ (U,O) w postaci

SO(3) ⊃ U 3 Q O−→ (ϑp) ∈ V ⊂ R3, p = 1, 2, 3. (4.3.9)

Tutaj (ϑp) s¡ lokalnymi parametrami tensora Q ∈ SO(3).
Dalej interpretujemy Q = Q(ξ) jako funkcj¦ speªniaj¡c¡ warunek Q ∈

C
(
π(e) , SO(3)

)
przy zaªo»eniu, »e Q(ξ) dla wszystkich ξ ∈ π(e) pozostaje
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w jednej mapie14 (U,O). Uwzgl¦dniaj¡c (4.3.9), w mapie lokalnej (U,O) mo»na
jednoznacznie zapisa¢

Q(ξ) = O−1(ϑp(ξ)) = O−1(ϑ(ξ)), ϑ(ξ) =





ϑ1(ξ)

ϑ2(ξ)

ϑ3(ξ)





, ξ ∈ π(e) . (4.3.10)

Koncepcj¦ lokalnej (U,O) interpolacji pola tensorów obrotu Q(ξ) ∈ U , ξ ∈
π(e) , po±rednio poprzez interpolacj¦ parametrów ϑ(ξ) ∈ V ⊂ R3 z wyko-
rzystaniem odwrotno±ci funkcji O(ϑ(ξ)), podali Chró±cielewski, Makowski
i Stumpf [1992] (rys. 4.3.2). Odpowiedni wzór interpolacyjny ma posta¢

Q̃(ξ) = O−1(ϑ̃(ξ)) = O−1

(
N∑

a=1

La(ξ) ϑa

)
, ξ ∈ π(e) . (4.3.11)

Skonstruowana w taki sposób funkcja interpoluj¡ca Q̃(ξ) ma wªasno±¢ Q̃(ξ) ∈
C

(
π(e) , SO(3)

)
, w przeciwie«stwie do aproksymacji Q(ξ) sposobem (4.3.7).

Istotn¡ sªabo±ci¡ podej±cia (4.3.11) okazaªo si¦ pogarszanie dokªadno±ci15 ta-
kiej interpolacji w miar¦ oddalania si¦ warto±ci funkcji Q̃(ξ) od elementu neutral-
nego grupy 1 ∈ SO(3), por. Chró±cielewski, Makowski i Smole«ski [1993].
Chró±cielewski [1996] zaproponowaª wi¦c zmody�kowan¡, woln¡ od wymie-
nionej sªabo±ci i osobliwo±ci, procedur¦ interpolacji po±redniej z przesuni¦ciem
(zob. Chró±cielewski, Makowski i Pietraszkiewicz [2000, 2002]). Zapro-
ponowana procedura polega na przeci¡gni¦ciu funkcji Q(ξ) w otoczenie elementu
neutralnego 1 ∈ SO(3), w którym najwolniej narasta bª¡d interpolacji, nast¦p-
nie wykonaniu w tym obszarze interpolacji po±redniej, a w ko«cu popchni¦ciu
wyniku interpolacji do poªo»enia wyj±ciowego (rys. 4.3.3).

Konstrukcja funkcji interpolacyjnej Q̃(ξ), ξ ∈ π(e) , z przesuni¦ciem skªada
si¦ z nast¦puj¡cych kroków:

1. Ustalenie pewnego typowego reprezentanta16 Q̄ ∈ SO(3), zbioru dyskret-
nych warto±ci Qa = Q(ξa) funkcji Q(ξ) w w¦zªach ξa ∈ ∆ ⊂ π(e) ,
a = 1, 2, . . . , N .

14Warunki podziaªu jakie winien speªnia¢ element sko«czony � opisywa¢ �stosunkowo nie-
wielki� obszar dziedziny przy ograniczonym zakresie jej �dystorsji� (zakrzywie«) � pozwalaj¡
na ªatwe speªnienie tego zaªo»enia. Dalej zaªo»enie to zostanie jeszcze osªabione.

15Nie jest to klasyczne zagadnienie interpolacji na przestrzeni wektorowej. Problem dotyczy
tutaj grupy obrotów i jej elementów, a w tym kontek±cie nie istniej¡ (nie s¡ bezpo±rednio
de�niowalne) standardowe poj¦cia �bª¦du (dokªadno±ci), odlegªo±ci, poªo»enia� itp.

16Reprezentantem Q̄ ∈ SO(3) zbioru {Qa} mo»e by¢ jeden z jego elementów Qc , np. z c

jako w¦zªem centralnym. Wówczas przeci¡gni¦cie daje 1 = Q̄TQc . W programach autorskich
stosuje si¦ niezale»n¡ od poªo»enia w¦zªów ortonormalizacj¦ u±rednionych po a = 1, 2, . . . , N
skªadowych tija, tja = tijaei ⇒ tja zbioru wektorów elementu Qa ⇒ Qa ≡ [t1a|t2a|ta ≡ t3a] ∈
SO(3), gdzie ei jest ortonormaln¡ baz¡ globaln¡.
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2. Przeci¡gni¦cie przy pomocy Q̄T : U → W ⊂ SO(3) warto±ci dyskretnych
Qa w otoczenie elementu neutralnego 1 ∈ W ⊂ SO(3):

Ra = Q̄TQa, a = 1, 2, . . . , N, Q̄ = const. (4.3.12)

3. Obliczenie wspóªrz¦dnych lokalnych w mapie (W,R) dla przeci¡gni¦tych
po±rednich warto±ci w¦zªowych Ra przy zastosowaniu (4.3.9):

$a ≡ ($p)a = R(Ra), p = 1, 2, 3, a = 1, 2, . . . , N. (4.3.13)

Rys. 4.3.2. Koncepcja lokalnej (U,O) interpolacji jednowymiarowej funkcji Q(ξ)
przyjmuj¡cej warto±ci w grupie SO(3).

Rys. 4.3.3. Koncepcja lokalnej interpolacji po±redniej z przesuni¦ciem jednowymiarowej
funkcji Q(ξ) przyjmuj¡cej warto±ci w SO(3).
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4. Interpolacja parametrów lokalnych $(ξ) jako elementów R3 wedªug sche-
matu (4.3.4) na podstawie (4.3.13):

$̃(ξ) =





$̃1(ξ)

$̃2(ξ)

$̃3(ξ)





=
N∑

a=1

La(ξ)





$1a

$2a

$3a



 =

N∑

a=1

La(ξ) $a . (4.3.14)

5. Wykonanie interpolacji pola po±redniego R̃(ξ) z wykorzystaniem interpo-
lacji parametrów $̃(ξ) przez zastosowanie mapy lokalnej typu (4.3.13):

R̃(ξ) = R−1($̃(ξ)). (4.3.15)

6. Popchni¦cie przy pomocy Q̄ : W → U pola po±redniego R̃(ξ) do poªo»enia
wyj±ciowego:

Q̃(ξ) = Q̄R̃(ξ), Q̄ = const. (4.3.16)

Skonstruowana operacjami 1.�6. funkcja (4.3.16) w w¦zªach podziaªu ∆ speªnia
warunek (4.3.3):

Q̃(ξa) = Q̄ R−1($̃(ξa)) = Q̄ R−1($a) = Q̄Ra = Qa , ξa ∈ ∆. (4.3.17)

Zatem Q̃(ξ) rzeczywi±cie interpoluje dan¡ funkcj¦ Q(ξ) na zbiorze w¦zªów
ξa ∈ ∆.

Na podstawie (4.3.10) wida¢, »e funkcja interpoluj¡ca Q̃(ξ) = Q̄R̃(ξ) =
Q̄ R−1($̃(ξ)), pozostaj¡c w mapie lokalnej (W,R), zawsze przyjmuje warto±ci
w grupie obrotów SO(3), to znaczy zawsze Q̃ ∈ C

(
π(e) , SO(3)

)
. Wprowadzenie

Q̄ = const korzystnie przenosi warunek pozostawania w jednej mapie lokalnej
(U,O) z funkcji wyj±ciowej Q(ξ) na funkcj¦ R(ξ) = Q̄TQ(ξ), przesuni¦t¡ ku ele-
mentowi neutralnemu grupy w mapie (W,R). Uzyskane osªabienie zaªo»enia wyj-
±ciowego, poczynionego po (4.3.9), ma istotne znaczenie z obliczeniowego punktu
widzenia. Praktycznie usuwa ono w ramach elementu sko«czonego mo»liwo±¢ po-
jawienia si¦ osobliwo±ci, wynikaj¡cej z parametryzacji lokalnej17 (W,R). Ponadto,
zaproponowana procedura interpolacji z przesuni¦ciem nie narzuca sposobu para-
metryzacji Q . Mo»e by¢ zatem stosowana dowolna z nieosobliwych (globalnych)

17Sªowo �praktycznie� rozumiemy tu w kontek±cie uzyskania zbie»no±ci rozwi¡zania wraz
z zag¦szczaniem podziaªu na elementy. Przykªadowo, ograniczenie dziedziny dyskretyzacji do
pojedynczego elementu, z zastosowaniem parametryzacji kanonicznej grupy obrotów, dotyczy
obszaru, w którym wzgl¦dna zmienno±¢ naje»enia (wª¡czaj¡c w to deformacj¦) nie jest wi¦k-
sza/równa ni» na póªsferze. Inne parametryzacje lokalne nie zawsze daj¡ tak szerokie mo»liwo±ci
zmian naje»enia.
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parametryzacji grupy obrotów18 SO(3). Koncepcji zbli»onej do interpolacji po-
±redniej z przesuni¦ciem, ale w kontek±cie mechaniki pr¦tów, mo»na doszuka¢ si¦
w Jeleni¢ i Crisfield [1999].

Wariant interpolacji bez przesuni¦cia z rys. 4.3.2 jest szczególnym przypad-
kiem procedury 1.�6. Je±li przyjmiemy Q̄ = 1 (a w konsekwencji R = Q , R = O)
oraz $ = ϑ zgodnie z (4.3.10), z procedury wypadaj¡ punkty 1., 2., 6. i wzór
ko«cowy uzyskuje form¦ (4.3.11).

W problemach analizy numerycznej powªok pod Q mo»na rozumie¢ zarówno
sam tensor obrotu Q , jako rotacj¦ opisuj¡c¡ ewolucj¦ naje»enia t i = Qt0

i po-
wierzchni podstawowej M , jak i inne obiekty ortogonalne, np. tensory struk-
tury T 0 , T ∈ SO(3), opisuj¡ce kon�guracj¦ pocz¡tkow¡ t0

i = T 0ei i aktualn¡
t i = Tei = QT 0ei powªoki.

W procesie analizy pole Q jest wielko±ci¡ �znan¡�, wyst¦puj¡c¡ w zale»no-
±ciach o charakterze lokalnym. Zatem parametryzacja, pojawiaj¡ca si¦ jako skªad-
nik procedury interpolacyjnej, mo»e obowi¡zywa¢ tylko w ograniczonym obszarze,
np. w ramach jednego elementu czy pªata, co nie narusza ogólno±ci rozwi¡zania19.
Innymi sªowy, mapa lokalna (Uλ , Oλ) w interpolacji Q mo»e zmienia¢ si¦ od ele-
mentu do elementu sko«czonego. W przypadku stosowania parametryzacji tego
samego typu we wszystkich elementach, wymagana warunkiem kinematycznej do-
puszczalno±ci mi¦dzyelementowa ci¡gªo±¢ polaQ jest speªniona na mocy de�nicji,
przez przyj¦cie zgodnych funkcji ksztaªtu na brzegach elementów s¡siaduj¡cych
i wspólnej dla nich cz¦±ci zbioru warto±ci w¦zªowych {Qa}.

4.3.4. Interpolacja wektora wirtualnego obrotu
Struktura procedury iteracyjnej wskazuje, »e w procesie rozwi¡zywania za-

da« przyrostowych okre±lone na M pola przyrostu obrotów ∆w = ad−1(∆W )
i wirtualnego obrotu w = ad−1W odgrywaj¡ inn¡ rol¦, ni» pole tensorów orto-
gonalnych Q . Oba te pola w procesie analizy s¡ bowiem wielko±ciami �niezna-
nymi�.

Wyra»enie ∆w i w przez nieznane przyrosty ∆ϑ, lub przez odpowiednie wir-
tualne zmiany δϑ wspóªrz¦dnych lokalnych ϑ tensora obrotu Q , przenosi wy-
st¦puj¡cy w ramach kinematycznej dopuszczalno±ci warunek ci¡gªo±ci na para-
metryzacj¦ ϑ. Konieczno±¢ speªnienia warunku ci¡gªo±ci parametrów ϑ ograni-
cza zakres wa»no±ci algorytmu do zada« mieszcz¡cych si¦ w jednej mapie lo-
kalnej (U,O). W przypadku konstrukcji silnie zakrzywionych lub zamkni¦tych
typu kula, kostka, rura itp., ograniczenie mo»liwo±ci zapisu caªego ukªadu tylko

18Minimalna liczba wspóªrz¦dnych lokalnych, zapewniaj¡ca nieosobliwo±¢ parametryzacji
SO(3), wynosi pi¦¢. W programach autorskich, w odniesieniu do obiektów (macierzy) dys-
kretnych typu Qa ⇒ Qa ≡ [t1a|t2a|ta ≡ t3a] ∈ SO(3), stosuje si¦ sze±¢ parametrów w postaci
skªadowych tija ⇒ tja dwóch wektorów t1a = ti1aei ⇒ t1a i t2a = ti2aei ⇒ t2a, gdzie ei jest
ortonormaln¡ baz¡ globaln¡.

19Lokalno±¢ interpolacji Q nie koliduje tak»e z iteracyjnym procesem aktualizacji.
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w jednej mapie ª¡czy si¦ z problemem osobliwo±ci parametryzacji i dokªadno-
±ci interpolacji, por. Chró±cielewski, Makowski i Smole«ski [1993]. Z tego
wzgl¦du poni»ej przedstawimy bardziej szczegóªowo ró»ne procedury interpolacji
wirtualnych obrotów i przyrostów obrotów.

Interpolacja wirtualnego obrotu δQ , jako elementu przestrzeni stycznej
TQC

(
π(e) , SO(3)

) ' C
(
π(e) , TQSO(3)

)
w punkcie regularnym Q , oparta jest

na istniej¡cych izomor�zmach. Obowi¡zuje tu ci¡g izomor�zmów poszczególnych
przestrzeni TQC

(
π(e) , SO(3)

) ' C
(
π(e) , so(3)

) ' C
(
π(e) , E

)
i ich elemen-

tów δQ , W i w . W reprezentacji przestrzennej mamy δQ = WQ i sªuszna
jest zale»no±¢ TQC

(
π(e) , SO(3)

) 3 δQ(ξ) = W (ξ)Q(ξ), ξ ∈ π(e) . Tutaj
W (ξ) ∈ C

(
π(e) , so(3)

)
jest tensorem sko±nie symetrycznym o wektorze osio-

wym C
(
π(e) , E

) 3 w(ξ) = ad−1W (ξ). Poni»ej przedstawiamy trzy mo»liwe
procedury interpolacji wirtualnych obrotów.

A. Lokalna (U,O), po±rednia interpolacja wektora wirtualnego obrotu w(ξ) ∈
C

(
π(e) , E

)
, zapisana przez wirtualne zmiany trzech niezale»nych wspóªrz¦d-

nych20 w reprezentacji przestrzennej i odniesiona do wspóªobrotowej bazy lokalnej
{t i}, wyra»a si¦ wzorami

w(ξ) =
3∑

p=1

w(p)(ξ) δϑp(ξ),

w(p)(ξ) = ad−1
(
Q(p)(ξ)QT(ξ)

)
, p = 1, 2, 3, ξ ∈ π(e) . (4.3.18)

Q(p)(ξ) = Q(p)(ϑ(ξ)) =
∂Q(ϑ(ξ))

∂ϑp
,

Zaªó»my, »e (4.3.18) zawiera si¦ w jednej mapie lokalnej (U,O). Rozpisuj¡c
(4.3.18) na skªadowe w lokalnej bazie wspóªobrotowej {t i}, otrzymamy u»yteczn¡
posta¢ macierzow¡

w(ξ) ⇔




w1(ξ)
w2(ξ)
w3(ξ)



 = Ξ(ξ) δϑ(ξ) ,

Ξ(ϑ(ξ)) ⇔ ∂Q(ϑ(ξ))
∂ϑk

QT(ξ), (4.3.19)

δϑ(ξ) =





δϑ1(ξ)
δϑ2(ξ)
δϑ3(ξ)



 .

20Wszystkie parametryzacje grupy obrotów SO(3) powy»ej trzech wspóªrz¦dnych maj¡ para-
metry zale»ne.
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Poniewa» wirtualne zmiany parametrów lokalnych δϑp(ξ) przyjmuj¡ warto±ci
w R3, interpolujemy je bezpo±rednio na podstawie wzoru (4.3.4):

δϑ̃(ξ) =





δϑ̃1(ξ)

δϑ̃2(ξ)

δϑ̃3(ξ)





=
N∑

a=1

La(ξ)





δϑ1a

δϑ2a

δϑ3a



 =

N∑

a=1

La(ξ) δϑa . (4.3.20)

Wykorzystuj¡c (4.3.11) oraz uwzgl¦dniaj¡c (4.3.18)2 i (4.3.20), funkcj¦ interpo-
luj¡c¡ wektory w(p) otrzymamy w postaci

w̃(p)(ϑ(ξ)) = ad−1
(
Q̃(p) Q̃T

)
,

(4.3.21)

Q̃(p)(ϑ(ξ)) = Q̃(p)

(
N∑

a=1

La(ξ) ϑa

)
.

Po wykonaniu kolejnych podstawie« wymaganych w (4.3.18)1 otrzymujemy funk-
cj¦ interpoluj¡c¡ wektor wirtualnego obrotu

w̃(ξ) =
3∑

p=1

(
w̃(p)(ϑ(ξ))

N∑

a=1

La(ξ) δϑa

)
. (4.3.22)

Przepis (4.3.22) w formie macierzowej zgodnej z (4.3.19) przyjmuje posta¢




w̃1(ξ)
w̃2(ξ)
w̃3(ξ)





= Ξ(ξ)
N∑

a=1

La(ξ) δϑa = Ξ(ξ)
N∑

a=1

La(ξ)





δϑ1a

δϑ2a

δϑ3a



, (4.3.23)

ξ ∈ π(e) .

Schematy interpolacji funkcji (4.3.16), (4.3.11) i (4.3.22) s¡ niezale»ne od wy-
boru typu parametryzacji lokalnej (Uλ,Oλ) grupy obrotów. Jednak wzór inter-
polacyjny (4.3.22), wobec jawnej zale»no±ci od wirtualnych zmian niezale»nych
parametrów lokalnych δϑ ∈ R3 o narzuconych warunkach ci¡gªo±ci mi¦dzyele-
mentowej, ogranicza zakres wa»no±ci ogólnego algorytmu do obszaru obj¦tego
pojedyncz¡ parametryzacj¡ (U,O). Przynale»no±¢ parametrów w¦zªowych δϑa

do przestrzeni R3 w podej±ciu (4.3.23) pozwala na bezpo±rednie ª¡czenie ró»nych
pªatów M (b) powªoki wielopªatowej M = ∪M (b).

B. Bezpo±rednia interpolacja skªadowych wektora wirtualnego obrotu w(ξ) ∈
C

(
π(e) , E

)
w bazie aktualnej {t i} wykorzystuje fakt, »e przestrze« styczna
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TQSO(3) ma struktur¦ przestrzeni liniowej. Umo»liwia to zastosowanie inter-
polacji wektora wirtualnego obrotu, bez potrzeby wprowadzania w¦zªowych pa-
rametrów lokalnych {δϑpa}, p = 1, 2, 3, wedªug schematu (4.3.4):

w̃(ξ) =
N∑

a=1

La(ξ)wa,





w̃1(ξ)
w̃2(ξ)
w̃3(ξ)





=
N∑

a=1

La(ξ)





w1a

w2a

w3a



, (4.3.24)

ξ ∈ π(e) .

W ogólnym przypadku Q(ξ1) 6= Q(ξ2) dla ξ1 6= ξ2 i ξ1 , ξ2 ∈ π(e) (tak»e w w¦-
zªach Qa 6= Qb dla a 6= b). St¡d wirtualne obroty wa w ró»nych w¦zªach na-
le»¡ na ogóª do ró»nych przestrzeni stycznych TQa

SO(3), zale»nych od ξa ∈ ∆.
W tym kontek±cie interpolacja (4.3.24) nie jest caªkowicie poprawna21 (Cardona
i Géradin [1988]).

Wobec odniesienia w (4.3.24) wektorów w¦zªowych wa = wiat ia do bazy lo-
kalnej {t ia}, pojawiaj¡ si¦ trudno±ci z opisem ª¡czenia pªatów w zªo»onej powªoce
wielopªatowej. W tym przypadku mo»na u»y¢ klasycznej transformacji wyniko-
wych macierzy elementowych do wspólnej dla caªego ukªadu bazy globalnej ei.
Taka transformacja jest wykonywana przy pomocy macierzy skonstruowanej na
podstawie macierzy transformacji T a lokalnych baz w¦zªowych t ia = T aei .

C. Bezpo±rednia interpolacja skªadowych wektora wirtualnego obrotu w(ξ) ∈
C

(
π(e) , E

)
w staªej bazie globalnej ei wykorzystuje transformacj¦ T : ei → t i .

Przedstawienie wektora w(ξ) w korotuj¡cej bazie lokalnej t i(ξ) i staªej bazie
globalnej ei ,

w(ξ) = wi(ξ) t i(ξ) = wj(ξ) ej = wj(ξ)TT(ξ) t j(ξ)

= tji(ξ) wj(ξ) t i(ξ), (4.3.25)

dostarcza relacji mi¦dzy skªadowymi wi(ξ) = tji(ξ) wj(ξ), stanowi¡c podstaw¦
wzoru interpolacyjnego

21Interpolacja ª¡cz¡ca w jednym wyra»eniu wielko±ci z ró»nych przestrzeni stycznych wy-
st¦puje powszechnie w zakrzywionych jedno- i dwuwymiarowych elementach pr¦towych i po-
wªokowych. W przypadku elementów klasy C1 ¹ródªo tego opisu tkwi w naturalnym dla wyj-
±ciowej teorii powªok typu Kirchho�a�Love'a sposobie formuªowania problemu na przestrzeni
TxM ⊕ TxM⊥, gdzie TxM jest przestrzeni¡ styczn¡ do powierzchni podstawowej M w punkcie
x ∈ M , a TxM⊥ przestrzeni¡ do niej ortogonaln¡. Dekompozycja wektora przesuni¦¢ na skªa-
dowe styczne i normaln¡, o ró»nej okre±lonej teori¡ roli, poci¡ga za sob¡ analogiczny i cz¦sto
o zró»nicowanym rz¦dzie sposób ich interpolacji. W elementach klasy C0 typu Timoszenko�
Reissnera czy zdegenerowanych ten typ interpolacji ma swoje ¹ródªo w dwuparametrowym (bez
owini¦cia) opisie obrotu, jednoznacznym tylko w przestrzeni stycznej do sfery jednostkowej S2.
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w̃1(ξ)
w̃2(ξ)
w̃3(ξ)





= T(ξ)
N∑

a=1

La(ξ)





w1a

w2a

w3a



,

(4.3.26)

T(ξ) :





w1a(ξ)
w2a(ξ)
w3a(ξ)




→





w1a(ξ)
w2a(ξ)
w3a(ξ)





, ξ ∈ π(e).

Mo»na powiedzie¢, »e obecno±¢ w (4.3.26) macierzy transformacji T(ξ) z ko-
rotuj¡cego ukªadu lokalnego t i(ξ) do globalnego ei �odkr¦ca� do poªo»enia koline-
arnego przestrzenie styczne TQ(�)SO(3) z ró»nych punktów Q(ξ) dziedziny π(e) .
W tym sensie wzór interpolacyjny (4.3.26), w przeciwie«stwie do (4.3.24), �wi-
dzi� zakrzywienie przestrzeni bazowej � grupy SO(3). Ponadto, obrotowe para-
metry w¦zªowe, w postaci skªadowych wia w¦zªowego wektora wirtualnego ob-
rotu, odniesione s¡ do staªej bazy globalnej ei , wspólnej dla wszystkich w¦zªów
a = 1, 2, . . . , N i elementów π(e) . Odniesienie w podej±ciu (4.3.26) wszystkich
wia do wspólnej bazy równie» pozwala na bezpo±rednie ª¡czenie ró»nych pªatów
M (b) powªoki wielopªatowej M = ∪M (b).

Skªadowe wia w (4.3.26), w odró»nieniu od parametrów lokalnych δϑa , maj¡
zawsze dobr¡ interpretacj¦ in»yniersk¡. Dlatego speªnienie przemieszczeniowych
warunków brzegowych w powªoce nie sprawia tu kªopotu.

Podej±cia (4.3.23), (4.3.24) i (4.3.26) mo»na równie» uj¡¢ jednym wzorem




w̃1(ξ)
w̃2(ξ)
w̃3(ξ)





= Y(ξ)
N∑

a=1

La(ξ)





δφ1a

δφ2a

δφ3a





(4.3.27)

gdzie





A. Y = Ξ, δφia = δϑia ,

B. Y = I, δφia = wia ,

C. Y = T, δφia = wia ,

ξ ∈ π(e) .

Formuªa (4.3.27) stanowi podstaw¦ opracowanego podprogramu autorskiego,
ujmuj¡cego jednocze±nie wszystkie trzy warianty interpolacji wektora wirtualnego
obrotu.

4.4. Iteracyjne rozwi¡zanie nieliniowych problemów statyki powªok

4.4.1. Linearyzacja zagadnienia pocz¡tkowo�brzegowego
Rozwi¡zanie nieliniowych zada« powªok, tak jak i innych problemów nieli-

niowych, wymaga zastosowania odpowiedniej procedury iteracyjnej. Procedury
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charakteryzuj¡ce si¦ dobr¡ zbie»no±ci¡ sprowadzaj¡ si¦ najcz¦±ciej do sukcesyw-
nej aproksymacji problemu nieliniowego przez ci¡g problemów zlinearyzowanych.
Dlatego poprawnie sformuªowany problem zlinearyzowany zagadnienia jest za-
sadniczym punktem procedury aproksymacyjnej.

Zasada wirtualnych przemieszcze«, oparta na funkcjonale G : UA×R+×WA →
R, jest najbardziej ogólnym ze sªabych sformuªowa« zagadnienia pocz¡tkowo�
brzegowego, która daje ju» podstaw¦ do uzyskania rozwi¡za«. Dlatego przedsta-
wione w dalszych rozwa»aniach szczegóªy rozwi¡zania iteracyjnego ograniczymy
tylko do tej zasady.

Zlinearyzowan¡ posta¢ zasady wirtualnych przemieszcze« G[u, t;w] = 0, ∀w ∈
WA, t ∈ [0, +∞), w otoczeniu rozwi¡zania podstawowego u = (u ,Q) ∈ UA ,
mo»na wyprowadzi¢ nast¦puj¡co. Rozwa»my jednoparametrow¡ rodzin¦ deforma-
cji u(η) = (u(η),Q(η)), η ∈ R, u(0) = u, interpretowan¡ jako ruch rzeczywisty
powªoki, zapisan¡ w reprezentacji przestrzennej w postaci

u(η) = u + η ∆v , Q(η) = exp(η ∆W )Q . (4.4.1)
Tu wektor styczny ∆w = (∆v , ∆W ) ∈ WA do krzywej u(η) w punkcie u oznacza
kinematycznie dopuszczalne pole wirtualnych przemieszcze«, w którym ∆w =
ad−1∆W jest wektorem osiowym tensora sko±nie symetrycznego ∆W .

Pochodna kierunkowa funkcjonaªu G[u, t;w] = 0 w punkcie u i w kierunku ∆w
jest zde�niowana przez

δG[u, t;∆w,w] =
d
dη

G[u(η), t;w]|η=0

= δGd[u, t;∆w,w] + δGi[u, t;∆w,w]
− δGe[u, t;∆w,w] . (4.4.2)

Funkcjonaª wewn¦trznej pracy wirtualnej podlegaj¡cy linearyzacji w (4.4.2)
ma posta¢

Gi[u(η), t;w] =
∫∫

M\Γ

δεT(η) s(η) da

=
∫∫

M\Γ

{
nβ(η) · (

v ,β + (~y ,β + η∆v ,β)×w
)

+mβ(η) ·w ,β

}
da. (4.4.3)

W (4.4.3) przekrojowe miary napr¦»e« s(η) s¡ funkcjami przemieszcze« u(η) po-
przez równania konstytutywne materiaªu spr¦»ystego i zale»no±ci kinematyczne.

Obliczenie pochodnej z funkcjonaªu (4.4.3) prowadzi do wyra»enia

δGi[u, t;∆w,w] =
∫∫

M\Γ

{
δnβ · (v ,β + ~y ,β ×w)

+ nβ · (∆v ,β ×w) + δmβ ·w ,β

}
da. (4.4.4)
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W wyra»eniu (4.4.4) wielko±ci δnβ i δmβ s¡ wektorami wirtualnych zmian prze-
krojowych miar napr¦»e« które, zgodnie z postaci¡ równa« konstytutywnych po-
wªoki spr¦»ystej w reprezentacji przestrzennej (zob. p. 2.2.7), dane s¡ przez

δnβ ≡ d
dη

N β (εα(η) , κα(η))|η=0 = ∆nβ + ∆w × nβ,

(4.4.5)
δmβ ≡ d

dη
Mβ (εα(η) , κα(η))|η=0 = ∆mβ + ∆w ×mβ,

gdzie przyrosty ∆nβ i ∆mβ wyra»aj¡ si¦ przez zlinearyzowane miary odksztaªce«

∆nα = Cαβ
1 ∆εβ + Cαβ

3 ∆κβ , ∆mα = Cαβ
4 ∆εβ + Cαβ

2 ∆κβ . (4.4.6)

Tutaj Cαβ
p = Cαβ

p (εγ , κγ), p = 1, 2, 3, 4, s¡ tensorami spr¦»ysto±ci w reprezen-
tacji przestrzennej okre±lonymi przez

Cαβ
1 =

∂N α

∂εβ
, Cαβ

2 =
∂Mα

∂κβ
, Cαβ

3 =
∂N α

∂κβ
, Cαβ

4 =
∂Mα

∂εβ
. (4.4.7)

W przypadku powªok hiperspr¦»ystych (zob. p. 2.2.5 i p. 2.2.6) tensory spr¦»y-
sto±ci obliczane s¡ z zale»no±ci

Cαβ
1 =

∂2Φ
∂εα∂εβ

, Cαβ
3 =

∂2Φ
∂εα∂κβ

,

(4.4.8)
Cαβ

4 =
∂2Φ

∂κα∂εβ
, Cαβ

2 =
∂2Φ

∂κα∂κβ
,

gdzie Φ jest skalarn¡ funkcj¡ g¦sto±ci energii spr¦»ystej powªoki.
Obliczenie zlinearyzowanej postaci miar odksztaªce« ∆εβ i ∆κβ w reprezen-

tacji przestrzennej, jako elementów przestrzeni stycznej w punkcie u = (u ,Q),
przebiega wedªug tego samego schematu jak i w przypadku δεβ i δκβ :

∆εβ =
d
dη

εβ(η)|η=0 = ∆v ,β + ~y ,β ×∆w ,

(4.4.9)
∆κβ =

d
dη

dκβ(η)|η=0 = ∆w ,β.

Podstawienie (4.4.5)�(4.4.9) do (4.4.4) prowadzi do

δGi[u, t; ∆w,w] =
∫∫

M\Γ

(∆σM + ∆σG) da. (4.4.10)
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Cz¦±¢ materialn¡ ∆σM wyra»enia podcaªkowego w (4.4.10), po uwzgl¦dnieniu
de�nicji (4.1.16) i (4.1.17) wirtualnych odksztaªce« oraz relacji (4.4.6), mo»na
zapisa¢ w postaci

∆σM = ∆nα · (v ,α + ~y ,α ×w) + ∆mα ·w ,α = δεα · ∆nα + δκα · ∆mα

= δεα ·
(
Cαβ

1 ∆εβ + Cαβ
3 ∆κβ

)
+ δκα ·

(
Cαβ

4 ∆εβ + Cαβ
2 ∆κβ

)
. (4.4.11)

Drugi skªadnik ∆σG w (4.4.10), pochodz¡cy od zmian geometrii powªoki, ma
form¦

∆σG = (∆w × nβ) · (v ,β + ~y ,β ×w) + nβ · (∆v ,β ×w) + (∆w ×mβ) ·w ,β

= −v ,β · (nβ ×∆w)−w ,β · (mβ ×∆w) +w · (nβ ×∆v ,β)

+ (w · nβ)(~y ,β · ∆w)− (nβ · ~y ,β)(w · ∆w). (4.4.12)

W notacji symboliczno-macierzowej wyra»enia (4.4.11) i (4.4.12) przyjmuj¡ po-
sta¢

∆σM = (Bw)T∆s = (Bw)TC∆ε = (Bw)TCB∆w,
(4.4.13)

∆σG = wT
(
BT(u) s

)
,u ∆w = (Dw)TGD∆w,

co pozwala pochodn¡ kierunkow¡ wewn¦trznej pracy wirtualnej (4.4.10) zapisa¢
w zwartej postaci

δGi[u, t; ∆w,w] =
∫∫

M\Γ

(
(Bw)TC (B∆w) + (Dw)TG (D∆w)

)
da. (4.4.14)

W (4.4.13) i (4.4.14), C oznacza styczn¡ macierz konstytutywn¡ okre±lon¡ przez

C(ε) = ∂"s(ε) =

[
Cαβ

1 Cαβ
3

Cαβ
4 Cαβ

2

]
, (4.4.15)

B i D s¡ macierzowymi operatorami ró»niczkowymi z relacji (4.1.24), za± G uj-
muje uogólnione miary napr¦»e« pocz¡tkowych

G(u) =




0 0 0 0 −n1 × (.)
0 0 0 0 −n2 × (.)
0 0 0 0 −m1 × (.)
0 0 0 0 −m2 × (.)

n1 × (.) n2 × (.) 0 0 H




, (4.4.16)

gdzie wprowadzono oznaczenie

H(u) = nβ ⊗ (tβ + εβ)−
(
nβ · (tβ + εβ)

)
1. (4.4.17)
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Wszystkie wchodz¡ce do (4.4.16) zale»no±ci s¡ funkcjami przemieszcze« poprzez
równania konstytutywne i relacje kinematyczne.

Funkcjonaª wirtualnej pracy siª bezwªadno±ci, podlegaj¡cy linearyzacji
w (4.4.2), ma posta¢

Gd[u(η), t;w] =
∫∫

M\Γ

wTb(η) da

=
∫∫

M\Γ

{v · J 1(η) ü(η) +w · J 2(η)a(η)} da. (4.4.18)

Ze wzgl¦du na omawiane pó¹niej ró»ne sposoby formuªowania algorytmów
caªkowania po czasie, obliczenie pochodnej kierunkowej (4.4.18) przeprowadzimy
w dwóch etapach. W pierwszym etapie pola pr¦dko±ci i przyspiesze« traktujemy
jako zmienne niezale»ne. Prowadzi to do wyra»enia

δGd[u, t;∆a,∆v, ∆w,w] =
∫∫

M\Γ

{v · J 1 ∆ü +w · J 2 ∆a

+w · [J 2Ω − ad(J 2ω)]∆ω

+w · [J 2A− ad(J 2a) + ΩJ 2Ω

−Ω ad(J 2ω)]∆w}da, (4.4.19)
które ma dobr¡ interpretacj¦ �zyczn¡ w terminach pr¦dko±ci obrotowej i przyspie-
szenia obrotowego. Zale»no±¢ (4.4.19) w notacji symboliczno-macierzowej przyj-
muje posta¢

δGd[u, t;∆a, ∆v,∆w,w] =
∫∫

M\Γ

wT{mρ∆a+ cρ∆v + kρ∆w}da, (4.4.20)

gdzie

mρ =
[ J 1 0

0 J 2

]
, cρ =

[
0 0
0 J 2Ω − ad(J 2ω)

]
,

(4.4.21)
kρ =

[
0 0
0 J 2 A− ad(J 2a) + ΩJ 2Ω −Ω ad(J 2ω)

]
.

W drugim etapie uwzgl¦dniamy, »e wielko±ci ∆ω i ∆a s¡ wirtualnymi zmia-
nami wektorów pr¦dko±ci obrotowej i przyspieszenia obrotowego (por. (4.2.33)
i (4.2.40)), które wyra»one przez pochodne czasowe przyrostu obrotu w reprezen-
tacji przestrzennej maj¡ posta¢

∆ω = δω[u, t;∆w] = ∆ẇ − ω ×∆w ,
(4.4.22)

∆a = δa [u, t;∆w] = ∆ẅ − ω ×∆ẇ − a ×∆w .
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Podstawienie (4.4.22) do (4.4.19) daje

δGd[u, t;∆w,w] =
∫∫

M\Γ

wT{mρ ∆ẅ + cρ ∆ẇ + kρ ∆w}da, (4.4.23)

gdzie

cρ =
[

0 0
0 ΩJ 2 − J 2Ω − ad(J 2ω)

]
,

(4.4.24)
kρ =

[
0 0
0 −ad(J 2a + ω × J 2ω)

]
.

Macierze (4.4.21) i (4.4.24) reprezentuj¡ dynamiczne charakterystyki wªókna
powªoki. Analogicznie do poj¦¢ wyst¦puj¡cych w dynamice ciaªa sztywnego, ma-
cierze te mo»na nazwa¢, odpowiednio, macierz¡ mas, macierz¡ »yroskopow¡22
i macierz¡ sztywno±ci od±rodkowej (cyrkulacyjnej ). Cech¡ charakterystyczn¡ tych
macierzy w reprezentacji przestrzennej jest ich zale»no±¢, poprzez tensor bezwªad-
no±ci, od warto±ci aktualnego obrotu Q . Zauwa»my, »e tylko macierz mρ jest sy-
metryczna. Macierz cρ zale»y liniowo od pr¦dko±ci obrotowej, za± macierz kρ za-
le»y liniowo od przyspieszenia obrotowego i kwadratowo od pr¦dko±ci obrotowej.

Przyjmuj¡c u»ywane najcz¦±ciej w klasycznej mechanice powªok postacie ten-
sorów konstytutywnych dla p¦du i momentu p¦du (zob. p. 2.2.8))

J 1 = m01, J 2 = I01, (4.4.25)

z (4.4.21) otrzymamy cρ = kρ = O, za± macierze (4.4.21)1 i (4.4.24) ulegaj¡
znacznemu uproszczeniu

mρ =
[

m01 0
0 I01

]
, cρ =

[
0 0
0 −I0 adω

]
, kρ =

[
0 0
0 −I0 ada

]
. (4.4.26)

W tym przypadku macierz mρ jest ju» diagonalna, natomiast macierze cρ i kρ

s¡ sko±nie symetryczne. W zale»no±ciach (4.4.25) i (4.4.26), m0 jest g¦sto±ci¡
masy a I0 skalarnym wspóªczynnikiem bezwªadno±ci przekroju poprzecznego po-
wªoki, mierzonymi na jednostk¦ powierzchni M . Dla tensorów konstytutywnych
p¦du i momentu p¦du (4.4.25) funkcjonaª Gd, wyra»aj¡cy wirtualn¡ prac¦ siª
bezwªadno±ci (4.1.34)2, daje si¦ prosto wyrazi¢ przez macierz mρ i przyjmuje
posta¢

Gd[u, t;w] =
∫∫

M\Γ

wTb da =
∫∫

M\Γ

wTmρada. (4.4.27)

22Powi¡zane z antysymetryczn¡ macierz¡ »yroskopow¡ cρ siªy »yroskopowe −cρ∆ẇ nie po-
woduj¡ rozpraszania energii.
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Funkcjonaª zewn¦trznej pracy wirtualnej podlegaj¡cy linearyzacji w (4.4.2)
ma posta¢

Ge[u(η), t;w] =
∫∫

M\Γ

wTp(η) da +
∫

Γ

wT
ΓpΓ (η) dl

+
∫

∂Mf

wTs∗(η) dl +
∑

a

wT
a pa(η). (4.4.28)

Przyjmuj¡c, »e obci¡»enia zewn¦trzne, dziaªaj¡ce na powªok¦, mog¡ równie» za-
le»e¢ od deformacji, oznaczmy przez

F(u) = ∂up(u), FΓ (u) = ∂upΓ (u),
(4.4.29)

F∗(u) = ∂us∗(u), Fa(u) = ∂upa(u)

ich pochodne wzgl¦dem u. Wtedy pochodna kierunkowa zewn¦trznej pracy wir-
tualnej (4.4.28) mo»e by¢ formalnie zapisana w postaci

δGe[u, t; ∆w,w] =
∫∫

M\Γ

wT(F∆w) da +
∫

Γ

wT
Γ (FΓ∆wΓ ) dl

+
∫

∂Mf

wT(F∗∆w) dl +
∑

a

wT
a (Fa∆wa). (4.4.30)

Jawna posta¢ δGe musi by¢ jednak wyprowadzona oddzielnie dla ka»dego szcze-
gólnego typu obci¡»enia23.

4.4.2. Technika sukcesywnej linearyzacji, metoda Newtona
Zakªadamy, »e typowy problem nieliniowy statyki powªok mo»na scharakte-

ryzowa¢ pojedynczym parametrem λ ∈ R, nazywanym parametrem steruj¡cym.
23Przykªadowo, dla obci¡»enia typu ci±nienie otrzymuje si¦ Ge[u, t;w] =

RR
M\Γ p0 � v da ≡RR

M\Γ p �v da, gdzie kreska nad symbolem oznacza wielko±¢ zde�niowan¡ na kon�guracji aktu-
alnej M = M(t). W zale»no±ci od de�nicji wektora p, przy oznaczeniach q � warto±¢ ci±nienia
oraz n i n � wektory normalne do powierzchni M i M , wyró»nia si¦ nast¦puj¡ce cz¦sto wy-
st¦puj¡ce przypadki obci¡»enia:
a) p = −q n tzw. ci±nienie hydrostatyczne, o kierunku normalnym do powierzchni aktualnej

M , mierzone na jej jednostk¦ powierzchni (na ogóª zachowawcze, istnieje potencjaª),
b) p0 = −q0n tzw. ci±nienie ±ledz¡ce, o kierunku normalnym do powierzchni aktualnej M , ale

mierzone na jednostk¦ powierzchni M (na ogóª niezachowawcze),
c) p0 = −q0n tzw. ci±nienie martwe, o staªym kierunku normalnym do powierzchni M (na

ogóª niezachowawcze).
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Zazwyczaj parametr λ zwi¡zany jest ze specy�kacj¡ obci¡»enia zewn¦trznego p,
pΓ lub s∗. Taki rodzaj obci¡»enia nazywamy obci¡»eniem jednoparametrowym.

Przyjmujemy, »e gªadkim w pewnym zakresie Λ zmianom parametru steru-
j¡cego λ ∈ Λ ⊂ R odpowiada lokalnie regularne rozwi¡zanie sformuªowanego
w przemieszczeniach zagadnienia brzegowego. Rozwi¡zanie to kre±li w przestrzeni
kon�guracyjnej parametryzowan¡ przez λ odcinkowo gªadk¡ krzyw¡

R ⊃ Λ 3 λ → u(λ) = (u(λ),Q(λ)) ∈ UA , (4.4.31)

zwan¡ ±cie»k¡ równowagi24.
Oparta na funkcjonale G : UA × WA → R zasada wirtualnych przemiesz-

cze« jest najbardziej ogólnym ze sªabych sformuªowa« zagadnienia brzegowego,
daj¡cym ju» podstaw¦ do uzyskania rozwi¡za«. Na mocy zasady wirtualnych
przemieszcze«, dla ustalonego λ, lokalnie (w punkcie regularnym) kinematycznie
dopuszczalne pole uogólnionych przemieszcze« u(λ) ∈ UA jest sªabym rozwi¡za-
niem wcze±niej postawionego zagadnienia brzegowego powªoki, je±li zachodzi

G[u(λ);w] = Gi[u(λ);w]−Ge[u(λ);w] = 0 , ∀w ∈ Tu(λ)WA . (4.4.32)

Procedura przyrostowo�iteracyjnego ±ledzenia ±cie»ki równowagi u(λ) ∈
UA formuªowana jest nast¦puj¡co: Poszukujemy rozwi¡za« w sko«czonej licz-
bie uporz¡dkowanych sekwencyjnie dyskretnych warto±ci parametru steruj¡cego
λ0 , λ1 , . . . , λn , λn+1 , . . . ∈ Λ. Zakªadamy, »e znane s¡ rozwi¡zania do warto±ci
parametru λn wª¡cznie. Dla kolejnej warto±ci parametru λn+1 oznaczmy przez
un+1 = u(λn+1) ∈ UA aktualnie poszukiwane rozwi¡zanie, a przez u(i)

n+1 ∈ U jego
znane i-te przybli»enie. Zaznaczmy, »e u(i)

n+1 ∈ U nie musi le»e¢ na poszukiwanej
±cie»ce równowagi u(λ) ∈ UA. Zadaniem jest obliczenie poprawki ∆w(i+1)

n+1 , która
jednocze±nie ze znanym u(i)

n+1 okre±li jednoznacznie nast¦pne przybli»enie u(i+1)
n+1

poszukiwanego rozwi¡zania un+1 .
Wi¦kszo±¢ wydajnych metod konstrukcji kolejnych poprawek ∆w(i+1)

n+1 zbli»a-
j¡cych nas do rozwi¡zania un+1 opiera si¦ na technice sukcesywnej linearyzacji
równania (4.4.32). W celu wyznaczenia nast¦pnego przybli»enia u(i+1)

n+1 do un+1,
zast¦puje si¦ równanie (4.4.32) równaniem zlinearyzowanym w otoczeniu u(i)

n+1

δG
[
u(i)

n+1;∆w
(i+1)
n+1 ,w

]
+ G

[
u(i)

n+1;w
]

= 0. (4.4.33)

Tutaj δG
[
u(i)

n+1;∆w
(i+1)
n+1 ,w

]
jest pochodn¡ kierunkow¡ (4.4.2) funkcjonaªu G

w punkcie u(i)
n+1 ∈ U w kinematycznie dopuszczalnym kierunku ∆w(i+1)

n+1 ∈
Tu(i)

n+1

UA .

24Gªadkim zmianom λ nie musi odpowiada¢ gªadka krzywa u(λ) na UA (np. mog¡ pojawi¢
si¦ punkty rozgaª¦zie«).
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Fizyczny sens równania (4.4.33) jest standardowy. Skªadnik G
[
u(i)

n+1;w
]
re-

prezentuje niezrównowa»one siªy w kon�guracji u(i)
n+1 ∈ U, za± liniowy wzgl¦dem

niewiadomej ∆w(i+1)
n+1 skªadnik δG

[
u(i)

n+1;∆w
(i+1)
n+1 ,w

]
reprezentuje tzw. sztyw-

no±¢ styczn¡. Je±li u(i)
n+1 pokryje si¦ z kon�guracj¡ równowagi u(i)

n+1 = un+1 ∈
UA , to wówczas, zgodnie z zasad¡ wirtualnych przemieszcze«, musi zachodzi¢
G

[
u(i)

n+1;w
]

= 0 dla wszystkich kinematycznie dopuszczalnych wirtualnych prze-
mieszcze« w ∈ Tu(i)

n+1

U ≡ Tun+1UA .
Metoda okre±lona przez (4.4.33) do analizy nieliniowych równa« funkcyj-

nych na przestrzeni Banacha jest znana jako metoda Newtona lub Newtona�
Kantorowicza (Krasnosel'skij i inni [1972]). Podstawowe twierdzenie o zbie»no-
±ci w przestrzeni Banacha mówi, »e je±li un+1 jest punktem regularnym, to kolejne
przybli»enia u(i)

n+1 otrzymane metod¡ Newtona zbiegaj¡ si¦ do un+1 z pr¦dko±ci¡
post¦pu geometrycznego pod warunkiem, »e przybli»enie pocz¡tkowe u(0)

n+1 jest
dostatecznie bliskie un+1 . Wynika st¡d, »e gªówny problem, decyduj¡cy o efek-
tywno±ci metody Newtona, wi¡»e si¦ z wyborem odpowiedniego przybli»enia po-
cz¡tkowego25 u(0)

n+1 do rozwi¡zania un+1 .

Rys. 4.4.1. Iteracyjna procedura rozwi¡zania zadania nieliniowego na rozmaito±ci (lokalnie).

W rozpatrywanym tu przypadku nieliniowej analizy powªok, przestrze« kon-
�guracyjna U nie jest przestrzeni¡ liniow¡. Nawet przy ograniczeniu odwzorowa«

25W metodach kontynuacyjnych (przyrostowo�iteracyjnych lub ró»nicowych), kiedy podsta-
wiamy u(0)

n+1 ≡ un , problem sprowadza si¦ do wyboru odpowiedniej warto±ci przyrostu para-
metru steruj¡cego lub kroku caªkowania.
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do pojedynczego pªata lub do powªoki regularnej, gdy powierzchnia odniesie-
nia M jest dwuwymiarow¡ rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡, przestrze« kon�guracyjna U

ma struktur¦ niesko«czenie wymiarowej grupy Banacha�Liego. Dyskutowan¡ tu-
taj metod¦ (4.4.33) powinno si¦ wi¦c traktowa¢ raczej jako metod¦ typu Newtona,
poniewa» twierdzenia dotycz¡ce samej metody Newtona konstruowano na prze-
strzeniach liniowych.

Podstawow¡ wad¡ metody (4.4.33) jest konieczno±¢ rozwi¡zywania dla ka»-
dej iteracji równania liniowego z nowym operatorem stycznym. Z tego powodu
do równania (4.4.33) wprowadzane s¡ cz¦sto ró»nego typu mody�kacje. Jednak
uproszczeniu oblicze«, wynikaj¡cemu z wprowadzonych mody�kacji, towarzyszy
na ogóª pogarszanie si¦ zbie»no±ci rozwi¡zania. W rezultacie, w zadaniach silnie
nieliniowych zmody�kowane metody cz¦sto zawodz¡ lub staj¡ si¦ mniej efektywne
od wersji standardowej.

Typowa procedura rozwi¡zania iteracyjnego problemu statycznego skªada si¦
wi¦c z trzech zasadniczych kroków:

1. Znaj¡c i-te przybli»enie u(i)
n+1 =

(
u (i)

n+1 , Q(i)
n+1

)
∈ U do poszukiwanego

rozwi¡zania (un+1 , Qn+1) ∈ UA , odpowiadaj¡cego warto±ci parametru
steruj¡cego λn+1 ∈ Λ ⊂ R, obliczamy wielko±ci niezb¦dne do budowy
równania zlinearyzowanego typu (4.4.33).

2. Rozwi¡zujemy zlinearyzowane równanie typu (4.4.33), wyznaczaj¡c po-
prawk¦ ∆w(i+1)

n+1 do znanego przybli»enia u(i)
n+1 .

3. Obliczamy nast¦pne przybli»enie u(i+1)
n+1 = u(i+1)

n+1

(
u(i)

n+1 , ∆w(i+1)
n+1

)
∈ U do

poszukiwanego rozwi¡zania (un+1 , Qn+1) ∈ UA .
Proces 1.�3. powtarzamy a» do wyznaczenia przybli»enia dostatecznie bliskiego
(w sensie przyj¦tej de�nicji) do warto±ci dokªadnej un+1 , le»¡cej na ±cie»ce równo-
wagi. Obliczenia wykonujemy dla ci¡gu warto±ci λ0 , λ1 , . . . , λn , λn+1 , . . . ∈ Λ
hipotetycznie potrzebnych do ±ledzenia caªej ±cie»ki równowagi w analizowanym
zakresie zmienno±ci parametru steruj¡cego λ ∈ Λ.

4.4.3. Aktualizacja zmiennych
Gªówne zadanie trzeciego kroku procedury rozwi¡zania iteracyjnego z p. 4.4.2,

tj. uaktualnienie przemieszcze« u = (u ,Q), dotyczy pola obrotów Q . Pole trans-
lacji u , przyjmuj¡c warto±ci w przestrzeni wektorowej E, podlega zwykªemu do-
dawaniu (akumulacji addytywnej).

Zgodnie z pierwszym i drugim krokiem procedury przyjmujemy, »e u(i)
n+1 =(

u (i)
n+1 , Q (i)

n+1

)
∈ U jest znanym i-tym przybli»eniem do poszukiwanego roz-

wi¡zania un+1 ∈ UA , a po wykorzystaniu schematu (4.3.27) dla cz¦±ci obroto-
wej, poprawk¦ w postaci ∆w(i+1)

n+1 =
(
∆v (i+1)

n+1 , ∆w (i+1)
n+1

)
∈ Tu(i)

n+1

U obliczamy
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jako rozwi¡zanie problemu zlinearyzowanego typu (4.4.33). Kolejne przybli»enie
u(i+1)

n+1 =
(
u (i+1)

n+1 , Q (i+1)
n+1

)
∈ U wyznaczamy stosuj¡c reguªy

u (i+1)
n+1 = u (i)

n+1 + ∆v (i+1)
n+1 , Q (i+1)

n+1 = exp(∆W (i+1)
n+1 )Q(i)

n+1 , (4.4.34)

gdzie ∆W (i+1)
n+1 = ad

(
∆w (i+1)

n+1

)
.

U»yta w (4.4.34) posta¢ funkcji wykªadniczej (4.2.17) dana jest w tym przy-
padku wzorem

expW = 1 +
sinw

w
W +

1− cosw

w2
W 2, w = −1

2
trW 2, (4.4.35)

∀W ∈ so(3),

równie» obowi¡zuj¡cym dla tensora ∆W (i+1)
n+1 ∈ so(3) ze wzoru (4.4.34)2 .

Po obliczeniu przybli»enia u(i+1)
n+1 ∈ U zgodnie z (4.4.34), na podstawie

zale»no±ci kinematycznych obliczamy towarzysz¡ce u(i+1)
n+1 miary odksztaªce«

ε
(i+1)
n+1 =

(
(εβ)(i+1)

n+1 , (κβ)(i+1)
n+1

)
. Odpowiadaj¡ce ε

(i+1)
n+1 miary napr¦»e« s(i+1)

n+1 =(
(nβ)(i+1)

n+1 , (mβ)(i+1)
n+1

)
wyznaczamy nast¦pnie wykorzystujac równania konsty-

tutywne.

4.4.4. Gªówne aspekty implementacyjne procedury iteracyjnej
Poza wymienion¡ w p. 4.4.3 aktualizacj¡ przemieszcze« u = (u ,Q), z imple-

mentacj¡ procedury iteracyjnej wi¡»¡ si¦ nast¦puj¡ce zagadnienia:
a. Wybór odpowiednich miar do kryteriów oceny zbie»no±ci procesu itera-

cyjnego. Klasyczne miary de�niowane s¡ za pomoc¡ norm odpowiedniej
przestrzeni liniowej. W rozpatrywanym przypadku przestrze« kon�gura-
cyjna U nie posiada struktury przestrzeni liniowej.

b. Wprowadzenie przestrzennej aproksymacji sko«czenie wymiarowej, która
ze wzgl¦du na struktur¦ U tak»e nie mo»e by¢ standardow¡.

c. Lokalizacja na ±cie»ce równowagi i okre±lenie rozwi¡za« osobliwych (punk-
tów nieregularnych).

d. W przypadku rozszerzenia na zagadnienia dynamiki, wprowadzenie aprok-
symacji wzgl¦dem czasu, która ze wzgl¦du na struktur¦ U tak»e nie mo»e
by¢ standardow¡.

Z wymienionych zagadnie«, charakteryzuj¡cych si¦ ró»n¡ skal¡ zªo»ono±ci
i trudno±ci, kluczowym ze wzgl¦du na obszerno±¢ i uci¡»liwo±¢ realizacji jest
aproksymacja sko«czenie elementowa. Przedstawiona w podrozdziale 4.3 ogólna
koncepcja interpolacji rozwini¦ta zostanie w rozdziale 5. Podamy tam równie»
szczegóªy formuªowania powªokowych elementów sko«czonych, odpowiadaj¡cych
sformuªowanej wcze±niej ogólnej mechanice powªok.
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4.5. Metody kontynuacyjne w nieliniowych zagadnieniach statyki
4.5.1. Zadania metod kontynuacyjnych

Typowe zadanie nieliniowej analizy konstrukcji polega na znalezieniu nie tylko
pojedynczego rozwi¡zania, odpowiadaj¡cego ustalonym warto±ciom obci¡»e« ze-
wn¦trznym, ale równie» caªej rodziny rozwi¡za« przy lokalnie gªadkich zmianach
parametrów kontrolnych (zazwyczaj obci¡»enia).

W przypadku obci¡»enia proporcjonalnego tylko do pojedynczego parame-
tru skalarnego λ, ±ledzenie ±cie»ki rozwi¡zania w funkcji tego parametru mo»na
uzyska¢ metodami kontynuacyjnymi (przyrostowymi, wedªug literatury in»ynier-
skiej). Istnieje obszerna literatura tego zagadnienia, w której problem jest anali-
zowany zarówno formalnie od strony matematycznej (zob. np. Keller [1978],
Den Heijer i Rheinboldt [1981], Rheinboldt [1986], Ortega i Rhein-
boldt [2000]), jak i od strony szczególnych implementacji kodów obliczeniowych
w zagadnieniach in»ynierskich (zob. np. Waszczyszyn [1981, 1983], Waszczy-
szyn, Cicho« i Radwa«ska [1990, 1994], Kleiber [1995], Crisfield [1997],
Riks [1998], Cardona i Huespe [1999]). Rozwa»ania niniejszego podrozdziaªu
ograniczamy do przedstawienia praktycznej strony stosowanych w programach
in»ynierskich technik ±ledzenia ±cie»ek równowagi sko«czenie wymiarowych pro-
blemów dyskretnych.

O ile mo»na uzna¢, »e podstawowe koncepcje metod kontynuacyjnych s¡ ju»
dobrze opracowane, to ich realizacja komputerowa wymaga indywidualnej pomy-
sªowo±ci. Obejmuje to mi¦dzy innymi nast¦puj¡ce zadania:

• okre±lenie maksymalnej i minimalnej warto±ci przyrostu parametru kon-
trolnego;

• dobór zasad okre±lania wielko±ci zmian przyrostu parametru kontrolnego
w trakcie analizy problemu;

• okre±lenie sposobu rozpoznawania braku zbie»no±ci procesu iteracyjnego
(w przeciwie«stwie do jego wolnej zbie»no±ci) i decydowania o zako«czeniu
oblicze« lub rede�niowaniu wielko±ci przyrostu parametru kontrolnego;

• okre±lenie kryterium zbie»no±ci procesu iteracyjnego i jego zako«czenia;
• wybór odpowiedniej miary (normy) dla niewiadomych problemu;
• kryterium oceny, czy rozwi¡zanie pozostaje na ±ledzonej ±cie»ce rozwi¡za-

nia.
Przedstawion¡ w tym podrozdziale koncepcj¦ obliczeniow¡ zrealizowano

w programach autorskich, wykorzystanych do analizy numerycznej przykªadów
przedstawionych w rozdziale 6. W tych programach rozwi¡zanie nieliniowego
ukªadu równa« dyskretnego zadania mechaniki powªok jest realizowane w pro-
cesie przyrostowym. W procesie przyrostowym stosuje si¦ zwykle jednokrokow¡
metod¦ Eulera w wersji klasycznej bez iteracji (z/bez wspóªczynnika samokory-
guj¡cego pierwszego rz¦du), albo z iteracjami odpowiadaj¡cymi zmody�kowanej
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lub standardowej wersji metody Newtona�Raphsona. Sterowanie procesem roz-
wi¡zania jest wykonywane w sposób automatyczny, póªautomatyczny lub inte-
raktywny.

4.5.2. Cel algorytmu obliczeniowego
Rozwa»my sposoby poszukiwania rozwi¡za« problemu sko«czenie wymiaro-

wego opisanego nieliniowym ukªadem równa« algebraicznych, uzyskanych na dro-
dze linearyzacji a nast¦pnie dyskretyzacji problemu ci¡gªego. Przykªadem takiego
problemu mo»e by¢ zaw¦»ona do zagadnie« statyki, zlinearyzowana technik¡ po-
dan¡ w p. 4.4.2 a nast¦pnie zdyskretyzowana sposobami opisanymi w podroz-
dziale 4.3 zasada wirtualnych przemieszcze« nieliniowej mechaniki powªok w po-
staci G[u(λ);w] = 0, gdzie u(λ) ∈ UA , λ ∈ R, ∀w ∈ TuUA . Skalar λ nazywa
si¦ parametrem steruj¡cym, za± zale»no±¢ u = u(λ) jest poszukiwanym rozwi¡za-
niem, nazywanym w mechanice konstrukcji ±cie»k¡ równowagi.

W sformuªowaniu algorytmu zakªadamy, »e w pewnym zakresie Λ ⊂ R zmien-
no±ci parametru steruj¡cego wektor prawych stron (obci¡»enia) jest proporcjo-
nalny do pojedynczego parametru λ. W ramach procedury iteracyjnej poszu-
kujemy rozwi¡zania w sko«czonej liczbie uporz¡dkowanych sekwencyjnie dys-
kretnych warto±ci parametru steruj¡cego λ0 , λ1 , . . . , λn , . . . ∈ Λ. Oznaczaj¡c
przez λn warto±¢ λ po kroku n, nadajemy przyrostowo�iteracyjnemu równaniu
z p. 4.3.2 posta¢ macierzow¡26

K(l)∆q(i+1) = ∆λ(i+1)p(i)
ref + zj(i),

(4.5.1)δG
[
u(i)

n+1;∆w
(i+1)
n+1 ,w

]
K(l)∆q(i+1)

G
[
u(i)

n+1;w
]

⇐======⇒ ∆λ(i+1)p(i)
ref + zj(i)

∆w(i+1)
n+1

odpowiedniki
w dyskretyzacji MES ∆q(i+1)

b¦d¡c¡ podstaw¡ dalszej dyskusji. Tutaj i oznacza numer aktualnej iteracji, l nu-
mer ostatniej aktualizacji macierzy sztywno±ci (operatora stycznego) K ≡ KT ,
natomiast parametr z jest tzw. wspóªczynnikiem nadrelaksacji metody samoko-
ryguj¡cej pierwszego rz¦du (zob. np. Stricklin, Haisler i Riesemann [1971,
1973]).

Zgodnie z ogóln¡ koncepcj¡ procedury iteracyjnej (zob. p. 4.4.2) zakªadamy, »e
wszystkie zmienne stanu w i-tej iteracji, potrzebne do budowy równania (4.5.1),
s¡ znane. Celem jest znalezienie poprawki ∆q(i+1), która jednocze±nie ze zna-
nym q(i) okre±li jednoznacznie nast¦pne przybli»enie q(i+1) do poszukiwanego
rozwi¡zania qn = q(λn). Tutaj

q = {q1 , q2 , . . . , qN}T ∈ RN (4.5.2)
26Jest to wynik sko«czenie wymiarowej reprezentacji (linearyzacji/dyskretyzacji) problemu

ci¡gªego G[u(λ);w] = 0.
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jest N -wymiarowym wektorem uogólnionych przemieszcze« (stopni swobody),
otrzymanym w wyniku dyskretyzacji problemu ci¡gªego27. W równaniu (4.5.1)
wyra»enie

∆λ(i+1)p(i)
ref =

(
λ(i+1) − λ(i)

)
p(i)

ref , ∆λ =
i∑

k=1

∆λ(k), (4.5.3)

jest zmian¡ wektora prawych stron (obci¡»enia) p i sumarycznym przyrostem
parametru steruj¡cego λ, natomiast

j(i) = λ(i) p(i)
ref + pold − r(i) (4.5.4)

jest wektorem siª niezrównowa»onych. W (4.5.4), r przedstawia w¦zªowy wektor
siª wewn¦trznych reprezentuj¡cych wewn¦trzny stan napr¦»e« ciaªa po dyskrety-
zacji sko«czenie elementowej.

W standardowej wersji metody Newtona�Raphsona przyjmujemy l = i, co
oznacza, »e K(l) = K(i) jest aktualn¡ styczn¡ macierz¡ sztywno±ci. W wersji
zmody�kowanej macierz K(l) = K(0) = const pozostaje staªa w trakcie kolejnych
iteracji i > 0 w ramach tego samego kroku n.

Wprowadzenie w (4.5.4) dodatkowego wektora pold ujmuje pewn¡ klas¦ obci¡-
»e« wieloparametrowych, dopuszczaj¡c odcinkow¡ (w ramach przyrostów) zmian¦
obci¡»enia zewn¦trznego ukªadu mechanicznego. Najprostszy sposób realizacji
wieloparametrowo±ci obci¡»enia mo»na uzyska¢ przez �restartowanie� oblicze«,
w ramach rekurencyjnej reguªy uaktualniania (pold , λ)

(nowe)pold ≡ λ (aktualne)pref + (aktualne)pold (4.5.5)

i okre±lania (wczytywania) nowego wektora odniesienia

(nowe)pref przyjmuj¡c λ = 0. (4.5.6)

Wektor pold zawiera kumulacj¦ historii obci¡»ania ukªadu do chwili ostatniej
zmiany sposobu obci¡»enia konstrukcji. Po okre±leniu nowego wektora odniesienia
obci¡»e« zewn¦trznych pref , kontynuujemy obliczenia zgodnie z (4.5.1)�(4.5.4).

Podstawowa trudno±¢, a zarazem jedno z zada« technik ±ledzenia ±cie»ek rów-
nowagi q(λ), wi¡»e si¦ z wykrywaniem i przechodzeniem punktów osobliwych na
±ledzonej ±cie»ce równowagi. Te punkty odpowiadaj¡ stanom krytycznym bada-
nego ukªadu mechanicznego.

27Zagadnienie aproksymacji sko«czenie elementowej mechaniki powªok podamy w rozdziale 5.
Omówimy tam szczegóªy formuªowania powªokowych elementów sko«czonych, prowadz¡ce do
ukªadu równa« algebraicznych typu (4.5.1)1.
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4.5.3. Klasy�kacja punktów krytycznych
Klasy�kacja punktów krytycznych wi¡»e si¦ z typem osobliwo±ci operatora

stycznego K(λ) z równania (4.5.1).
Zgodnie z zaªo»eniem, w punktach równowagi ukªadu, takich jak (q(0), λ(0)),

(q, λ) lub (qn , λn), obci¡»enia s¡ zrównowa»one, tzn. j(0) = O, j = O lub jn = O.
Na tej podstawie, wprowadzaj¡c oznaczenia wska¹nikowe, mo»na przedstawi¢
równanie (4.5.1) w bardziej przydatnej tu postaci28

K∆q = ∆λpref ⇔ K(0)∆q(1) = ∆λ(1) p(0)
ref ,

(4.5.7)
Kpq∆qq = ∆λ pp , p, q = 1, 2, . . . , N,

gdzie K = K(λ) = K(q(λ), λ), pref = pref(λ) = pref(q(λ), λ).
Osobliwo±¢ ukªadu równa« (4.5.7) ma miejsce dla warto±ci λ, przy których

nie istnieje macierz odwrotna K−1(λ). Warunek ten ma posta¢
detK(λ) ≡ |K(λ)| = 0. (4.5.8)

Warto±¢ parametru λ, przy której zachodzi warunek (4.5.8), okre±la punkt kry-
tyczny równania (4.5.7).

Ze wzoru Cramera rozwi¡zywania ukªadu równa« liniowych metod¡ wyznacz-
ników wynika, »e

∆qp detK(λ) = ∆λ detKp(λ), p = 1, 2, . . . , N, (4.5.9)
gdzie

detKp ≡ ∂ (detK)
∂Krp

pr , r = 1, 2, . . . , N,

(4.5.10)

Kp ≡




K11 · · · K1 p−1 p1 K1 p+1 · · · K1N

K21 · · · K2 p−1 p2 K2 p+1 · · · K2N
... ... ... ... ...

KN1 · · · KN p−1 pN KN p+1 · · · KNN


 .

Z (4.5.9) i (4.5.10) otrzymujemy warunek b¦d¡cy podstaw¡ nast¦puj¡cej klasy�-
kacji typu punktu krytycznego rozwi¡zania:

∆λ detKp(λ) = 0 ⇐





∆λ = 0 i detKp(λ) 6= 0,
λ ≡ λgr � punkt graniczny,

∆λ 6= 0 i detKp(λ) = 0,
λ ≡ λkr � punkt bifurkacji,

(4.5.11)

p = 1, 2, . . . , N.

28W obliczeniach numerycznych warunek równowagi j = O jest realizowany w sposób itera-
cyjny i mo»e by¢ speªniony tylko z przyj¦t¡ dokªadno±ci¡. Zatem, na ogóª jest j(i) 6= O nawet
dla i = 0 i wektor siª niezrównowa»onych na ogóª nie znika z równania (4.5.1).
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Powy»sze bezpo±rednie kryterium wymaga obliczenia N +1 wyznaczników z ma-
cierzy kwadratowej N ×N . Ju» dla N > 3 to kryterium staje si¦ maªo przydatne
w obliczeniach, podobnie jak sam wzór Cramera.

W przypadku stosowania bezpo±rednich metod rozwi¡zania ukªadu równa«
(4.5.1) istnieje jednak mo»liwo±¢ innego obliczenia detK. Wykorzystajmy typowy
rozkªad macierzy sztywno±ci w postaci

K = LDU, Kpq = LprDrrUrq , (4.5.12)

gdzie L jest doln¡ macierz¡ trójk¡tn¡,U górn¡ macierz¡ trójk¡tn¡, za±Dmacierz¡
diagonaln¡,

Lrr = Urr = 1, Lpq = Uqp = 0 dla p < q,

Dpq = 0 dla p 6= q. (4.5.13)

Wykorzystuj¡c wªasno±ci wyznaczników macierzy trójk¡tnych i diagonalnych,
z (4.5.13) otrzymujemy29

detK = det (LDU) = detL detD detU = detD =
N∏

r=1

Drr. (4.5.14)

Inn¡ mo»liwo±¢ okre±lenia typu punktów krytycznych dostarcza rozwi¡zanie
problemu wªasnego

[K(λ)− ωp(λ)I] ap(λ) = O, ap(λ) 6= O, p = 1, 2, . . . , N, (4.5.15)

gdzie ωp(λ) jest p-t¡ warto±ci¡ wªasn¡, za± ap(λ) zwi¡zanym z ni¡ p-tym wek-
torem wªasnym. Poniewa» wszystkie warto±ci wªasne ωp symetrycznej macierzy
rzeczywistej KT = K s¡ rzeczywiste, a wektory wªasne ap i aq odpowiadaj¡ce
dwom ró»nym warto±ciom wªasnym ωp 6= ωq 6= 0 s¡ ortogonalne, aT

p aq = O,
mo»na przyj¡¢ na przykªad uporz¡dkowanie30

ω1 ≤ ω2 ≤ . . . ≤ ωN , W ≡ diag[ω1 , ω2 , . . . , ωN ]

⇒ A ≡ [a1 , a2 , . . . , aN ]. (4.5.16)
29Charakterystyczn¡ cech¡ rozwi¡za« zada« in»ynierskich MES jest wyst¦powanie, nawet

w pobli»u punktów krytycznych (dotyczy to szczególnie punktów bifurkacji), du»ej warto±ci
wyznacznika z macierzy sztywno±ci detK, co prowadzi w obliczeniach komputerowych do nad-
miaru w maszynowej reprezentacji liczb rzeczywistych. Zamiast detK, sensowne jest wi¦c obli-
czanie log|detK| = log|detD| =PN

r=1 log|Drr|, z jednoczesnym ±ledzeniem zmiany znaku detK
i liczby ujemnych wyrazów w D = [Drr].

30W macierzy W ka»da warto±¢ wªasna ωp wyst¦puje tyle razy ile wynosi jej algebraiczna
wielokrotno±¢.



320 Rozdziaª 4. Aspekty obliczeniowe w statyce i dynamice powªok

Wykorzystuj¡c »e macierz A jest ortogonalna31 (a zatem nieosobliwa A−1 = AT),
mo»na przy pomocy A przeksztaªci¢ (diagonalizowa¢) macierz K przez podobie«-
stwo, otrzymuj¡c wynik

KA = AW ⇒ A−1KA = ATKA = W. (4.5.17)

Z (4.5.17)2 otrzymujemy

det (A−1KA) = detA−1 detK detA = detK ≡ detW

⇒ detK(λ) =
N∏

p=1

ωp(λ). (4.5.18)

Z (4.5.18) wynika, »e pojedynczemu punktowi krytycznemu odpowiada zerowanie
si¦ pewnej warto±ci wªasnej ω(λ) = 0, z któr¡ powi¡zany jest wektor wªasny
a(λ) 6= O.

Rys. 4.5.1. Typowe punkty krytyczne na ±cie»ce równowagi ukªadu mechanicznego.

W przypadku stanu krytycznego ukªadu ma by¢ speªniony warunek ortogonal-
no±ci a(λ) z niejednorodn¡ cz¦±ci¡ równania32 (4.5.7), umo»liwiaj¡c nast¦puj¡c¡
klasy�kacj¦ typu punktu krytycznego:

ω(λ) = aTKa = ∆λaTpref = 0 ⇐





∆λ = 0 i aT(λ)pref(λ) 6= 0,
λ ≡ λgr � punkt graniczny,

∆λ 6= 0 i aT(λ)pref(λ) = 0,
λ ≡ λkr � punkt bifurkacji.

(4.5.19)

31Nawet dla wielokrotnej warto±ci wªasnej ωp mo»na tak dobra¢ wektory wªasne, aby byªy
one wzajemnie ortogonalne � liniowo niezale»ne.

32Poniewa» w stanie krytycznym ω(λ) = 0, mo»na zatem wykona¢ podstawienie ∆q = αa(λ),
α ∈ R\{0}.
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Gdy oba warunki wyst¦puj¡ce w (4.5.11) lub (4.5.19) speªnione s¡ jednocze-
±nie, wówczas w punkcie granicznym wyst¦puje tak»e bifurkacja rozwi¡zania.

Bardziej szczegóªowa klasy�kacja, w ramach wyró»nionych tu typów punk-
tów krytycznych, wymaga dodatkowego wykorzystania informacji o pochodnej
kierunkowej operatora stycznego K(λ) (zob. np. Spence i Jepson [1985], Wrig-
gers i Simo [1993], Waszczyszyn, Cicho« i Radwa«ska [1990, 1994]), lub
znajomo±ci wszystkich rozwi¡za« pokrytycznych w badanym punkcie.

Trudno±ci wyznaczania i badania typu punktu krytycznego w trakcie ±ledzenia
nieliniowych ±cie»ek równowagi wyst¦puj¡ gªównie w punktach bifurkacji, nieza-
le»nie od tego czy stosujemy kryterium (4.5.11), (4.5.19), czy proste przeszuki-
wanie (4.5.18). Poza uci¡»liwo±ci¡ numeryczn¡ realizacji samego kryterium, wy-
st¦puj¡ tu tak»e kªopoty zwi¡zane z dokªadnym obliczeniem poªo»enia punktów
bifurkacji na ±cie»ce równowagi. Wynika to z na ogóª dobrego uwarunkowania ma-
cierzyK(λ) w otoczeniu punktów bifurkacji (qkr , λkr), mimo »e w samym punkcie
detK(λkr) = 0 i nast¦puje zmiana znaku detK(λ) przy przechodzeniu (qkr , λkr).
Dlatego w trakcie ±ledzenia ±cie»ki równowagi przy u»yciu du»ego kroku cz¦sto
zdarzaj¡ si¦ niezauwa»one przeskoczenia punktów bifurkacji rozwi¡zania.

W odró»nieniu od punktów bifurkacji, w punktach granicznych rozwi¡zania
warunek ∆λ = 0 sprawdza si¦ ªatwo. Tak»e pogorszenie uwarunkowania macie-
rzy K(λ) w pobli»u punktów granicznych jest na ogóª wyra¹ne i sygnalizowane
znacznie wcze±niej.

W ukªadach zaburzonych (a do takich nale»¡ konstrukcje rzeczywiste) punkty
bifurkacji na ogóª nie wyst¦puj¡, pomijaj¡c szczególne przypadki imperfekcji (za-
burze« od stanu idealnego). Je±li ukªad idealny po bifurkacji rozwi¡zania staje
si¦ ukªadem niestatecznym33, to nale»y oczekiwa¢, »e w ukªadzie zaburzonym za-
miast punktów bifurkacji ukªadu idealnego mog¡ pojawi¢ si¦ punkty graniczne34.
Konstrukcje, w opisie zachowania których wyst¦puj¡ punkty bifurkacji rozwi¡-
za«, nazywane s¡ konstrukcjami wra»liwymi na imperfekcje. Z punktu widzenia
stateczno±ci konstrukcji szczególnie istotne (niebezpieczne) s¡ przypadki, gdy na
±cie»ce równowagi punkty bifurkacji wyst¦puj¡ przed pierwszym punktem gra-
nicznym.

4.5.4. Wyznaczanie punktów bifurkacji technik¡ zaburze«
Technika zaburze« idealnego rozwi¡zania pierwotnego jest chyba najprost-

szym sposobem wyznaczania punktów bifurkacji w rozwi¡zaniach nieliniowych.
Podstaw¡ koncepcji jest fakt na ogóª regularnego, przez co ªatwiejszego do ±le-
dzenia metodami kontynuacyjnymi, przebiegu ±cie»ki zaburzonej poni»ej odpo-
wiedniego rozwi¡zania pokrytycznego na ±cie»ce idealnej, rys. 4.5.2. Zaburzenie

33Niestateczno±¢ rozumie si¦ tu jako spadek bezwzgl¦dnej warto±ci obci¡»enia ze wzrostem
warto±ci parametru dªugo±ci ±cie»ki równowagi.

34To zale»y od charakteru niestatecznej ±cie»ki pobifurkacyjnej (stanu pokrytycznego) oraz
od charakteru i wielko±ci wyst¦puj¡cego zaburzenia.
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pocz¡tkowe (imperfekcja) mo»e mie¢ ró»ny charakter, np.: geometryczny, ob-
ci¡»eniowy, materiaªowy wyra»ony przez równania konstytutywne, w warunkach
brzegowych itp.

Wyznaczenie punktu bifurkacji technik¡ zaburze« przebiega w trzech etapach.
W pierwszym etapie posuwamy si¦ po ±cie»ce zaburzonej, pocz¡tkowo w pobli»u
pierwotnej ±cie»ki równowagi, a» do momentu wyra¹nego wpisania si¦ rozwi¡zania
pod ±cie»k¦ wtórn¡. W drugim etapie, stosuj¡c odpowiednie techniki sterowania,
przez usuni¦cie zaburzenia pocz¡tkowego doprowadzamy do przeskoku rozwi¡za-
nia na s¡siaduj¡c¡ wtórn¡ ±cie»k¦ rozwi¡zania problemu idealnego. Etap trzeci
polega na cofni¦ciu rozwi¡zania na idealnej, wtórnej ±cie»ce pokrytycznej a» do
osi¡gni¦cia punktu bifurkacji (rys. 4.5.2).

Rys. 4.5.2. Koncepcja wyznaczania punktów bifurkacji rozwi¡za« nieliniowych technik¡
zaburze«.

W przypadkach zªo»onych ukªadów konstrukcyjnych, wad¡ tego podej±cia
s¡ kªopoty z interpretacj¡ otrzymanych wyników i mo»liwo±¢ wyznaczenia tym
sposobem jednorazowo tylko jednego punktu bifurkacji. Dla porównania, rozwi¡-
zanie problemu wªasnego liniowego zagadnienia stateczno±ci

[KM + λKG(pref)]a = O (4.5.20)

daje, o ile jest poprawne, mo»liwo±¢ okre±lenia od razu wszystkich punktów bi-
furkacji jako N par wªasnych (λkr,p ,ap) � (mno»nik obci¡»enia krytycznego,
odpowiadaj¡ca forma wyboczenia), p = 1, 2, . . . , N . W (4.5.20), KM jest macie-
rz¡ sztywno±ci materiaªowej, za± KG(pref) jest zale»n¡ od obci¡»enia macierz¡
sztywno±ci geometrycznej, nazywan¡ tak»e macierz¡ napr¦»e« pocz¡tkowych.

Inn¡ wad¡ techniki zaburze« w analizie nieliniowej jest nie zawsze daj¡ca si¦
kontrolowa¢ zale»no±¢ wyniku od postaci wprowadzanych zaburze« (imperfekcji)
ukªadu. Dlatego dodatkowe liniowe rozwi¡zanie problemu (4.5.20), nawet je±li
(np. ze wzgl¦du na siln¡ nieliniowo±¢ pocz¡tkow¡ ukªadu) nie s¡ poprawne, mog¡
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dostarczy¢ istotnej jako±ciowo informacji wspomagaj¡cej interpretacj¦ rozwi¡za«
nieliniowych, lub te» mog¡ one posªu»y¢ do wygenerowania dobrze okre±lonej po-
cz¡tkowej imperfekcji geometrycznej35. Poza typowo numerycznymi uwarunko-
waniami, o skuteczno±ci techniki zaburze« decyduje wybór odpowiedniego para-
metru kontrolnego36, wybór wªa±ciwego momentu do przeskoku na ±cie»k¦ wtórn¡
oraz u»ycie odpowiednich technik sterownia rozwi¡zaniem.

4.5.5. Technika sterowania parametrem obci¡»enia
Technika ta jest podej±ciem standardowym, u»ywanym w sposób naturalny.

Polega ona na bezpo±rednim rozwi¡zaniu równania (4.5.1), przyjmuj¡c za nie-
zale»n¡ zmienn¡ steruj¡c¡ parametr obci¡»enia λ. W tym przypadku, przyrost
parametru steruj¡cego ∆λ = ∆λ(0) = ∆λ∗ = const na ka»dym kroku rozwi¡zania
jest staªy i okre±lany z góry, co oznacza, »e w iteracjach i > 0 korekcja wynosi
∆λ(i) = 0. Poszukiwany jest przyrost wektora przemieszcze« ∆q = ∆q(∆λ∗),
za± parametr obci¡»enia obliczany jest z zale»no±ci

λn+1 = λn + ∆λ. (4.5.21)

4.5.6. Technika sterowania parametrem przemieszczenia
W tym przypadku za parametr steruj¡cy rozwi¡zaniem (4.5.1) wybieramy

jedn¡ ze skªadowych wektora przyrostu przemieszcze« ∆q, np. p-t¡ skªa-
dow¡ ∆qp . Skªadowa ∆qp staje si¦ wtedy zmienn¡ niezale»n¡ o ustalonej z góry
warto±ci ∆v∗. W tym podej±ciu, poza wyznaczeniem przyrostu przemieszcze«
∆q = ∆q(∆v∗), poszukiwanym jest tak»e przyrost parametru obci¡»enia ∆λ =
∆λ(∆v∗) odpowiadaj¡cy zadanemu wymuszeniu kinematycznemu ∆v∗.

Przyj¦cie jako zmiennej niezale»nej (parametru steruj¡cego) jednej ze skªado-
wych wektora przyrostu przemieszcze« ∆qp ≡ ∆v∗ dzieli macierz ukªadu równa«
(4.5.1) na podbloki, prowadz¡c do rozwi¡zania dwuetapowego

Etap I →
Etap II →


 K(l)

AA K(l)
Ap

K(l)
pA K

(l)
pp




{
∆q(i+1)

A

∆q
(i+1)
p

}
= ∆λ(i+1)




p(i)

ref,A

p
(i)
ref,p



 + z

{
j(i)A

j
(i)
p

}
,

A = N − 1. (4.5.22)

W przyro±cie i, l = 0, wprowadzamy do (4.5.22) warto±¢ ∆q
(1)
p = ∆qp ≡ ∆v∗.

35W przypadku poszukiwania punktu bifurkacji, odpowiadaj¡cego konkretnej warto±ci obci¡-
»enia krytycznego z rozwi¡zania liniowego, wskazane jest przyj¦cie imperfekcji geometrycznej
w postaci sprz¦»onego wektora wªasnego. Nale»y jednak zaznaczy¢, »e w silnie nieliniowych
ukªadach tego typu odpowiednik nie musi istnie¢.

36Najlepszymi parametrami kontrolnymi s¡ w tym przypadku uogólnione przemieszczenia,
zlokalizowane w pªaszczyznach symetrii ukªadu, których warto±¢ na ±cie»ce pierwotnej przed
punktem bifurkacji jest równa zeru, za± po punkcie bifurkacji na ±cie»ce wtórnej jest ró»na od
zera.
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W etapie I z rozwi¡zania górnego podukªadu (4.5.22)

K(0)
AA∆q(1)

A = −∆v∗K(0)
Ap + ∆λ(1)p(0)

ref,A + zj(0)
A (4.5.23)

dla ∆v∗, ∆λ(1) i z, jako parametrów swobodnych, wyznaczamy jako rozª¡czne
trzy stany przemieszcze« ∆q(1)

A , wynikaj¡ce z sumy prawych stron (4.5.23), tj.

K(0)
AA

[
∆q(1)

A

(
−K(0)

Ap

)
; ∆q(1)

A

(
p(0)

ref,A

)
; ∆q(1)

A

(
j(0)
A

)]

=
[
−K(0)

Ap ; p(0)
ref,A ; j(0)

A

]
. (4.5.24)

W etapie II, podstawiaj¡c rozwi¡zania cz¡stkowe (4.5.24)

∆q(1)
A (X(0)

A ) =
[
K(0)

AA

]−1
X(0)

A , X(0)
A =

[
−K(0)

Ap ; p(0)
ref,A ; j(0)

A

]
(4.5.25)

do dolnej cz¦±ci ukªadu (4.5.22), obliczamy �kcyjne reakcje Q
(0)
p , odpowiadaj¡ce

prawym stronom (4.5.23), jako poszczególnym stanom obci¡»enia (zob. rys. 4.5.3
A, B, C)

Q(1)
p (X(0)) = K(0)

pA ∆q(1)
A

(
X(0)

A

)
−X(0)

p ,
(4.5.26)

X(0)
p =

{
−K(0)

pp ; p
(0)
ref,p ; j(0)

p

}
.

Reakcje (4.5.26) utrzymuj¡ naªo»one wi¦zy kinematyczne ∆qp ≡ ∆v∗.

Rys. 4.5.3. Interpretacja geometryczna �kcyjnych reakcji w sterowaniu przemieszczeniowym
dla przyrostu w pierwszym kroku.

Ze wzgl¦du na ich �kcyjny charakter, reakcje te musz¡ znika¢

∆v∗Q(1)
p

(
−K(0)

Np

)
+ ∆λ(1)Q(1)

p

(
p(0)

ref

)
+ zQ(1)

p

(
j(0)

)
= 0. (4.5.27)
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Przy zadanych warto±ciach ∆v∗ i z, wyznaczamy z (4.5.27) poszukiwany przyrost
parametru obci¡»enia

∆λ(1) = −
∆v∗Q(1)

p

(
−K(0)

Np

)
+ zQ

(1)
p

(
j(0)

)

Q
(1)
p

(
p(0)

ref

) . (4.5.28)

W procesie iteracyjnej korekcji rozwi¡zania (odpowiada to etykiecie i > 1
i parametrowi z = 1) warto±¢ przyrostu zmiennej kontrolnej musi pozosta¢ staªa
∆qp ≡ ∆v∗, co oznacza »e jej korekcja ∆q

(i+1)
p jest równa zero. Posta¢ (4.5.22)

wskazuje, »e po podstawieniu warto±ci ∆q
(i+1)
p = 0, i > 1, caªy algorytm (4.5.23)�

(4.5.28) upraszcza si¦, a warunek równowagi dla �kcyjnych reakcji (4.5.27) i wzór
na korekcj¦ przyrostu parametru obci¡»enia (4.5.28) przyjmuj¡ form¦

∆λ(i+1) Q(i+1)
p

(
p(i)

ref

)
+ zQ(i+1)

p (j(i)) = 0,
(4.5.29)

∆λ(i+1) = −z
Q

(i+1)
p

(
j(i)

)

Q
(i+1)
p

(
p(i)

ref

) , i > 1.

Poszukiwany przyrost ∆λ oblicza si¦ zgodnie z (4.5.3)2, a caªkowity parametr
obci¡»enia ze wzoru (4.5.21). Interpretacj¦ geometryczn¡ sterowania przemiesz-
czeniowego mo»na znale¹¢ np. w pracy Zienkiewicz [1971].

4.5.7. Technika sterowania parametrem ªuku
W technice tej jako zmienn¡ steruj¡c¡ rozwi¡zaniem (4.5.1) przyjmujemy dªu-

go±¢ parametru ªuku s w rozszerzonej (N+1)-wymiarowej przestrzeni rozwi¡za«
dyskretnych. Sterowanie parametrem ªuku przeprowadzamy wedªug koncepcji za-
proponowanej w pracach Riks [1970, 1972] i Wempner [1971].

W tym podej±ciu traktujemy równocze±nie, jako zmienne niezale»ne, przyrost
wektora przemieszcze« ∆q i przyrost parametru obci¡»enia ∆λ, tworz¡c z nich
przyrost miary ªukowej ∆s. Wielko±ci te zestawiamy we wspólny wektor

∆q(i) =

{
∆q(i)

∆λ(i)

}
, ∆q =

i∑

k=1

∆q(k) =
i∑

k=1

{
∆q(k)

∆λ(k)

}
. (4.5.30)

Caªkowity przyrost niewiadomych ∆q ograniczony jest warunkiem �staªego� przy-
rostu dªugo±ci ªuku na ±ledzonej ±cie»ce rozwi¡zania

∆s2 = ∆qT∆q = ∆qT∆q+ ∆λ2, ∆s = const. (4.5.31)

De�niuj¡c jednostkowy wektor e, warunek (4.5.31)2 zapisuje si¦ w postaci

e =
∆q
‖∆q‖ , eT∆q = ∆s = const. (4.5.32)
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Z powy»szego wynika, »e po przyro±cie i = 0 w kolejnych iteracjach ∆qT∆q(i) = 0
dla i > 1.

Zestawiaj¡c wyj±ciowe równanie (4.5.1) z warunkiem staªego przyrostu dªu-
go±ci ªuku (4.5.32)2 w sposób zaproponowany w pracy Waszczyszyn [1983],
otrzymujemy ukªad równa«

[
K(k) p(i)

ref

eT

]{
∆q(i+1)

∆λ(i+1)

}
=

{
zj(i)

∆s

}
. (4.5.33)

W rozwi¡zaniu ukªadu równa« (4.5.33) dla przyrostu (i = 0) podstawiamy
∆s = ∆s∗, z = 0 lub z ≥ 1, za± dla iteracji (i > 0) odpowiednio ∆s = 0,
z = 1. Ukªad (4.5.33) jest niesymetryczny wzgl¦dem wiersza eT i kolumny p(i)

ref .
W literaturze zaproponowano wiele mody�kacji przedstawionej tu podstawowej
wersji algorytmu (zob. np. Crisfield [1997]).

Przy rozwi¡zywaniu niektórych zada« mog¡ pojawi¢ si¦ kªopoty z sensownym,
od strony numerycznej, obliczaniem dªugo±ci ªuku (4.5.31). Rz¡d wielko±ci ∆λ
w (4.5.31) nie przysparza na ogóª problemów, poniewa» zawsze mo»na go zmieni¢
przez odpowiednie przeskalowanie wektora pref . Przyczyn¡ trudno±ci jest zró»-
nicowanie rz¦dów warto±ci i jednostek skªadowych wektora ∆q (np. translacji
i obrotów, czy innych skªadowych nie�zycznych, np. wy»szych pochodnych prze-
mieszcze«). Jedn¡ z mo»liwo±ci omini¦cia tego problemu, zaproponowan¡ w pracy
Chró±cielewski i Nolte [1985] (por. równie» np. Schweizerhof [1989]), jest
selektywny sposób obliczania dªugo±ci ªuku. Polega on na eliminacji z ∆q wskaza-
nych skªadowych (lub ich przeskalowaniu), co mo»na zapisa¢ symbolicznie w po-
staci

∆q(i) = S
{

∆q(i)

∆λ(i)

}
, S = diag[s1 , s2 , . . . , sN ; 1], (4.5.34)

0 ≤ sp ≤ 1, p = 1, 2, . . . , N.

Skªadowe sp w macierzy S dobierane s¡ selektywnie na podstawie analogii wymia-
rowej, uwzgl¦dniaj¡c ró»ne wymiary �zyczne skªadowych w uogólnionym wekto-
rze przemieszcze« (translacje, obroty, pochodne itp.).

4.5.8. Kontrola procesu rozwi¡zania
Specy�cznie rozumiana tutaj stabilno±¢ rozwi¡zania kontrolowana jest tech-

nik¡ okien (kostek), zaproponowan¡ w pracach Chró±cielewski i Schmidt
[1985, 1986a,b] (rys. 4.5.4).

W programach autorskich zakªadamy, »e niezale»nie od omówionych
w p. 4.5.5�4.5.7 technik sterowania rozwi¡zaniem, wprowadzone cztery parame-
try steruj¡ce {∆λ∗; ∆v∗; p-ta skªadowa kontrolna; ∆s∗} dodatkowo wyst¦puj¡
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Rys. 4.5.4. Sterowanie i kontrola procesu rozwi¡zania, technika okien.

jako ograniczenia w trzech nast¦puj¡cych sªabych nierówno±ciach:

|∆λ| =
∣∣∣∣∣

i∑

k=1

∆λ(k)

∣∣∣∣∣ ≤ ∆λ∗,

|∆qp| =
∣∣∣∣∣

i∑

k=1

∆q(k)
p

∣∣∣∣∣ ≤ ∆v∗, (4.5.35)

∆s =
√

∆qT∆q+ ∆λ2 ≤ ∆s∗,

gdzie ∆q =
∑i

k=1 ∆q(k). Nierówno±ci (4.5.35) nazywamy pierwszym oknem
kontrolno-steruj¡cym przyrostem (rys. 4.5.4). W przypadku niespeªnienia jed-
nego z warunków (4.5.35), w kolejnym przyro±cie nast¦puje przeª¡czenie na inn¡
technik¦ sterownia, zale»nie od historii rozwi¡zania, ze zmian¡ lub bez zmiany
wielko±ci okna i poªo»enia p-tej skªadowej kontrolnego przemieszczenia.

Analogicznie do (4.5.35), w formie silnych nierówno±ci de�niujemy drugie okno
zabezpieczaj¡ce (rys. 4.5.4)

|∆λ| < GP ∆λ∗, |∆qj | < GV ∆v∗, ∆s < GS ∆s∗ (4.5.36)
dla GP ,GV ,GS > 1,

gdzie (GP ,GV ,GS ) s¡ danymi wspóªczynnikami.
W programach autorskich niespeªnienie której± z nierówno±ci (4.5.36) albo

powoduje przerwanie procesu rozwi¡zania i przej±cie w stan pracy interaktywnej,
albo archiwacj¦ poprzedniego kroku a nast¦pnie zatrzymanie procesu oblicze«.
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4.5.9. Kontrola zbie»no±ci procesu iteracyjnego
Do okre±lenia zbie»no±ci procesu iteracyjnego proponujemy u»ycie sze±ciu kry-

teriów (seminorm).
Trzy kryteria odnosz¡ si¦ do zmiany poprawek przyrostów przemieszcze«,

wynikaj¡cych z procesu iteracyjnego δ(∆q) = ∆q(i), i > 1:

U1 >
‖δ(S∆q)‖
‖S∆q‖ , S = diag [s1 , s2 , . . . , sk , . . . , sM ·N , 1], (4.5.37)

sk = {0, 1}, k = 1, 2, . . . , M ·N,

U2 > max
r=1,N
s=1,M

|δ(∆qrs)|
|∆qs,ref | , U3 >

(
1

M ·N
N∑

r=1

M∑

s=1

[δ(∆qrs)]2

(∆qs,ref)2

)1/2

, (4.5.38)

gdzie wielko±ci odniesienia przyjmujemy jako

∆qs,ref = max
r=1,2,...,N

|∆qrs|, s = 1, 2, . . . , M. (4.5.39)

Z tych samych powodów co w (4.5.34), normy w (4.5.37) obliczamy w sposób
selektywny.

Dodatkowe trzy kryteria konstruowane s¡ dla siª niezrównowa»onych j:

P1 >
‖j‖
‖p‖ , p =

{
λpref + pold dla |λ| > 1,
pref + pold dla |λ| ≤ 1,

(4.5.40)

P2 > max
r=1,N
s=1,M

|jrs|
|ps,ref | , P3 >

(
1

M ·N
N∑

r=1

M∑

s=1

(jrs)2

(ps,ref)2

)1/2

. (4.5.41)

Wielko±ci odniesienia w (4.5.41) albo wczytujemy jako dodatkowe dane, albo
okre±lamy dwojako na podstawie skªadowych wektora obci¡»enia p

pr,ref =

{
pr,ref dla pr,ref 6= 0,

max
s=1,2,...,M

ps,ref dla pr,ref = 0,
(4.5.42)

ps,ref = max
r=1,2,...,N

|prs|, s = 1, 2, . . . , M.

Tutaj wprowadzono nast¦puj¡ce oznaczenia: ‖ · ‖ � seminorma euklidesowa,
N � caªkowita liczba w¦zªów, M � liczba stopni swobody w w¦¹le.

W programach autorskich przyj¦cie w algorytmach zerowej warto±ci w zbiorze
parametrów U1, U2, U3, P1, P2, P3 powoduje pomini¦cie sprawdzania odpo-
wiedniego kryterium.

W rozwi¡zaniu typowego zadania nieliniowego liczb¦ iteracji i = 3÷ 4 uwa»a
si¦ za standardow¡, i > 7 za du»¡. Przyjmowane w obliczeniach wªasnych za stan-
dardowe warto±ci parametrów kontrolnych i steruj¡cych zestawiono w tab. 4.5.1.
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Tabela 4.5.1. Standardowe warto±ci parametrów kontrolnych i steruj¡cych.

GV GP GS U1 U2 U3 P1∗ P2∗ P3∗

1,2 1,2 1,5 0,001 0,01 0,0001 0,01 0,01 0,01
∗ u»ywane tylko dla elementów C1 i C0 (FI � caªkowanie peªne)

Kryterium (4.5.37) z warto±ci¡ U1, naªo»one na wzgl¦dn¡ seminorm¦ glo-
balnych zmian przyrostu do przyrostu aktualnego, traktujemy jako podstawowe.
Warto±¢ ograniczenia na U1 przyj¦to wedªug pracy Lambert [1971], okre±lon¡
w niej jako poziom maªej dokªadno±ci (> 10−4). Wobec wzgl¦dnego i globalnego
charakteru (4.5.37), jest to jednak do±¢ silne ograniczenie, przewa»nie silniejsze
od (4.5.38)2 z 10−6 ≤ U3 ≤ 10−4, uwa»ane za warto±ci na przeci¦tnym poziomie
dokªadno±ci i sªabsze od (4.5.38)1 .

Kryteria (4.5.40)�(4.5.42) nakªadane na siªy niezrównowa»one traktuje si¦ ra-
czej jako pomocnicze. W przypadku elementów klasy C1 i C0 z caªkowaniem
peªnym (FI), gdy zachodzi zbie»no±¢ w sensie przemieszcze«, kryteria (4.5.40)�
(4.5.42) speªnione s¡ najcz¦±ciej na znacznie silniejszym, ni» zaªo»ony tutaj jako
przeci¦tny, poziomie dokªadno±ci. W analogicznej sytuacji, w przypadku elemen-
tów klasy C0 caªkowanych w sposób zredukowany (RI), a tak»e w sformuªowa-
niach alternatywnych, nie udaje si¦ na ogóª w rozs¡dnych granicach speªni¢ kon-
trolowanych równolegle kryteriów zbie»no±ci dla siª niezrównowa»onych i musz¡
by¢ one cz¦sto wyª¡czane.

4.6. Wybrane problemy nieliniowej dynamiki konstrukcji
4.6.1. Uwagi wst¦pne

Od strony formalnej zale»no±ci opisuj¡ce zagadnienia dynamiki przestrzen-
nie zdyskretyzowanych nieliniowych zada« mechaniki maj¡ charakter ukªadów
równa« ró»niczkowych zwyczajnych. Z tego wzgl¦du metody numeryczne rozwi¡-
zywania zwyczajnych równa« ró»niczkowych odgrywaj¡ istotn¡ rol¦ w analizie
dynamicznej konstrukcji (Bathe [1982], Kleiber [1985]).

Zagadnienie caªkowania równa« ró»niczkowych zwyczajnych nale»y do pod-
stawowych zada« metod numerycznych, co znajduje swe szerokie odbicie w lite-
raturze dotycz¡cej równa« ró»niczkowych, np. Collatz [1960], Arnold [1983],
Krupowicz [1986], Palczewski [1999],Ombach [1999] oraz w ksi¡»kach z dzie-
dziny metod numerycznych, np. Demidowicz, Maron i Szuwaªowa [1965],
Ralston [1975], Stoer i Bulirsch [1980], Björck i Dahlquist [1983].

Pod poj¦ciem problemów dynamiki konstrukcji, do których ograniczamy roz-
wa»ania zawarte w tej ksi¡»ce, rozumiemy zagadnienia, w których zachowanie
analizowanych ukªadów charakteryzuje tylko niewielka liczba drga« o niskiej
cz¦stotliwo±ci37 (zob. Kleiber [1985]). Jako niskie cz¦stotliwo±ci rozumiemy tu

37Wystarczaj¡c¡ w takich przypadkach mo»e okaza¢ si¦ przybli»ona analiza dynamiczna kon-
strukcji zredukowanej do ukªadu zast¦pczego o niewielkiej liczbie stopni swobody. Jednak za-
gadnieniami i metodami redukcji bazy w przestrzeni rozwi¡za« nie b¦dziemy si¦ tu zajmowali.
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drgania, którym odpowiadaj¡ dªugo±ci fal znacznie wi¦ksze od charakterystycz-
nych dªugo±ci fal akustycznych w badanym o±rodku.

Algorytmy caªkowania po czasie stosowane w metodzie elementów sko«czo-
nych wykorzystuj¡ dwa podstawowe schematy: jawne38 i niejawne39. W proble-
mach dynamiki konstrukcji bardziej przydatne s¡ schematy typu niejawnego, pod-
czas gdy schematy typu jawnego s¡ bardziej efektywne w zagadnieniach propa-
gacji fal, np. w problemach modelowania zderze«, wybuchów itp. Schematy nie-
jawne u»ywaj¡ najcz¦±ciej algorytmów typu prediktor/korektor podobnych jak
w przypadku statycznej analizy nieliniowej (zob. podrozdziaª 4.4).

Zadaniem analizy dynamicznej konstrukcji jest gªównie znalezienie ewolucji
przemieszcze« ukªadu, poddanego dziaªaniu obci¡»enia zale»nego od czasu.

Typowe zagadnienie klasycznej liniowej dynamiki konstrukcji, reprezentuj¡ce
wyra»one w przemieszczeniach równania ruchu ciaªa zdyskretyzowanego, ma po-
sta¢

Mq̈(t) + Cq̇(t) +Kq(t) = p(t), t ∈ [t0 , b = t0+a], (4.6.1)

gdzie M, C, K s¡, odpowiednio, macierzami mas, tªumienia, sztywno±ci, p(t) jest
wektorem obci¡»e« zewn¦trznych, a q(t), q̇(t), q̈(t) s¡ wektorami przemieszcze«,
pr¦dko±ci i przyspiesze« ukªadu dyskretnego. Równanie macierzowe (4.6.1) jest
ukªadem N równa« ró»niczkowych zwyczajnych rz¦du drugiego o staªych wspóª-
czynnikach.

W dynamice konstrukcji opracowano wiele metod przeznaczonych specjalnie
do bezpo±redniego rozwi¡zania równania (4.6.1). W wielu przypadkach praktycz-
nych metody te umo»liwiaj¡ dokonanie bezpo±redniego caªkowania ukªadu typu
(4.6.1). Okre±lenie bezpo±rednie caªkowanie rozumiane jest tu w tym sensie, »e
przed przyst¡pieniem do numerycznego caªkowania wzgl¦dem czasu metod¡ krok
po kroku równa« wyj±ciowych (4.6.1) nie poddaje si¦ »adnej transformacji.

Ogólnym zadaniem caªkowania równania typu (4.6.1) jest znalezienie rozwi¡-
zania w przedziale czasu [t0 , b = t0+a] przy zaªo»eniu, »e stan ukªadu jest znany
w chwili pocz¡tkowej t0. Metody bezpo±redniego caªkowania oparte s¡ na dwóch
podstawowych zaªo»eniach:

1) rozwi¡zywane równanie jest speªniane tylko w wybranych chwilach40
t0 , t1 , t2 , . . . , b ∈ [t0 , b = t0+a],

2) w typowym przedziale pojedynczego kroku caªkowania [tn , tn+1], ∆t =
tn+1−tn, zakªada si¦ z góry typ zmienno±ci przemieszcze«, pr¦dko±ci i przy-
spiesze«.

38Nazywane tak»e typu explicit, otwartego, bezpo±redniego, ekstrapolacyjnego.
39Nazywane tak»e typu implicit, zamkni¦tego, po±redniego, iteracyjnego.
40To oznacza, »e w dyskretnych chwilach t0 , t1 , t2 , . . . , b ∈ [t0 , b = t0+a] istnieje mo»li-

wo±¢ stosowania algorytmów analizy statycznej do wyznaczenia poªo»enia dynamicznej rów-
nowagi ukªadu, tzn. równowagi ukªadu poddanego dziaªaniu obci¡»e« zewn¦trznych oraz siª
bezwªadno±ci i tªumienia.
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Celem dalszych rozwa»a« jest budowa algorytmu pozwalaj¡cego na znalezienie
rozwi¡za« w ka»dej rozpatrywanej chwili tn+1 na podstawie znajomo±ci rozwi¡za«
w chwilach poprzednich t0 , t1 , t2 , . . . , tn .

Podstawowe problemy zwi¡zane z ogólnymi schematami caªkowania po cza-
sie � stabilno±¢ i dokªadno±¢ � s¡ tak»e najcz¦±ciej dyskutowanymi wªa±ciwo-
±ciami w ramach dynamiki konstrukcji. W pracach dotycz¡cych metod caªkowa-
nia po czasie liniowych ukªadów dynamicznych, podstawowym tematem jest rz¡d
dokªadno±ci schematów, poniewa» w wi¦kszo±ci z nich kryterium bezwarunko-
wej stabilno±ci jest stosunkowo proste do speªnienia. W przypadku nieliniowych
ukªadów dynamicznych, gªównym problemem jest zapewnienie stabilno±ci tych
algorytmów. Okazuje si¦, »e algorytmy bezwarunkowo stabilne w zagadnieniach
liniowych cz¦sto trac¡ stabilno±¢ w zadaniach nieliniowych.

W nieliniowej dynamice konstrukcji za warunek konieczny stabilno±ci roz-
wi¡za« przyjmowane jest zwykle kryterium zachowania lub zanikania caªkowitej
energii mechanicznej na kroku czasowym. Kryterium to pierwotnie sformuªowali
Belytschko i Schoeberle [1975] w postaci nierówno±ci

Un+1 − Un + Kn+1 −Kn ≤ ∆Gext , (4.6.2)

gdzie Un+1 i Un reprezentuj¡ energi¦ odksztaªcenia na pocz¡tku i ko«cu kroku
czasowego, Kn+1 i Kn s¡ odpowiadaj¡c¡ tym chwilom energi¡ kinetyczn¡, za±
∆Gext symbolizuje prac¦ wykonan¡ przez obci¡»enia zewn¦trzne na rozwa»anym
kroku czasowym41.

W kontek±cie warunku speªnienia kryterium energetycznego (4.6.2), opraco-
wano szereg procedur caªkowania po czasie, których omówienie mo»na znale¹¢
np. w Crisfield [1991], Kuhl i Crisfield [1999], Kuhl i Ramm [1996a,b]. Po-
niewa» zagadnienia te s¡ same w sobie bardzo szerokim problemem badawczym
i nie dotycz¡ tylko dynamiki powªok, nie b¦d¡ one w tej ksi¡»ce szerzej omawiane.
Aktualne prace, ujmuj¡ce aspekty obliczeniowe nieliniowej dynamiki konstrukcji,
zawieraj¡ materiaªy Ambrósio i Kleiber [2000, 2001].

W±ród metod numerycznych, stosowanych do rozwi¡zywania nieliniowych za-
da« mechaniki konstrukcji, do najbardziej popularnych i efektywnych nale»y jed-
nokrokowa niejawna metoda Newmarka. St¡d dalsze rozwa»ania ograniczamy
do dyskusji klasycznego schematu Newmarka i jego rozszerzenia na, towarzy-
sz¡ce formuªowanym powªokowym elementom sko«czonym, zagadnienie caªko-
wania na grupie obrotów SO(3) (por. Chró±cielewski, Makowski i Pie-
traszkiewicz [2000, 2002], Lubowiecka [2001], Lubowiecka i Chró±cie-
lewski [2002], Chró±cielewski, Lubowiecka i Pietraszkiewicz [2004]).

41Poj¦cie �zachowanie energii� odnosi si¦ do ukªadów Hamiltonowskich, gdy ∆Gext = 0.
W rozwa»anym przypadku odpowiada to zachowaniu sumy caªkowitej energii, wliczaj¡c w to
prac¦ siª zewn¦trznych i prac¦ siª tªumienia caªego ukªadu dynamicznego.
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4.6.2. Metoda Newmarka, modelowe zadanie liniowe

Liniowe równanie ruchu (4.6.1) w chwili tn+1 = tn + ∆t ∈ [t0 , b = t0+a]
(kon�guracji poszukiwanej) przyjmuje posta¢

Mq̈n+1 + Cq̇n+1 +Kqn+1 = pn+1 , (4.6.3)

gdzie qn+1 = q(tn+1).
W rodzinie jednokrokowych metod Newmarka (Newmark [1959]) rozwi¡za-

nie w chwili tn+1 zapisujemy w postaci rozwini¦cia w szereg Taylora, ograniczony
do pierwszych wyrazów z aproksymacj¡ reszty kwadratur¡:

qn+1 = qn + ∆t q̇n +

∆t∫

0

(∆t− τ)q̈dτ

≈ qn + ∆t q̇n +
(∆t)2

2
[(1− 2β)q̈n + 2β q̈n+1], (4.6.4)

q̇n+1 = q̇n +

∆t∫

0

q̈dτ ≈ q̇n + ∆t[(1− γ)q̈n + γq̈n+1] ,

gdzie β i γ s¡ swobodnymi parametrami kwadratury. Przez specjalizacj¦ β i γ
otrzymujemy ró»ne znane schematy caªkowania. W obliczeniach in»ynierskich
warto±ci parametrów β i γ okre±lane s¡ na podstawie bada« stabilno±ci i dokªad-
no±ci otrzymywanych rozwi¡za«42. Zazwyczaj przyjmuje si¦ warto±ci β = 1/4
i γ = 1/2 daj¡ce reguª¦ punktu ±rodkowego, która w zadaniach liniowych jest
równowa»na regule trapezów.

Wyznaczaj¡c q̈n+1 z (4.6.4)1 i podstawiaj¡c wynik do (4.6.4)2, otrzymujemy
zale»no±ci na q̇n+1 i q̈n+1 w funkcji jedynie niewiadomego wektora qn+1

q̇n+1 =
γ

β∆t
(qn+1 − qn) +

(
1− γ

β

)
q̇n + ∆t

(
1− γ

2β

)
q̈n ,

(4.6.5)
q̈n+1 =

1
β(∆t)2

[
qn+1 − qn −∆tq̇n − (∆t)2

(
1
2
− β

)
q̈n

]
.

42Metoda Newmarka w zagadnieniach liniowych jest bezwarunkowo stabilna dla γ ≥ 1/2
i β ≥ 1

4
(γ + 1/2)2. Je±li istnieje ograniczenie na dªugo±¢ kroku ∆t, którego przekroczenie

prowadzi¢ mo»e do rozbie»no±ci rozwi¡zania (brak absolutnej stabilno±ci), to taki algorytm
nazywa si¦ warunkowo stabilnym. Je±li algorytm jest absolutnie stabilny niezale»nie od dªugo±ci
kroku ∆t, to mówi si¦, »e jest on bezwarunkowo stabilny.
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Podstawiaj¡c (4.6.5) do (4.6.3), otrzymujemy liniowe równanie ruchu w postaci
[

1
β(∆t)2

M+
γ

β∆t
C+K

]
qn+1

= pn+1 +M
[

1
β(∆t)2

qn +
1

β∆t
q̇n +

(
1
2β

− 1
)
q̈n

]

+ C
[

γ

β∆t
qn +

(
γ

β
− 1

)
q̇n + ∆t

(
γ

2β
− 1

)
q̈n

]
. (4.6.6)

Równanie (4.6.6) pozwala wyliczy¢ niewiadomy wektor przemieszcze« qn+1

w chwili tn+1 na podstawie znanych wektorów przemieszcze« qn, pr¦dko±ci q̇n

i przyspiesze« q̈n w chwili tn (kon�guracji aktualnej), a nast¦pnie z (4.6.5) poszu-
kiwane wektory q̇n+1 i q̈n+1 w chwili tn+1 . W realizacji algorytmu przy ustalonej
warto±ci dªugo±ci kroku ∆t i staªych warto±ciach parametrów β i γ, wspóªczynniki
równania (4.6.6) mo»na wyznaczy¢ z nast¦puj¡cych wzorów:

a0 =
1

β(∆t)2
, a1 =

γ

β∆t
, a2 =

1
β∆t

, a3 =
1
2β

− 1,

a4 =
γ

β
− 1, a5 = ∆t

(
γ

2β
− 1

)
, a6 = ∆t(1− γ), a7 = ∆tγ,

(4.6.7)

które pozwalaj¡ zapisa¢ równanie (4.6.6) w postaci

[a0M+ a1C+K]qn+1 = pn+1 +M [a0qn + a2q̇n + a3q̈n]

+ C [a1qn + a4q̇n + a5q̈n], (4.6.8)

a relacje (4.6.5) w formie

q̇n+1 = a1(qn+1 − qn)− a4q̇n − a5q̈n = q̇n + a6q̈n + a7q̈n+1 ,
(4.6.9)

q̈n+1 = a0(qn+1 − qn)− a2q̇n − a3q̈n ,

zwartej i wygodnej do oblicze«.
Przyrostowy wzgl¦dem ∆t charakter równa« typu (4.6.6), zastosowany w me-

todach bezpo±redniego caªkowania liniowych równa« dynamiki konstrukcji, po-
zwala bez zasadniczych mody�kacji zastosowa¢ to podej±cie równie» do proble-
mów nieliniowych.

4.6.3. Metoda Newmarka, modelowe zadanie nieliniowe
W literaturze wyró»nia si¦ dwa podej±cia do analizy nieliniowych problemów

dynamiki konstrukcji. Pierwsze podej±cie, nazywane metod¡ pseudo-siª, polega
na pogrupowaniu wpªywów nieliniowych po prawej stronie równa« ruchu i trak-
towanie ich ª¡cznie z obci¡»eniem zewn¦trznym jako uogólnionego obci¡»enia
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(pseudo�obci¡»enia). W drugim podej±ciu, nazywanym metod¡ sztywno±ci stycz-
nej, równania ruchu zapisuje si¦ w formie przyrostowej wzgl¦dem przemieszcze«
i traktuje si¦ je, na maªych przyrostach, jak liniowe. Reprezentatywne s¡ tu prace
Goudreau i Taylor [1972], Bathe, Ramm i Wilson [1975], Mondkar i Po-
well [1977], Adeli, Gere i Weaver [1978], Hughes, Liu i Levit [1981],
Cervera, Hinton i Bicanic [1987], czy Chró±cielewski i inni [1996], Kªo-
sowski [1999].

W metodzie sztywno±ci stycznej zlinearyzowanym przemieszczeniowym rów-
naniom ruchu ciaªa zdyskretyzowanego mo»na nada¢ klasyczn¡, podobn¡ do li-
niowej (4.6.3), posta¢

Mq̈n+1 + Cq̇n+1 +KT ∆q = ∆p+ (pn − rn),
(4.6.10)

qn+1 = qn + ∆q, ∆p = pn+1 − pn .

Tutaj iloczynyMq̈n+1 i Cq̇n+1 reprezentuj¡ siªy bezwªadno±ci i tªumienia w kon-
�guracji poszukiwanej, KT jest macierz¡ sztywno±ci stycznej (jak w statyce) okre-
±lon¡ w chwili aktualnej, za± rn wektorem siª odpowiadaj¡cym aktualnemu sta-
nowi napr¦»e« ukªadu.

W ogólnym przypadku nieliniowego charakteru siª bezwªadno±ci i tªumienia,
odpowiednik równania (4.6.10) ma posta¢

Mn∆q̈+ Cn∆q̇+Kn∆q = ∆p+ jn , jn = pn − rn − bn , (4.6.11)
gdzie Mn, Cn i Kn s¡ macierzami odniesionymi do kon�guracji aktualnej tn ,
otrzymanymi na drodze formalnej linearyzacji sªabej postaci równa« równo-
wagi dynamicznej w ramach procedury rozwi¡zania iteracyjnego (zob. podroz-
dziaª 4.4). Wektor ∆p reprezentuje przyrost obci¡»e« zewn¦trznych przy przej-
±ciu od kon�guracji aktualnej w chwili tn do kon�guracji poszukiwanej w chwili
tn+1 , za± jn jest wektorem uogólnionych siª niezrównowa»onych, reprezentuj¡cych
warunek równowagi w kon�guracji aktualnej. Równania (4.6.10) i (4.6.11) wyra-
»aj¡ warunek równowagi dynamicznej ukªadu w chwili tn+1 i stanowi¡ podstaw¦
opracowania algorytmów caªkowania wzgl¦dem czasu.

Przyjmuj¡c aproksymacj¦ rozwi¡zania (4.6.10)1 metod¡ Newmarka (4.6.4),
po wykorzystaniu zaªo»enia (4.6.10)2 i wstawieniu ∆q = qn+1 − qn do (4.6.9)
otrzymujemy

q̈n+1 = a0∆q− a2q̇n − a3q̈n ,

q̇n+1 = a1∆q− a4q̇n − a5q̈n , (4.6.12)
qn+1 = qn + ∆q.

Uwzgl¦dniaj¡c zale»no±ci (4.6.12) w (4.6.10)1 , aproksymowane po czasie równa-
nie ruchu przyjmuje posta¢

[a0M+ a1C+KT ]∆q = ∆p+ (pn − rn)

+M[a2q̇n + a3q̈n] + C [a4q̇n + a5q̈n]. (4.6.13)
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Równaniu (4.6.13) mo»na nada¢ charakterystyczn¡ dla statyki form¦

K̃T ∆q = ∆p̃, (4.6.14)
gdzie

K̃T = KT + a0M+ a1C ,
(4.6.15)

∆p̃ = ∆p+ (pn+1 − rn) +M[a2q̇n + a3q̈n] + C[a4q̇n + a5q̈n] .

Je±li obowi¡zuje addytywno±¢ wektorów przyspiesze« q̈, pr¦dko±ci q̇ oraz prze-
mieszcze« q z dwóch ró»nych s¡siednich kon�guracji n i n+1, dla przyrostów
otrzymujemy

∆q̈ = q̈n+1 − q̈n = a0∆q− a2q̇n − (a3 + 1)q̈n ,
(4.6.16)

∆q̇ = q̇n+1 − q̇n = a1∆q− (a4 + 1)q̇n − a5q̈n ,

a st¡d

Mn (a0∆q− a2q̇n − (a3 + 1)q̈n)
+ Cn (a1∆q− (a4 + 1)q̇n − a5q̈n) +Kn∆q = ∆p+ jn , (4.6.17)

co pozwala zapisa¢ równanie (4.6.17) w postaci (4.6.14) przy nast¦puj¡cych ozna-
czeniach:

K̃T = a0Mn + a1Cn +Kn ,
(4.6.18)

∆p̃ = ∆p+ jn +Mn (a2q̇n + (a3 + 1)q̈n) + Cn ((a4 + 1)q̇n + a5q̈n) .

Rozwi¡zuj¡c równanie (4.6.14), otrzymamy pewn¡ warto±¢ wektora przyro-
stu uogólnionych przemieszcze« ∆q, która ze wzgl¦du na dokonan¡ linearyzacj¦
jest jedynie warto±ci¡ przybli»on¡. Posta¢ zlinearyzowanych równa« ruchu typu
(4.6.14), wynikaj¡ca ze schematów niejawnych, jest identyczna jak w nieliniowych
zadaniach statyki. Pozwala to na zwi¦kszenie dokªadno±ci uzyskiwanego rozwi¡-
zywania przez wykorzystanie procedur iteracyjnych, opracowanych do analizy
nieliniowych problemów statyki.

Modelowy proces iteracyjnego poprawiania dokªadno±ci speªnienia nielinio-
wych równa« ruchu (4.6.10)1 w chwili tn+1 przy u»yciu metody Newtona obej-
muje nast¦puj¡ce czynno±ci:

Predykcja (i = 0) � po obliczeniu (4.6.15) i sformuªowaniu ukªadu równa«
(4.6.14) oraz jego rozwi¡zaniu

∆q = K̃−1
T ∆p̃, (4.6.19)
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wykonujemy obliczenia i podstawienia wst¦pne

q̈(0)
n+1 = a0∆q− a2q̇n − a3q̈n ,

q̇(0)
n+1 = a1∆q− a4q̇n − a5q̈n ,

q(0)
n+1 = qn + ∆q , (4.6.20)

∆q(0)
n ≡ ∆q ,

i ≡ 1 ,

które ko«cz¡ faz¦ przyrostu czasowego.
Cykl iteracyjny i > 0 poprawiania rozwi¡zania (korekcja) obejmuje nast¦pu-

j¡ce kroki:
a. Obliczenie wektora niezrównowa»onych siª z poprzedniej iteracji

j(i)n+1 = pn+1 − r(i)n+1

(
q(i)

n+1

)
− Cq̇(i)

n+1 −Mq̈(i)
n+1 . (4.6.21)

b. W przypadku oblicze« standardow¡43 metod¡ Newtona�Raphsona, utwo-
rzenie efektywnej macierzy sztywno±ci uwzgl¦dniaj¡cej efekty nieliniowe

K̃(i)
T = K(i)

T

(
q(i)

n+1

)
+ a0M+ a1C. (4.6.22)

c. Obliczenie nowej (i + 1) poprawki do wektora przyrostu przemieszcze«

∆q(i+1)
n+1 =

(
K̃(i)

T

)−1
j(i)n+1. (4.6.23)

d. Obliczenie nowego przybli»enia wektora caªkowitego przyrostu przemiesz-
cze« liczonego od kon�guracji n

∆q(i+1)
n = ∆q(i)

n + ∆q(i+1)
n+1 . (4.6.24)

e. Obliczenie nowego przybli»enia wektorów przemieszczenia, pr¦dko±ci
i przyspieszenia

q(i+1)
n+1 = ∆q(i+1)

n + qn = q(i)
n+1 + ∆q(i+1)

n+1 ,

q̇(i+1)
n+1 = a1∆q(i+1)

n − a4q̇n − a5q̈n = q̇(i)
n+1 + a1∆q

(i+1)
n+1 , (4.6.25)

q̈(i+1)
n+1 = a0∆q(i+1)

n − a2q̇n − a3q̈n = q̈(i)
n+1 + a0∆q

(i+1)
n+1 .

43W przypadku stosowania zmody�kowanej metody Newtona�Raphsona, wypada punkt b.
i z punktu c. odwracanie stycznej macierzy sztywno±ci, poniewa» efektywna macierz sztywno±ci
pozostaje staªa eK(i)

T = eKT ( ≡ eK(0)
T ) = const w caªym procesie iteracyjnym.
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f. Sprawdzenie warunku zbie»no±ci procesu iteracyjnego, (zob. p. 4.5.9,
(4.5.37), (4.5.40))

‖S∆q(i+1)
n+1 ‖

‖S∆q(i+1)
n ‖

< U1,
‖S j(i)n+1‖

pref
≤ P1. (4.6.26)

Tutaj pref jest przyj¦t¡ wielko±ci¡ odniesienia tak dobran¡, aby byªa repre-
zentatywna dla warto±ci sprowadzonego do w¦zªów wektora siª wewn¦trz-
nych r lub obci¡»enia p.

g1. Kontynuacja procesu iteracyjnego (korekcja)

i ← i + 1, (4.6.27)

gdy warunki zbie»no±ci (4.6.26) nie s¡ speªnione i kiedy zachodzi i ≤ imax .
g2. Je±li warunki zbie»no±ci procesu iteracyjnego (4.6.26) s¡ speªnione, pod-

stawiamy

qn ← q(i+1)
n+1 ,

q̇n ← q̇(i+1)
n+1 , i = 0, (4.6.28)

q̈n ← q̈(i+1)
n+1 ,

a nast¦pnie, po ustaleniu dªugo±ci nowego przyrostu czasu ∆t oraz oblicze-
niu wspóªczynników (4.6.7) i macierzy (4.6.15), przechodzimy do oblicze«
wst¦pnych (4.6.19) kolejnego kroku (predykcji).

g3. W przypadku przekroczenia zaªo»onej maksymalnej liczby iteracji i > imax

nale»y powtórzy¢ obliczenia na danym przyro±cie ze zmniejszon¡ dªugo±ci¡
kroku44 ∆t.

W algorytmach niejawnych zasadnicz¡ cz¦±¢ czasu oblicze« pochªania koniecz-
no±¢ tworzenia w ka»dej iteracji efektywnej macierzy sztywno±ci stycznej i jej
dekompozycja oraz pozostaªe operacje zwi¡zane z procesem iteracyjnym.

Przedstawiony powy»ej modelowy algorytm rozwi¡zania równania (4.6.10)
jest sªuszny przy zaªo»eniu, »e przestrze« kon�guracyjna nieliniowego ukªadu dy-
namicznego ma struktur¦ przestrzeni liniowej. Niestety, w przypadku rozwa»anej
w tej ksi¡»ce sze±cioparametrowej mechaniki powªok i sformuªowanych na tej pod-
stawie elementach sko«czonych, tak wygodna sytuacja nie ma miejsca. Przedsta-
wiony algorytm modelowy wymaga zatem rozszerzenia na przypadek przestrzeni
kon�guracyjnej zawieraj¡cej w de�nicji grup¦ obrotów.

44W przypadku oblicze« zmody�kowan¡ metod¡ Newtona�Raphsona mo»na ewentualnie pró-
bowa¢ rozwi¡zania metod¡ standardow¡, z uaktualnianiem efektywnej macierzy sztywno±ci
(4.6.22) przy niezmienionym kroku caªkowania.
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4.6.4. Uogólniony algorytm Newmarka caªkowania na grupie obrotów
W literaturze in»ynierskiej mo»na znale¹¢ ró»ne wersje uogólnienia sche-

matu Newmarka na zagadnienia caªkowania po czasie na grupie obrotów SO(3).
Opracowano je gªównie na potrzeby rozwi¡zywania problemów dynamiki ciaªa
sztywnego, np. Simo i Wong [1991], Borri, Mello i Atluri [1991], Brise-
ghella, Majorana i Pellegrino [1999] oraz pr¦tów przestrzennych, np. Simo
i Vu�Quoc [1988], Cardona i Geradin [1988], Ibrahimbegovi¢ i Al Mik-
dad [1998], gdzie równie» mamy do czynienia z przestrzeni¡ kon�guracyjn¡ za-
wieraj¡c¡ w de�nicji grup¦ obrotów SO(3). Uogólnienia takie byªy proponowane
równie» w ramach mechaniki powªok, np. Simo, Rifai i Fox [1992], Simo i Tar-
now [1994], Kuhl i Ramm [1996a], Betsch, Menzel i Stein [1998], Brank
i inni [1998]. Dotycz¡ one jednak zasadniczo wariantu pi¦cioparametrowej teorii
powªok, gdzie modelem kinematycznym obrotowej cz¦±ci deformacji jest prze-
strze« ilorazowa SO(3)/SO(2) homeomor�czna ze sfer¡ jednostkow¡ S2, a nie
grupa obrotów SO(3).

W rozwa»anym poni»ej, stosowanym dla sze±cioparametrowej teorii powªok,
uogólnionym algorytmie Newmarka caªkowania na grupie obrotów SO(3) wyko-
rzystujemy nast¦puj¡ce fakty (por. np. Lubowiecka [2001]):

Obci¡»enia zewn¦trzne maj¡ przejrzyst¡ interpretacj¦ �zyczn¡ przewa»nie
w reprezentacji przestrzennej. Z tego powodu naturalnym sformuªowaniem dla
zasad zachowania p¦du i momentu p¦du jest reprezentacja przestrzenna. W pro-
ponowanym niejawnym algorytmie caªkowania po czasie zlinearyzowane rów-
nania ruchu, opisuj¡ce zachowanie ukªadu dynamicznego, zapisujemy w repre-
zentacji przestrzennej wzgl¦dem ostatnio wyznaczonej kon�guracji chwilowej,
wynikaj¡cej z procesu iteracyjnego u(i)

n+1 ∈ U, tj. i-tego przybli»enia do un+1 =
u(tn+1) ∈ UA . W odró»nieniu od algorytmów, przyjmuj¡cych za punkt odnie-
sienia ostatnio wyznaczon¡ kon�guracj¦ równowagi un = u(tn) ∈ UA (zob. np.
Simo i Vu�Quoc [1988]), takie podej±cie pozwala unikn¡¢ konieczno±ci wprowa-
dzania do przestrzennej aproksymacji sko«czenie wymiarowej transformacji typu
Ξn(Q(i)

n+1) : TQ(i)
n+1

SO(3) → TQn
SO(3). Wi¡»e ona wektory z przestrzeni stycz-

nej do grupy obrotów w punkcie u(i)
n+1 , odpowiadaj¡cym kon�guracji chwilowej,

z wektorami z przestrzeni stycznej do grupy obrotów w punkcie un , odpowiada-
j¡cym kon�guracji aktualnej. W proponowanym tu algorytmie macierz transfor-
macji Ξ jest macierz¡ jednostkow¡.

W formuªowaniu algorytmu caªkowania po czasie uwzgl¦dniamy równie», »e
pr¦dko±ci k¡towe i przyspieszenia k¡towe z ró»nych kroków czasowych mog¡ by¢
bezpo±rednio dodawane tylko w reprezentacji materialnej, a nie w reprezentacji
przestrzennej.

Aby podkre±li¢ wag¦ powy»szego stwierdzenia, za prac¡ Simo i Wong [1991]
przytaczamy nast¦puj¡ce rozwa»ania. Rozpatrzmy problem ruchu ciaªa sztyw-
nego R+ 3 t 7→ Q(t), jednak opisanego kompozycj¡ tensorów obrotu Q+(t) =
RQ(t), któr¡ utworzono przez lewostronne naªo»enie staªego tensora obrotu
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R = const, R ∈ SO(3), na dany ruch ciaªa opisany tensorem obrotu Q(t) ∈
SO(3). Fizycznie R mo»na interpretowa¢ jako transformacj¦ ukªadu odniesienia.
Zale»no±ci zwi¡zane z ruchem ª¡cznym opisanym przez R+ 3 t 7→ Q+(t) otrzy-
mujemy przez ró»niczkowanie po czasie tensora obrotu Q̇+(t) = RQ̇(t). Zgod-
nie z de�nicj¡, obliczona pr¦dko±¢ k¡towa w reprezentacji przestrzennej wynosi
adω+ ≡ Q̇+(Q+)T = RQ̇QTRT = R(adω)RT ⇒ ω+ ≡ Rω, a pr¦dko±¢ k¡-
towa w reprezentacji materialnej ma posta¢ adω+ ≡ (Q+)TQ̇+ = QTRTRQ̇ =
adω ⇒ ω+ ≡ ω. Otrzymany wynik pokazuje, »e bezpo±rednie dodawanie wek-
torów pr¦dko±ci obrotowej ma sens �zyczny tylko w reprezentacji materialnej,
tylko bowiem w tym przypadku zachodzi ω+ − ω = 0. Bezpo±rednie doda-
wanie pr¦dko±ci w reprezentacji przestrzennej jest pozbawione sensu �zycznego.
W tym przypadku nale»y przeprowadzi¢ dodatkow¡ transformacj¦ Rω do wspól-
nego ukªadu odniesienia, tak aby speªniona byª¡ zale»no±¢ ω+ −Rω = 0.

W rozwa»anym tutaj algorytmie aproksymacj¦ po czasie pr¦dko±ci k¡towej
i przyspieszenia k¡towego wykonujemy w reprezentacji materialnej, a nast¦pnie
tak obliczone wielko±ci poddajemy odpowiedniej transformacji przed uwzgl¦dnie-
niem ich w równaniach ruchu sformuªowanych w reprezentacji przestrzennej.

Opracowana procedura numerycznego caªkowania po czasie pola obrotów
u»ywa niejawnego schematu, otrzymanego z uogólnienia klasycznej metody New-
marka (p. 4.6.3) z u»yciem iteracji typu Newtona. Procedur¦ t¦ formuªuje si¦
nast¦puj¡co:

Niech [tn, tn+1] ⊂ I ⊂ R+ b¦dzie typowym przedziaªem czasu, speªniaj¡cym
warunek

R+ 3 I =
N⋃

n=0

[tn , tn+1] i [tn−1 , tn] ∩ [tn , tn+1] = tn , (4.6.29)

gdzie ∆t = tn+1 − tn jest przyrostem czasu. Tutaj etykieta n oznacza warto±¢
zmiennej zale»nej od czasu w chwili tn . St¡d dla uogólnionych przemieszcze«
zapisujemy un ≡ (un,Qn) ≈ u(tn) ≡ (u(tn),Q(tn)) oraz vn ≈ v(tn), an ≈ v̇(tn).

Zakªadamy, »e (na pocz¡tku kroku) w chwili tn znane s¡ wszystkie dyskretne
warto±ci rozwi¡zania z poprzedniego kroku, tzn. jest caªkowicie okre±lona kon�-
guracja aktualna ukªadu:

un = (un , Qn) � uogólnione przemieszczenia qn ,

vn = (u̇n , ωn) � uogólnione pr¦dko±ci ⇐=======⇒ q̇n ,
(reprezentacja materialna) odpowiedniki

w dyskretyzacji MES

an = (ün , an) � uogólnione przyspieszenia q̈n .
(reprezentacja materialna)

(4.6.30)

Podstawowy problem uaktualniania w dyskretnych chwilach jest formuªowany
nast¦puj¡co:
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Dla danych un , vn i an w chwili aktualnej tn poszukujemy un+1 ,
vn+1 i an+1 w chwili nast¦pnej tn+1 = tn + ∆t w taki sposób, aby
byªy one zgodne z równaniami problemu (np. p. 4.1.6) i stabilne
w sensie numerycznym (np. (4.6.2)).

Obliczenia zwi¡zane z cz¦±ci¡ translacyjn¡ uogólnionych zmiennych kinema-
tycznych przeprowadzane s¡ w sposób standardowy. Dalsze rozwa»ania ograni-
czymy wi¦c do cz¦±ci zwi¡zanej z obrotami. Rozwi¡zanie wplecione w algorytm
modelowy dany zale»no±ciami (4.6.19)�(4.6.27) wymaga wyró»nienia szeregu po-
ni»szych kroków.

Na etapie przyrostu (i = 0) przeprowadzamy transformacj¦ wektorów pr¦d-
ko±ci k¡towych i przyspiesze« k¡towych z reprezentacji materialnej (4.6.30) do
reprezentacji przestrzennej zgodnie z reguª¡

ωn = Qnωn , an = Qnan . (4.6.31)

Transformacja (4.6.31) pozwala utworzy¢ zale»no±ci (4.6.11) i (4.6.15) zapisane
w reprezentacji przestrzennej.

Nast¦pnie z równania (4.6.19) obliczamy poszukiwany przyrost uogólnionych
przemieszcze« (4.6.20), ∆q⇒ ∆w(0)

n+1 = (∆u (0)
n+1 , ∆w (0)

n+1), okre±lony w ka»dym
w¦¹le dyskretyzacji. W tym momencie uwa»amy, »e znamy wyja±niony dalej spo-
sób akumulacji przemieszcze«, pr¦dko±ci i przyspiesze« odpowiadaj¡cy wzorom
(4.6.20)1−4. Zatem, zgodnie z algorytmem modelowym, mo»emy przej±¢ do itera-
cyjnego (i > 0) poprawienia dokªadno±ci speªnienia nieliniowych dynamicznych
równa« ruchu. Obejmuje to nast¦puj¡ce dodatkowe w porównaniu z (4.6.19)�
(4.6.27) czynno±ci:

• Aktualizacj¦ tensora obrotu, odpowiedni¡ do uzyskanej poprawki rozwi¡za-
nia ∆q(i+1)

n+1 ⇒ ∆w(i+1)
n+1 = (∆u (i+1)

n+1 , ∆w (i+1)
n+1 ) z reprezentacji przestrzen-

nej (por. (4.6.25)3 oraz (4.6.20)3)

Q (i+1)
n+1 = exp

(
∆W (i+1)

n+1

)
Q(i)

n+1 , ∆W (i+1)
n+1 = ad

(
∆w (i+1)

n+1

)
,

(4.6.32)
Q (0)

n+1 ≡ Qn .

• Obliczenie wektora caªkowitego przyrostu obrotu ∆w(i+1)
n w reprezentacji

materialnej, ujmuj¡cego przej±cie z kon�guracji un do kon�guracji u(i+1)
n+1

(rys. 4.6.1, por. (4.6.24) oraz (4.6.20)4 dla i = 0)

exp
(
∆W(i+1)

n

)
= QT

nQ (i+1)
n+1 , ∆w(i+1)

n = ad−1
(
∆W(i+1)

n

)
. (4.6.33)
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Rys. 4.6.1. Wektor caªkowitego przyrostu ∆w(i+1)
n , ujmuj¡cy przej±cie

z kon�guracji un do u(i+1)
n+1 .

• Obliczenie pr¦dko±ci k¡towej i przyspieszenia k¡towego w reprezentacji ma-
terialnej (por. (4.6.25)1,2 oraz (4.6.20)1,2)

ω
(i+1)
n+1 =

γ

β∆t
∆w(i+1)

n +
(

1− γ

β

)
ωn + ∆t

(
1− γ

2β

)
an

= a1∆w(i+1)
n − a4ωn − a5an ,

(4.6.34)
a(i+1)

n+1 =
1

β(∆t)2

[
∆w(i+1)

n −∆tωn − (∆t)2
(

1
2
− β

)
an

]

= a0∆w(i+1)
n − a2ωn − a3an .

• Transformacj¦ wektorów (4.6.34) do reprezentacji przestrzennej zgodnie
z reguª¡

ω
(i+1)
n+1 = Q(i+1)

n+1 ω
(i+1)
n+1 , a (i+1)

n+1 = Q (i+1)
n+1 a(i+1)

n+1 . (4.6.35)

Odpowiednio do punktu f) algorytmu modelowego, tj. sprawdzenia warunku
zbie»no±ci procesu iteracyjnego, zale»no±ci (4.6.32)1 do (4.6.35) pozwalaj¡ utwo-
rzy¢ zapisane w reprezentacji przestrzennej zale»no±ci (4.6.21) i (4.6.22) i roz-
wi¡za¢ równanie (4.6.23), otrzymuj¡c albo now¡ poprawk¦ uogólnionych prze-
mieszcze« ∆q(i+1)

n+1 , albo zale»no±ci (4.6.14)�(4.6.19) pozwalaj¡ce obliczy¢ nowy
ich przyrost ∆q.
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Rozdziaª 5

Metoda elementów sko«czonych

5.1. Elementy sko«czone w powªokach

5.1.1. Strategie formuªowania elementów sko«czonych w powªokach
Ró»norodno±¢ konstrukcji powierzchniowych i zªo»ono±¢ ich zachowania czyni

z nieliniowej analizy powªok trudn¡ dziedzin¦ bada«, wymagaj¡c¡ du»ej ogólno-
±ci, dobrej teorii oraz elastycznych i skutecznych metod obliczeniowych.

W peªni nieliniowa analiza konstrukcji powªokowych, uwzgl¦dniaj¡ca do-
wolno±¢ ksztaªtu, warunków brzegowych, wªasno±ci materiaªowych i obci¡»enia,
przedstawia trudne zadanie analityczne, prowadz¡ce równie» do potrzeby wyko-
rzystywania zaawansowanych metod numerycznych i nowoczesnej bazy kompute-
rowej. Najcz¦±ciej proponowanym narz¦dziem rozwi¡zania zada« nieliniowej teorii
konstrukcji jest metoda elementów sko«czonych1 (MES). W analizie konstrukcji
powªokowych MES odgrywa tak»e rol¦ dominuj¡c¡2.

Prace nad rozwini¦ciem niezawodnych i efektywnych elementów powªokowych
prowadzone s¡ z du»¡ intensywno±ci¡ od ponad czterdziestu lat. Opracowano ju»
szerok¡ gam¦ ró»nych elementów. Wiele z nich wykorzystano z sukcesem w za-
stosowaniach in»ynierskich. Jednak nawet w zakresie analizy liniowej nie mo»na
jeszcze stwierdzi¢, »e ju» istnieje uniwersalny i powszechnie akceptowany element
powªokowy (por. np. Taylor [1988], Chapelle i Bathe [2003]). W przypadku
ogólnej deformacji i sko«czonych odksztaªce« sytuacja jest jeszcze bardziej zªo-
»ona. �ródªa trudno±ci wyst¦puj¡ zarówno po stronie formuªowania teorii powªok,
jak i w procesie aproksymacji metod¡ elementów sko«czonych.

Obecnie istnieje kilka elementów powªokowych, które mo»na uzna¢ za nieza-
wodne w zastosowaniach do ograniczonej klasy problemów nieliniowych pod wa-
runkiem, »e stosuje si¦ je z pewn¡ ostro»no±ci¡. Jednak »aden z tych elementów
nie spotkaª si¦ z ogólnym uznaniem jako wyra¹nie lepszy od pozostaªych3. Brak

1Porównaj np.: Cook, Malkus i Plesha [1974, 1981, 1989], Bathe [1982, 1996], Wo¹-
niak i Kleiber [1982], Kleiber [1985, 1995, 1998], Crisfield [1991, 1997], Waszczy-
szyn, Cicho« i Radwa«ska [1990, 1994], Kleiber i Wo¹niak [1991], Dacko i inni [1994],
Zienkiewicz [1972], Babu²ka i Szabo [1997], Zienkiewicz i Taylor [2000a,b], Fung
i Pin Tong [2001], Hartmann i Katz [2002], Belytschko, Liu i Moran [2003].

2Porównaj np.: Hughes i Hinton [1986a,b], i Chapelle i Bathe [2003].
3Nie powinno to zaskakiwa¢, poniewa» zbyt cz¦sto elementy powªokowe formuªuje si¦ na bazie

specjalnych technik, nie maj¡cych formalnych podstaw matematycznych. Praktycznie, tylko
nieliczne elementy (np. liniowy element pªytowy typu T�R) doczekaªy si¦ ±cisªego opracowania
matematycznego, wª¡cznie z analiz¡ bª¦du.
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dost¦pu do dokªadnych i peªnych wyników liczbowych bada« numerycznych, przy-
taczanych w literaturze jedynie fragmentarycznie, dodatkowo utrudnia porówna-
nie i ocen¦ formuªowanych tam elementów. Poszukiwania niezawodnych i efek-
tywnych elementów sko«czonych, nadaj¡cych si¦ do ogólnej nieliniowej analizy
konstrukcji powªokowych o dowolnej geometrii, obci¡»eniu, warunkach brzego-
wych i prawach materiaªowych s¡ wi¦c nadal przedmiotem intensywnych bada«.

W obliczeniach konstrukcji powªokowych wyró»ni¢ mo»na trzy strategie sto-
sowania MES (por. np. Radwa«ska [1990],Waszczyszyn, Cicho« i Radwa«-
ska [1990, 1994]), wykorzystuj¡ce:

1) trójwymiarowe sformuªowanie kontynualne (elementy bryªowe);
2) degeneracj¦, redukuj¡c¡ o±rodek trójwymiarowy do dwumiarowego zgod-

nie z zaªo»eniami teorii powªok, z jednoczesn¡ dyskretyzacj¡ (elementy
zdegenerowane);

3) jedn¡ z wersji teorii powªok lub pªyt prowadz¡c¡ do:
a) elementów pªaskich, przewa»nie 3- lub 4-w¦zªowych, jako superpozycji

elementów pªaskiego stanu napr¦»e« i elementów pªytowych;
b) elementów zakrzywionych, bazuj¡cych na ró»nych wariantach teorii po-

wªok, zazwyczaj typu Kirchho�a�Love'a lub Timoszenko�Reissnera.
Dwie ostatnie strategie dotycz¡ formuªowania elementów powªokowych. Prze-

gl¡dy zagadnienia, ª¡cznie z klasy�kacj¡, znajduj¡ si¦ mi¦dzy innymi w pracach
Gallagher [1976], Orkisz i Waszczyszyn [1978], MacNeal [1987], Tay-
lor [1988],Wempner [1989], Radwa«ska [1990],Yang, Saigal i Liaw [1990],
Gilewski i Radwa«ska [1991], Yang i inni [2000]. Te prace i cytowana w nich
literatura daj¡ peªny przegl¡d osi¡gni¦¢, trendów i bibliogra�i (zob. równie»
Mackerle [1997, 2000, 2002a,b]) z tego zakresu.

5.1.2. Pªaskie elementy pªytowo-tarczowe
Elementy pªaskie nale»¡ do najprostszych i najwcze±niej stosowanych w anali-

zie powªok. Z powodu swojej prostoty elementy te maj¡ ustalon¡ pozycj¦ w litera-
turze powªokowej. W zakresie liniowym s¡ one bezpo±rednim zªo»eniem ró»nego
typu zgodnych geometrycznie elementów pªytowych (zob. Hrabok i Hrudey
[1984]) i tarczowych.

Przy klasy�kacji tych elementów, poza ksztaªtem i liczb¡ w¦zªów, podaje si¦
równie» rz¡d aproksymacji stanu membranowego, typ wykorzystanej teorii pªyt
i stosowane uj¦cia niestandardowe. Najcz¦±ciej s¡ to elementy o maksymalnie
5+1 stopniach swobody w w¦¹le. W przypadku teorii pªyt typu Kirchho�a, b¦d¡
to proste elementy niedostosowane klasy C1 nie speªniaj¡ce warunków ci¡gªo±ci
mi¦dzyelementowej. W ramach teorii pªyt typu Reissnera pojawiªa si¦ caªa gama
ró»nych elementów. Taka sytuacja jest wynikiem poszukiwa« sposobu przezwyci¦-
»enia negatywnego zjawiska blokady (przesztywnienia rozwi¡za«, zakleszczenia),
wyst¦puj¡cego przy niskim rz¦dzie interpolacji klasy C0.
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W tych elementach efekt geometrycznej nieliniowo±ci uwzgl¦dniany jest na
ró»ne sposoby: albo bezpo±rednio z de�nicji w ramach teorii przybli»onych, albo
przez zmian¦ geometrii w ramach jednej z odmian tzw. podej±cia uaktualnionego,
lub te» przez poª¡czenie obu tych sposobów. Do podstawowych wad dyskretyza-
cji �prostymi� elementami pªaskimi, niezale»nie od sposobu ich formuªowania,
nale»¡:

a) ubogie odtwarzanie geometrii zakrzywienia powªoki (wypªaszczenie);
b) brak w elemencie znamiennego dla zakrzywienia powªoki sprz¦»enia stanu

membranowego i zgi¦ciowego;
c) naruszenie warunków ci¡gªo±ci pól przemieszcze« wzdªu» boków elementu

(niedostosowanie, wytworzenie �kcyjnych kraw¦dzi);
d) sztuczne nieci¡gªo±ci przekrojowych siª i momentów wewn¦trznych, po-

wstaj¡ce w zakrzywionych powªokach regularnych;
e) zªe uwarunkowanie, a nawet osobliwo±ci macierzy sztywno±ci przy ª¡czeniu

elementów le»¡cych prawie lub dokªadnie w jednej pªaszczy¹nie.
Mo»liwa jest redukcja cz¦±ci tych wad przez pewne sztuczne zabiegi. Post¦-

powanie takie staje si¦ nieodzowne, szczególnie w analizie nieliniowej i badaniu
problemów wyboczenia. W odniesieniu do zada«, w których dominuje stan gi¦tny,
na podstawie literatury i do±wiadcze« wªasnych mo»na stwierdzi¢, »e pªaskie ele-
menty powªokowe wykazuj¡ dostateczn¡ zbie»no±¢ podziaªu typu h.

5.1.3. Zakrzywione, trójparametrowe elementy wy»szej precyzji
typu Kirchho�a�Love'a

Elementy zakrzywione, formuªowane gªównie na bazie ró»nych wersji trójpa-
rametrowej teorii powªok typu Kirchho�a�Love'a (K�L) z wykorzystaniem za-
sady stacjonarno±ci caªkowitej energii potencjalnej (zob. np. Wempner [1989]),
byªy gªównym przedmiotem bada« lat siedemdziesi¡tych. Obecnie obserwuje si¦
pewien nawrót zainteresowania tym kierunkiem bada«4.

Formuªowanie powªokowych elementów typu K�L jest cz¦sto utrudnione
w wyniku dziedziczenia przez element zªo»ono±ci wyj±ciowej teorii powªok oraz
przez wyst¦puj¡c¡ �globalno±¢� w geometrii powªoki. W teoriach typu K�L mia-
rami odksztaªce« s¡ dwa tensory symetryczne � odksztaªcenia i zginania �
w pªaszczy¹nie stycznej do powierzchni podstawowej powªoki. Tensory te s¡
wyra»one jednoznacznie przez trzy skªadowe pola przesuni¦¢ (Pietraszkie-
wicz [1977]). Tensor odksztaªcenia jest wielomianem kwadratowym wzgl¦dem

4Badania elementów klasy C1 prowadzone s¡ od lat przez Bernadou i Ciarlet oraz ich
wspóªpracowników, por. np. Ciarlet [1990a,b], Bernadou [1993a,b], Bernadou [1996].
Elementy klasy C1 byªy badane równie» w pracach Schieck [1989], Bernadou i Tro-
uve [1990], van Keulen [1993], van Keulen, Bout i Ernst [1993], Bernadou i Cu-
bier [1998a,b].
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przesuni¦¢ i ich gradientu, jednak tensor zginania ma bardzo zªo»on¡ (przy sko«-
czonych odksztaªceniach� niewymiern¡) posta¢ wzgl¦dem przesuni¦¢ i ich pierw-
szego i drugiego gradientu (por. p. 3.6.1). Zªo»ono±¢ ta jest powodem poszuki-
wania i tworzenia licznych wariantów uproszczonych teorii, opartych na uprosz-
czonych zale»no±ciach kinematycznych, por. podrozdziaª 3.7. Jednak elementy
sko«czone wykorzystuj¡ce te warianty s¡ nadal skomplikowane i trudne do for-
muªowania w przypadku powªok o dowolnej geometrii.

W celu speªnienia koniecznych warunków zbie»no±ci aproksymacji, od elemen-
tów formuªowanych w ramach teorii typu K�L wymaga si¦ globalnej ci¡gªo±ci
klasy C1. Podstawow¡ trudno±ci¡ staje si¦ potrzeba zapewnienia aproksymowa-
nemu polu przesuni¦¢ mi¦dzyelementowej ci¡gªo±ci klasy C1 (elementy wy»szej
precyzji). Warunek ten prowadzi do rozbudowanej bazy elementowej (wysoki rz¡d
wielomianów interpolacyjnych5) i do niein»ynierskich stopni swobody w w¦zªach,
wyra»onych przez wy»sze pochodne pola przesuni¦¢.

Z rozwijaniem bazy wysokiego rz¦du wi¡»e si¦ równie» szereg trudno±ci. Po-
wszechnie stosowane s¡ wi¦c znaczne uproszczenia schematów interpolacji (por.
dyskusj¦ w pracy Sander i Idelsohn [1982]), przy rezygnacji z peªnej ci¡gªo±ci
klasy C1 w odniesieniu do niektórych skªadowych pola przesuni¦¢ (elementy nie-
dostosowane). Wyst¦puj¡ tak»e trudno±ci ze speªnieniem kryterium ruchu sztyw-
nego (Harte [1982]). Trudno±ci te na poziomie teoretycznym powoduje zbyt
daleko posuni¦te uproszczenie relacji kinematycznych, a na poziomie aproksy-
macji numerycznej � niezgodno±¢ rz¦dów odtwarzania geometrii aktualnej i po-
cz¡tkowej (cz¦sto ±cisªej6 lub o innym schemacie interpolacji). Ponadto, baza
wysokiego rz¦du jest przewa»nie zbyt �silna� przy formuªowaniu problemów nie-
regularno±ci. Wyst¦puj¡ wi¦c trudno±ci z wªa±ciwym ª¡czeniem niegªadkich cz¦-
±ci konstrukcji powªoki czy doª¡czaniem jednowymiarowych pr¦tów, tworz¡cych
np. podparcia, usztywnienia itp. Trudno±ci te wpªywaj¡ na mniejsz¡ atrakcyj-
no±¢ tego kierunku w badaniach numerycznych7. Jednak na podstawie literatury
mo»na stwierdzi¢, »e elementy typu K�L w przykªadach, speªniaj¡cych poczy-
nione na gruncie teorii zaªo»enia upraszczaj¡ce, wykazuj¡ bardzo dobr¡ zbie»no±¢
podziaªu8,9 (typu h).

5Najprostszy wielomian interpolacyjny (Hermitowski), speªniaj¡cy warunki ci¡gªo±ci kla-
sy C1, prowadzi do 16 stopni swobody w pªytowym prostok¡tnym 4-w¦zªowym elemencie do-
stosowanym.

6Elementy tego typu wymagaj¡ rede�niowania przy zmianie formy geometrii pocz¡tkowej.
7Przykªadem u»ycia w badaniach nieliniowych elementu wy»szej precyzji typu K�L mog¡ by¢

analizy dwukrzywiznowym trójbocznym elementem 3-w¦zªowym o 54 st. swobody, przytoczone
w pracach Chró±cielewski i Nolte [1985] oraz Nolte i Chró±cielewski [1986].

8Spotykane s¡ rozwi¡zania przykªadów wykraczaj¡cych poza zaªo»enia teoretyczne, le»¡ce
u podstaw sformuªowania elementu. W takich przykªadach, zale»nie od niezgodno±ci z zaªo»e-
niami, rozwi¡zania zbiegaj¡ si¦, lecz do warto±ci ró»nych od uzyskanych z innych sformuªowa«.

9W kontek±cie tej dyskusji zaznaczmy, »e w elementach klasy C1 praktycznie nie wyst¦puje
zjawisko blokady. Mo»na jednak poda¢ �zªo±liwe� przykªady, w których ujawnia si¦ blokada
membranowa.
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Sformuªowanie klasyczne elementów typu K�L ogranicza tak»e obowi¡zuj¡ca
hipoteza kinematyczna. Wyklucza ona deformacj¦ od ±cinania poprzecznego i de-
formacj¦ powi¡zan¡ ze zmian¡ grubo±ci powªoki. To drugie ograniczenie mo»na
jednak osªabi¢ do poziomu, umo»liwiaj¡cego analiz¦ du»ych odksztaªce« o po-
staci charakterystycznej dla powªok z materiaªów gumopodobnych. Je±li zaªo»y¢
pewien ograniczony rz¡d odksztaªce« to okazuje si¦, »e tak sformuªowana teo-
ria powªok zachowuje klasyczn¡ struktur¦ typu K�L (Simmonds [1985], Czer-
nych [1986], Stumpf i Makowski [1986], Saczuk [1988], Schieck [1989]
oraz Schieck, Pietraszkiewicz i Stumpf [1992], Pietraszkiewicz [1992b,
1993a]). Z obliczeniowego punktu widzenia oznacza to, »e elementy powªokowe
typu K�L, sformuªowane w tradycyjny sposób, znajduj¡ zastosowanie równie»
w zagadnieniach powªok gumopodobnych.

5.1.4. Trójwymiarowe elementy bryªowe w analizie powªok
Traktuj¡c powªok¦ jako ciaªo trójwymiarowe10, dzi¦ki mechanice o±rodków

ci¡gªych dysponujemy kompletem równa« i warunków ubocznych problemu. Wy-
korzystuj¡c wi¦c moc obliczeniow¡ wspóªczesnych komputerów, mo»na analizo-
wa¢ bezpo±rednio równania trójwymiarowe ciaªa typu powªoka i uzyska¢ odpo-
wiednie wyniki numeryczne. W ramach MES mog¡ by¢ u»yte stosunkowo pro-
ste w implementacji standardowe (liniowe, paraboliczne czy sze±cienne) izopara-
metryczne elementy trójwymiarowe. Elementy tego typu opisane s¡ praktycznie
w ka»dym podr¦czniku MES (np. Zienkiewicz [1972], Zienkiewicz i Tay-
lor [2000a,b]).

Bezpo±rednie rozwi¡zywanie problemów powªok stosunkowo cienkich, przy
wykorzystaniu klasycznych bryªowych elementów trójwymiarowych, wi¡»e si¦
jednak z istotnymi trudno±ciami:

1. Traktowanie w ka»dym w¦¹le w sposób jednolity wszystkich trzech stopni
swobody prowadzi do niewspóªmiernie du»ych skªadników sztywno±ci, od-
powiadaj¡cych wzgl¦dnym przemieszczeniom wzdªu» brzegów elementu
w kierunku grubo±ci powªoki. W rezultacie, przy zmniejszaj¡cej si¦ gru-
bo±ci pojawia si¦ zªe uwarunkowanie ukªadu równa«. Problem ten uwi-
dacznia si¦ szczególnie wyra¹nie w przypadku stosowania w dyskretyzacji
pojedynczego elementu na kierunku grubo±ci powªoki11 (zob. np. Ahmad,

10Z �zycznego punktu widzenia powªoka, oboj¦tnie jak cienka, jest zawsze ciaªem trójwymia-
rowym.

11W tym kontek±cie pojawia si¦ pytanie: czy rozwi¡zania za pomoc¡ jednego elementu bry-
ªowego ze z góry ustalon¡ w kierunku grubo±ci liczb¡ w¦zªów (najcz¦±ciej dwóch), powi¡zane
z zaniechaniem w tym kierunku rozwijania dyskretyzacji, mo»na nadal traktowa¢ jako rozwi¡za-
nia trójwymiarowe? Ustalenie w kierunku grubo±ci rz¦du interpolacji narzuca sposób deformacji
ciaªa po grubo±ci, co jest równowa»ne z wprowadzeniem wi¦zów kinematycznych tak charakte-
rystycznych dla teorii powªok. Zatem, czy nie jest to ju» procesem omawianej dalej degeneracji?
Na szcz¦±cie, jest to tylko kwestia klasy�kacji, nie zmieniaj¡ca istoty problemu.
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Irons i Zienkiewicz [1970] i dodatek w Kanok-Nukulchai, Taylor
i Hughes [1981]).

2. Elementy trójwymiarowe na ogóª generuj¡ wi¦ksze (lub o wi¦kszej liczbie
wspóªczynników niezerowych) ukªady równa« algebraicznych i wymagaj¡
caªkowania numerycznego w caªej swojej obj¦to±ci. W obu przypadkach
poci¡ga to za sob¡ znaczny wzrost czasu oblicze« i kosztów rozwi¡zania.

3. Izoparametryczne (wykorzystuj¡ce interpolacj¦ klasy C0) elementy trój-
wymiarowe ni»szego rz¦du nie s¡ wolne od efektu blokady przy tzw.
peªnym caªkowaniu (FI). Efekt ten, jako wynik zªego uwarunkowania
(Braess [1992]), ujawnia si¦ szczególnie przy obliczeniach konstrukcji po-
wierzchniowych. W takich konstrukcjach wyst¦puj¡ bowiem silne dyspro-
porcje sztywno±ci, b¦d¡ce wynikiem charakterystycznych stosunków wy-
miarów geometrycznych tych konstrukcji.

Wersja p lub p, q izoparametrycznych elementów trójwymiarowych (zob.
przegl¡d Babu²ka i Suri [1990] czy np. Schwab [1998], Actis, Szabo
i Schwab [1999], Zboi«ski i Ostachowicz [2000], Zboi«ski [2001]) wykorzy-
stywana jest w pªytach i powªokach jako sposób omini¦cia lub zmniejszenia efek-
tów blokady przez podniesienie rz¦du elementu do p ≥ 4. Lokalne wspóªrz¦dne
krzywoliniowe pozwalaj¡ na zró»nicowanie rz¦dów wielomianów interpolacyjnych:
p � odpowiedzialnych za blokad¦ w powierzchni powªoki, q � odpowiedzialnych
za blokad¦ w kierunku grubo±ci12. Funkcje interpolacyjne najcz¦±ciej dobiera si¦
tak, aby speªniaªy wªasno±¢ �hierarchiczno±ci�. Hierarchiczno±¢ rozumiana jest
w tym sensie, »e wielomiany aproksymacyjne i zmienne w¦zªowe, odpowiadaj¡ce
rz¦dowi p, s¡ podzbiorem wielko±ci rz¦du p + 1.

Wad¡ stosowania p-aproksymacji jest gwaªtowny wzrost kosztów oblicze«
wraz ze zwi¦kszaniem rz¦du p. Z drugiej strony, zastosowanie p-wersji ele-
mentów bryªowych umo»liwia prawidªow¡ analiz¦ konstrukcji powªokowych,
nawet gdy inne rozwi¡zania wykazuj¡ silne osobliwo±ci (Babu²ka i Sca-
polla [1989]).

Trójwymiarowe, bryªowe wielow¦zªowe elementy sko«czone z sukcesem u»yto
do modelowania ciaª typu powªoka w zagadnieniach dotycz¡cych urz¡dze« ener-
getycznych poddanych zªo»onym obci¡»eniom o ró»nym charakterze. W takich
urz¡dzeniach obok pól mechanicznych wyst¦puj¡ równie» pola chemio-elektro-
termiczne. Silne sprz¦»enia wszystkich tych pól wymagaj¡ zachowania jednako-
wej ich aproksymacji przestrzennej realizowanej w elementach bryªowych. Tak
sformuªowane elementy wykorzystywane s¡ np. do okre±lenia stopnia degrada-
cji konstrukcji energetycznych w trakcie eksploatacji urz¡dzenia (zob. Badur
i inni [2002, 2003], Badur i Kozªów [2002], Banaszkiewicz i inni [2003]).

12W cienkich powªokach zazwyczaj stosuje si¦ tylko funkcj¦ liniow¡ w kierunku grubo±ci q.
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5.1.5. Zdegenerowane elementy powªokowe i pi¦cioparametrowe elementy
typu Timoszenko�Reissnera

Rozwój powªokowych elementów sko«czonych dotyczy ostatnio gªównie dwóch
sformuªowa«: a) tzw. koncepcji elementu zdegenerowanego13, b) koncepcji kla-
sycznej, bazuj¡cej na teorii powªok typu Timoszenko�Reissnera (T�R). W kon-
wencjonalnym uj¦ciu14 oba podej±cia maj¡ wiele wspólnego (Büchter i Ramm
[1992]). W szczególno±ci, oba podej±cia bazuj¡ na tych samych zaªo»eniach (zob.
p. 2.7.1), b¦d¡cych klasycznymi hipotezami15 teorii pªyt z uwzgl¦dnieniem po-
przecznych odksztaªce« postaciowych:

1) wªókno materialne, pierwotnie proste i prostopadªe do powierzchni pod-
stawowej ciaªa typu powªoka, pozostaje proste i nierozci¡gliwe w trakcie
caªego procesu deformacji;

2) napr¦»enia normalne na powierzchniach równolegªych do powierzchni pod-
stawowej s¡ pomijalnie maªe (zaªo»enie pªaskiego stanu napr¦»enia).

Zaªo»enia te s¡ powszechnie akceptowane jako podstawa formuªowania ele-
mentów zdegenerowanych, por. Ramm [1977], Stanley, Park i Hughes
[1986]. Zaªo»enie kinematyczne 1) prowadzi do pi¦cioparametrowej teorii powªok
z trzema translacjami i dwoma parametrami obrotu jako zmiennymi niezale»-
nymi16. Uwzgl¦dnienie w stosunku do teorii typu K�L dodatkowego efektu de-
formacji od poprzecznego ±cinania rozszerza stosowalno±¢ takich sformuªowa«
na powªoki umiarkowanie grube lub o silnej anizotropii poprzecznej. Z drugiej
strony, klasyczna hipoteza typu T�R w cz¦±ci dotycz¡cej kinematyki, zakªadaj¡c
nadal nierozci¡gliwo±¢ wªókien normalnych, ogranicza stosowalno±¢ takiej teo-
rii do problemów, w których wyst¦puj¡ wzgl¦dnie maªe odksztaªcenia. Podobnie
jednak, jak w przypadku hipotez typu K�L, osªabienie tego zaªo»enia jest tutaj
tak»e mo»liwe (zob. np. Pietraszkiewicz [1979b], Parisch [1986], Simo, Ri-
fai i Fox [1990] czy Büchter, Ramm i Roehl [1994], Ba³ar i Itskov [1998]),
przy zachowaniu podstawowej pi¦cioparametrowej struktury teorii powªok.

Powy»sze hipotezy, mimo »e s¡ one zaªo»eniami klasycznymi, pozostaj¡ nadal
najcz¦±ciej stosowanymi w numerycznych implementacjach mechaniki powªok17

13Niezrozumiaªe jest przytaczane w literaturze stwierdzenie, »e koncepcja elementu zdegene-
rowanego jest niezale»na od jakiejkolwiek teorii powªok (np. Hughes i Liu [1981]). Przecie»
zaªo»enia le»¡ce u podstaw koncepcji degeneracji s¡ jednymi z najstarszych hipotez, przyjmo-
wanymi przy formuªowaniu kompletu równa« powªokowych.

14Za standardowy element zdegenerowany przyjmuje si¦ koncepcj¦ (ujmuj¡c¡ zagadnienia
nieliniowe) przedstawion¡ w pracy Hughes i Liu [1981] oraz ksi¡»ce Bathe [1982].

15Rodowód tych zaªo»e« w teorii pªyt wynika z prac Timoszenko [1916], Reissner [1945],
Hencky [1947], Bolle [1947], Ufljand [1948] i Mindlin [1951].

16Pewn¡ dyskusj¦ o redukcji parametrów obrotowych zawiera praca Schmidt [1993].
17Odwoªuj¡c si¦ do ostatnich wyników bada« nad sformuªowaniem, sprowadzaj¡cym równania

ruchu ciaªa trójwymiarowego do dwuwymiarowych równa« ruchu teorii powªok, okazuje si¦, tak
jak czynimy to w niniejszej pracy, »e na tym etapie nie s¡ w ogóle potrzebne zaªo»enia upraszcza-
j¡ce typu hipotez kinematycznych, zob. Simmonds [1984a], tak»e Makowski i Stumpf [1990].
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zarówno w zakresie liniowym, jak i nieliniowym (np. Simo i Fox [1989], Grutt-
mann [1988], Ba³ar i Ding [1992], Chapelle i Bathe [2003]). Aktualnie do-
minuj¡cym jest sformuªowanie zwi¡zane z nazwiskiem Simo, w którym powªok¦
traktuje si¦ jako powierzchni¦ Cosserat z pojedynczym nierozci¡gliwym wektorem
kierunkowym (direktorem) (por. Naghdi [1972]), podsumowane w pracach Simo
i Fox [1989]) oraz Simo, Fox i Rifai [1989, 1990]). Godnymi uwagi, z punku
widzenia implementacji numerycznej, aspektami tego sformuªowania s¡18:

1. Brak obiektów typu symboli Christo�ela, sprawiaj¡cych trudno±ci oblicze-
niowe, w sformuªowaniu zagadnienia brzegowego w sªabej postaci.

2. Wprowadzenie ogólnej, wolnej od osobliwo±ci, parametryzacji pola direk-
torów, odpowiedniej w obliczeniach numerycznych powªok regularnych.

3. Zastosowanie ±cisªej procedury uaktualniania kon�guracji, wykorzystuj¡cej
odwzorowanie wykªadnicze, niewra»liwej na wielko±¢ przyrostu obrotów.

4. Zastosowanie cz¦±ciowo mieszanego sformuªowania typu Hellingera�Reiss-
nera i Hu�Washizu, inspirowanego hybrydow¡ propozycj¡ Pian i Sumi-
hara [1984], co pozwala na omini¦cie efektu blokady.

Rozszerzaj¡cymi to sformuªowanie s¡ prace Simo, Rifai i Fox [1990] � zmiana
grubo±ci powªoki, Simo i Kennedy [1992] � zakres plastyczny, Simo [1993]
� powªoki zaªamane, Simo, Rifai i Fox [1992], Simo i Tarnow [1994] �
dynamika powªok19.

Koncepcja elementu zdegenerowanego. Koncepcj¦ elementu zdegenerowa-
nego zaproponowali Ahmad, Irons i Zienkiewicz [1970]. Znalazªa one szcze-
gólnie szerokie zastosowanie w analizie numerycznej powªok. Ta koncepcja, zasto-
sowana pocz¡tkowo w liniowych zagadnieniach statycznych, rozszerzona zostaªa
kolejno na zakres geometrycznie i �zycznie nieliniowy z zastosowaniem równie»
do zagadnie« dynamiki powªok.

W tym podej±ciu element powªokowy tworzy si¦ przez mody�kacj¦ klasycz-
nego, trójwymiarowego, izoparametrycznego elementu sko«czonego do elementu
zgodnego z hipotezami powªokowymi, ale bez bezpo±redniego odwoªywania si¦ do
samej teorii powªok (Kanok-Nukulchai, Taylor iHughes20 [1981]). Poª¡cze-
nie razem dwóch procesów � uwzgl¦dnienia hipotez powªokowych i dyskretyzacji
� nazwano degeneracj¡ (Ramm [1977], Noor i Andersen [1982]).

18Wymienione aspekty speªnia równie» sformuªowanie sze±cioparametrowe rozwini¦te w tej
ksi¡»ce.

19Te prace zawieraj¡ zarówno zapisane w nowoczesnej notacji geometryczno-ró»niczkowej
sformuªowania teorii powªok jak i ich implementacje numeryczne. Rozwa»any przez zespóª Simo
model teoretyczny powªoki byª jednak przedmiotem intensywnych bada« prowadzonych znacz-
nie wcze±niej przez szkoª¦ radzieck¡ i polsk¡, zob. np. Musztari i Tiereguªow [1959], Ajnoªa
[1965, 1968], Wo¹niak [1966], Pietraszkiewicz [1971, 1976, 1979a,b], Galimow [1977].

20Podej±cie zbli»one do koncepcji opisu przemieszcze« u»ytego w pracy Kanok-Nukulchai,
Taylor i Hughes [1981] mo»na odnale¹¢ w artykule Hauptmann i Schweizerhof [1998].
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Koncepcja degeneracji jest wynikiem poszukiwa« sposobu przezwyci¦»enia
wymienionych w p. 5.1.4 trudno±ci numerycznych, wyst¦puj¡cych przy stoso-
waniu elementów trójwymiarowych do oblicze« powªok cienkich (Ramm [1976]).
Hipotezy powªokowe wprowadzono tu w celu unikni¦cia trudno±ci numerycznych,
wywoªywanych niewspóªmiernie du»ym wspóªczynnikiem sztywno±ci w kierunku
grubo±ci. Hipotez¦ kinematyczn¡ (2.7.3), o prostym i nierozci¡gliwym wªóknie
podczas deformacji, wprowadza si¦ przez przyj¦cie w opisie geometrii elementu
liniowych funkcji ksztaªtu wzdªu» grubo±ci powªoki przeprowadzonych poprzez
dwa w¦zªy, le»¡ce na górnej i dolnej powierzchni, z warunkiem zachowania ich po-
cz¡tkowej odlegªo±ci podczas deformacji (Hughes i Liu [1981]). W wyniku otrzy-
muje si¦ niezmienn¡ grubo±¢ powªoki i zerow¡ deformacj¦ poprzeczn¡ po grubo±ci.
Umo»liwia to zast¡pienie niezale»nych przesuni¦¢ obu w¦zªów przez przemiesz-
czenia, wynikaj¡ce z translacji i obrotu w¦zªa wprowadzonego na powierzchni
podstawowej (najcz¦±ciej powierzchni ±rodkowej) elementu. Komplementarna hi-
poteza o pªaskim stanie napr¦»enia ma na celu zapewnienie rozkªadu napr¦»e«
po grubo±ci zgodnego z klasyczn¡ teori¡ powªok. Wprowadza si¦ j¡ przez mody�-
kacj¦ stycznego tensora konstytutywnego w de�niowanych warstwach (Stanley,
Park i Hughes [1986]).

Element powªokowy, powstaªy w wyniku takiej degeneracji elementu bry-
ªowego, reprezentuje prosty model powªoki ze ±cinaniem typu Timoszenko�
Reissnera. W odró»nieniu od teorii powªok, w której wi¦zy tego typu nakªadane
s¡ na o±rodek trójwymiarowy w ramach rozwa»a« teoretycznych, w koncepcji de-
generacji realizowane s¡ one na drodze numerycznej w sposób dyskretny, przez
ich wª¡czenie do procesu interpolacji w w¦zªach i punktach caªkowania. Takie po-
dej±cie uniemo»liwia separacj¦ dwóch ró»nych jako±ciowo bª¦dów � bª¦du teorii
powªok, jako wyniku wprowadzenia zaªo»e« upraszczaj¡cych, i bª¦du dyskrety-
zacji, jako wyniku przybli»enia numerycznego. Nie ma dot¡d metod analizy tego
typu sprz¦»onych bª¦dów. Pozbawia to mo»liwo±ci dyskusji dokªadno±ci rozwi¡-
zania albo przez badanie bª¦dów metody numerycznej, lub przez jako±ciowe sza-
cowanie bª¦du teorii.

Dyskusja aproksymacji sko«czenie elementowej. W pracy Kanok-Nu-
kulchai, Taylor i Hughes [1981] podano podstawy strategii formuªowania
elementów powªokowych, której sens w zbli»onej gra�cznie czy logicznie formie
przytacza równie» wielu autorów (rys. 5.1.1).

Rysunek 5.1.1, tak jak jego pierwowzór, myl¡co sugeruje przemienno±¢ i jed-
no±¢ wyniku wymienionych wcze±niej dwóch procesów � hipotez powªokowych
i dyskretyzacji � przy formuªowania elementów powªokowych. Rysunek ten su-
geruje, »e w koncepcji degeneracji zachodzi równie» odwrotna do koncepcji kla-
sycznej sekwencja rozdzielnych procesów � najpierw dyskretyzacja, a nast¦pnie
wprowadzenie hipotez powªokowych. Jednak taka rozdzielno±¢ nie jest zgodna
z poj¦ciem degeneracji (Ramm [1977]).

Ramm [1977, rys. 1, str. 265] podaª logicznie podobny schemat, który sugeruje
(co znajduje odbicie w tek±cie), »e w klasycznym podej±ciu dwuwymiarowym wy-
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Rys. 5.1.1. Strategia wyprowadzania elementów powªokowych wg wzoru z pracy
Kanok-Nukulchai, Taylor i Hughes [1981] (rys. 1, str. 20).

magane s¡ kolejne zaªo»enia upraszczaj¡ce ju» na etapie dyskretyzacji MES. Ina-
czej mówi¡c, dodatkowe zaªo»enia do rozwi¡zywanych równa« dwuwymiarowych
w procesie implementowania metody numerycznej. Wymienia si¦ przy tym geome-
tri¦ powierzchni powªoki i zmienne polowe. MES, jak ka»da przybli»ona metoda
rozwi¡zywania, nie wprowadza zaªo»e« do rozwi¡zywanych równa«, lecz tylko je
aproksymuje (zob. np. Prenter [1975] czy Braess [1992]). Pojawiaj¡ si¦ tu
inne zaªo»enia ograniczaj¡ce, dotycz¡ce samej metody numerycznego rozwi¡za-
nia i obejmuj¡ce sprecyzowanie warunków, dla jakich dana metoda numeryczna
zostaªa skonstruowana, np. typ operatora, przestrzenie odwzorowa«, dziedziny,
sposób aproksymacji, warunki i kryteria zbie»no±ci itp.

Analizuj¡c obie strategie formuªowania elementów powªokowych � klasyczn¡
i degeneracji � nale»y wi¦c zauwa»a¢ ró»nice zarówno w strukturze matematycz-
nej wynikowych równa« jak i w podstawach realizacji numerycznej.

Dyskusja relacji konstytutywnych. Hipotezy typu T�R w elemencie zdege-
nerowanym wydaj¡ si¦ silniejsze, ni» to wynika z potrzeb teorii powªok tego typu.
W teorii powªok hipotezy typu T�R pozwalaj¡ w wielu przypadkach (zale»nych
od typu materiaªu) wyprowadzi¢ jawn¡ posta¢ materiaªowych równa« konsty-
tutywnych, wyra»onych w zmiennych okre±lonych na powierzchni podstawowej
powªoki (np. Simo, Fox i Rifai [1990]). Natomiast w standardowym sformuªo-
waniu elementów zdegenerowanych nadal konieczne jest caªkowanie po obj¦to±ci
elementu.

Nie nale»y tu jednak myli¢ pozornie podobnych procesów � trójwymiarowego
caªkowania po obj¦to±ci elementu i dwuwymiarowego caªkowania po powierzchni



5.1. Elementy sko«czone w powªokach 353

podstawowej powªoki ª¡czonego, w ka»dym punkcie caªkowania powierzchnio-
wego, z dodatkowym jednowymiarowym caªkowaniem po grubo±ci powªoki21.
Caªkowanie po grubo±ci jest typowe dla teorii pªyt i powªok wykonanych z ma-
teriaªów nieliniowych, kiedy nie jest mo»liwe wyprowadzenie zamkni¦tej postaci
materiaªowych równa« konstytutywnych. Caªkowanie po grubo±ci (o ile zacho-
dzi taka potrzeba) jest wykonywane w podprogramach dotycz¡cych materiaªu,
a nie na poziomie elementu (np. Milford i Schnobrich [1985, 1986]). Wªa-
±nie poszukiwania mo»liwo±ci wyeliminowania z oblicze« kosztownego caªkowania
w obj¦to±ci elementu doprowadziªy do sformuªowania szeregu nowych elementów
zdegenerowanych.

Jednym z pierwszych byª element z tak zwanym �przecaªkowaniem� (wªa-
±nie jednowymiarowym) w kierunku grubo±ci. W tym elemencie, na podstawie
zaªo»enia o cienko±ci powªoki, pomija si¦ w odwróconym Jacobianie obj¦to±cio-
wym skªadniki wy»szego rz¦du przy parametrze grubo±ci. Zabieg ten umo»liwia
ju» jednowymiarowe, cz¦sto jawne, �przecaªkowanie� z kierunku grubo±ci do po-
wierzchni odniesienia. Dalsze poszukiwania, na drodze kolejnych zaªo»e«, dopro-
wadziªy w ko«cu do dwuwymiarowego elementu przekrojowego22 (zob. Stanley,
Park i Hughes [1986]). Dyskusj¦ tego typu elementów w kontek±cie teorii po-
wªok zawiera praca Büchter i Ramm [1992].

Z obliczeniowego punktu widzenia, najwi¦kszym udogodnieniem towarzysz¡-
cym wprowadzeniu elementów powªokowych typu T�R, w stosunku do sformuªo-
wania opartego na teorii powªok typu K�L, jest obni»enie rz¦du ci¡gªo±ci mi¦dzy-
elementowej z C1 do C0. Warunek ci¡gªo±ci jedynie klasy C0 prowadzi do znacznie
prostszej konstrukcji aproksymacji sko«czenie elementowej. Standardowy prze-
mieszczeniowy element zdegenerowany, pomimo na pozór idealnej przydatno±ci
takiego sformuªowania, posiada jednak nast¦puj¡ce ujemne cechy:

1. Rozszerzenie tego sformuªowania na analiz¦ obejmuj¡c¡ du»e odksztaªcenia
nie jest bezpo±rednio oczywiste. Hipoteza kinematyczna typu T�R narzuca
brak deformacji poprzecznej wzdªu» normalnej, co wyklucza zmian¦ gru-
bo±ci powªoki tak charakterystyczn¡ dla sko«czonych odksztaªce«23.

2. Tak jak w elemencie wyj±ciowym (bryªowym), stosuje si¦ tu kosztowne
trójwymiarowe caªkowanie numeryczne w caªej obj¦to±ci elementu.

3. Nie ma mo»liwo±ci bezpo±redniego wª¡czenia trzeciego obrotowego stopnia
swobody.

21Koncepcja ta odgrywa istotn¡ rol¦ w implementacji numerycznej teorii powªok.
22W j¦zyku polskim element ten nazywa si¦ cz¦sto �caªkowym� (Waszczyszyn, Cicho«

i Radwa«ska [1990]). Jednak nazwa ta ma ustalone miejsce w literaturze matematycznej i do-
tyczy innego problemu. W niniejszej ksi¡»ce pozostajemy przy nazwie �element przekrojowy�
(Wo¹niak [1966]), jako operuj¡cy na szczeblu przekroju (�yczkowski [1973]).

23Dotyczy to nie tylko elementów zdegenerowanych. Jednak w przypadku klasycznych ele-
mentów powªokowych klasy C0 ªatwiejsze jest formalne osªabienie tego zaªo»enia na drodze
teoretycznej.
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4. Podobnie jak w elementach bryªowych, w granicznym przypadku analizy
powªok cienkich u»ycie niskiego rz¦du funkcji interpolacyjnych klasy C0

prowadzi do wyst¡pienia efektu blokady rozwi¡zania przy peªnym caªko-
waniu zale»no±ci elementowych.

Literatura dotycz¡ca elementów zdegenerowanych ujawnia równie» dodatkowe
zaªo»enia upraszczaj¡ce. Pojawiaj¡ si¦ one cz¦sto na poziomie formuªowania ma-
cierzy elementowych. To wskazuje, »e w elementach zdegenerowanych zaªo»enia
s¡ na ogóª silniejsze od tych, których wymaga dobrze sformuªowana teoria po-
wªok. Cecha 4. dotyczy nie tylko elementów zdegenerowanych, ale praktycznie
wszystkich typów przemieszczeniowych elementów klasy C0, wykorzystuj¡cych
niskiego24 rz¦du funkcje interpolacyjne. Problem przezwyci¦»ania blokady jest
wi¦c nadal jednym z kierunków najbardziej intensywnych bada« w zakresie for-
muªowania elementów powªokowych i pªytowych.

5.1.6. Blokada rozwi¡za«
Klasyczne przemieszczeniowe sformuªowania elementów klasy C0 oparte s¡

na zasadzie stacjonarno±ci caªkowitej energii potencjalnej lub bardziej ogólnej
zasadzie wirtualnych przemieszcze«. W tych elementach wykorzystuje si¦ sche-
mat interpolacji typu Lagrange'owskiego. Znajomo±¢ rz¦du wielomianów podcaª-
kowych (funkcji ksztaªtu25 i struktury macierzy elementowych) pozwala ustali¢
reguªy dokªadnego caªkowania w ramach przyj¦tej metody numerycznej26

W literaturze MES dla liczby punktów caªkowania, speªniaj¡cej warunek do-
kªadnego obliczenia caªek z macierzy elementowych, przyj¦to nazw¦ caªkowanie
peªne (normalne) z oznaczeniem FI (ang. Full Integration). W przypadku mniej-
szej liczby punktów caªkowania, nie speªniaj¡cej tej reguªy, wprowadzono nazw¦
caªkowanie zredukowane i oznaczenie RI (ang. Reduced Integration). Przykªa-
dowo, przyporz¡dkowanie nazw �peªne/normalne� i �zredukowane� odpowiednim
schematom caªkowania dla ró»nych elementów (w kontek±cie analizy zginania
pªyt) zawiera praca Pugh, Hinton i Zienkiewicz [1978].

W obliczeniach konstrukcji powierzchniowych (pªyty, powªoki) i pr¦towych
(belki, ªuki) znan¡ ujemn¡ stron¡ klasycznego sformuªowania przemieszczenio-
wych elementów klasy C0 jest tzw. efekt blokady lub zakleszczenia. Efekt ten od
strony mechanicznej objawia si¦ jako nadmierne przesztywnienie rozwi¡za« ba-
danego ukªadu przy przej±ciu do analizy konstrukcji cienkich obliczanych przy

24Elementy wy»szego rz¦du, np. bisze±cienne Lagrange'owskie (pªytowe � Pugh, Hinton
i Zienkiewicz [1978], powªokowe: zdegenerowane � Ramm i Stegmüller [1982], klasyczne
� Heppler i Hansen [1986]) wykazuj¡ nisk¡ (zanikaj¡c¡ w sensie zbie»no±ci typu p) tendencj¦
do blokady, speªniaj¡c (jednak stosunkowo wolno) zbie»no±¢ typu h.

25W MES wielomiany interpoluj¡ce zmienne problemu nazywa si¦ funkcjami ksztaªtu.
26W MES stosowana jest gªównie kwadratura Gaussa jako formuªa najwy»szej dokªadno±ci.

W kwadraturze Gaussa przy n punktach caªkowania otrzymuje si¦ dokªadn¡ warto±¢ caªki
z wielomianu rz¦du nie wi¦kszego ni» 2n + 1 (Ralston [1975]).
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stosowaniu caªkowania peªnego. Zjawisko blokady ma natur¦ czysto numeryczn¡,
towarzysz¡c¡ stosowaniu schematu jednolitej interpolacji niskiego rz¦du typu La-
grange'owskiego. Z matematycznego punktu widzenia, jest to specy�cznie zªe
uwarunkowanie ukªadu równa« (Braess [1992]).

Badania numeryczne wykazaªy, »e obni»enie rz¦du kwadratury przy caªko-
waniu macierzy elementowych do poziomu caªkowania zredukowanego powoduje
�odblokowanie si¦� rozwi¡za«, pozwalaj¡c uzyska¢ w wielu zadaniach poprawne
rozwi¡zania. Jednak zastosowaniu caªkowania zredukowanego towarzyszy powsta-
wanie na poziomie elementu dodatkowych, �zycznie nieuzasadnionych zeroener-
getycznych form deformacji, które mog¡ ujawni¢ si¦ w procesie rozwi¡zania.
Z uwagi na ich typowy charakter, wzgl¦dny w stosunku do pozostaªej cz¦±ci roz-
wi¡zania, nazywa si¦ je formami paso»ytniczymi.

W celu omini¦cia bardzo niepo»¡danego efektu blokady, rozwini¦to wiele in-
»ynierskich sposobów ich unikni¦cia (zob. np. materiaªy konferencyjne Ashwell
i Gallagher [1976] lub Noor, Belytschko i Simo [1990] i cytowan¡ tam lite-
ratur¦, czy zestawienie Yang i inni [2000]). Wymieni¢ tu mo»na np. caªkowanie

Rys. 5.1.2. Program of attack on the variational formulation of HP elements, wg wzoru
z prac Felippa i Militello [1990a,b].
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jednolicie (URI) i selektywnie (SRI) zredukowane, u»ycie niezgodnych w¦zªów,
sformuªowanie mieszane i hybrydowe, projekcj¦ napr¦»e« i odksztaªce«, sformu-
ªowanie swobodne, dwustopniow¡ interpolacj¦ odksztaªce«, lub dyskretne wi¦zy
Kirchho�a. Te i inne techniki realizowane s¡ w elementach pªytowych i powªoko-
wych na ró»ne sposoby, cz¦sto bez konsystentnego sformuªowania wariacyjnego.
We wczesnej fazie rozwoju cz¦±¢ z tych sposobów traktowano bardziej jako triki
numeryczne, ni» uzasadnione matematycznie podej±cia (zob. rys. 5.1.2 wg Fe-
lippa i Militello [1990a,b]).

5.1.7. Analiza nieregularnych powªok wielopªatowych
Zastosowanie elementów powªokowych w wersjach standardowych27 do ana-

lizy zªo»onych konstrukcji in»ynierskich napotyka na istotn¡ trudno±¢ zwi¡zan¡
z ª¡czeniem elementów w struktury.

Rzeczywiste konstrukcje in»ynierskie charakteryzuje daleko posuni¦ta zªo»o-
no±¢ formy. Cz¦sto ich schematy obliczeniowe zawieraj¡ jednocze±nie zarówno
pr¦ty i sªupy, jak i wielopªatowe segmenty zªo»one z pªyt i/lub powªok. Cz¦-
sto wyst¦puje równie» skokowa zmienno±¢ grubo±ci lub wªasno±ci materiaªowych,
zaªamania, rozwidlenia, przeci¦cia, wzmocnienia itp. komplikacje konstrukcyjne.
Poª¡czenia ró»nych cz¦±ci i okre±lenie obci¡»enia wymagaj¡ cz¦sto modelowania
w sposób punktowy i/lub krzywoliniowy. Typowymi przykªadami takich zªo»o-
nych konstrukcji z dziedziny budownictwa s¡ blachownice, tarczownice, wieloko-
morowe konstrukcje skrzynkowe, silosy, u»ebrowane powªoki czy stropy wsparte
na sªupach. Wspólnymi cechami, wymagaj¡cymi odpowiedniego uwzgl¦dnienia,
s¡ tu nieregularno±ci w geometrii i obci¡»eniu, poª¡czenia, usztywnienia, a tak»e
mo»liwo±¢ wyst¡pienia nieci¡gªej deformacji.

Koncepcji analizy takich konstrukcji jako caªo±ci (z uwzgl¦dnieniem wymie-
nionych wy»ej aspektów) poszukuje si¦ od dawna. Jednak na tym polu nie osi¡-
gni¦to takich rezultatów jak w przypadku powªok gªadkich i regularnych, którym
po±wi¦ca si¦ wiele miejsca w literaturze. Szczególne trudno±ci w zastosowaniach
elementów powªokowych do takich zªo»onych konstrukcji wyst¦puj¡ w przypadku
elementów wy»szej precyzji typu K�L z w¦zªowymi stopniami swobody, zawiera-
j¡cymi wy»sze pochodne pola przesuni¦¢. Fakty te znane s¡ od dawna i od dawna
rozwijane s¡ ró»ne koncepcje omini¦cia tych ogranicze«.

W kontek±cie oblicze« MES nale»y zauwa»y¢, »e zagadnienie pocz¡tkowo-
brzegowe powªok nieregularnych powinno zawiera¢ kompletny ukªad równa« pola
i warunków ubocznych � brzegowych, pocz¡tkowych i ci¡gªo±ci wzdªu» nieregu-
larno±ci � dla zmiennych kinematycznych i dynamicznych. W przypadku braku
sformuªowania warunków ci¡gªo±ci, klasyczny ukªad równa« pola i warunków

27Mamy na my±li zarówno elementy oparte na koncepcji degeneracji, jak te» typu Timo-
szenko�Reissnera (oba z pi¦cioma parametrami w¦zªowymi) i elementy wy»szej precyzji typu
Kirchho�a�Love'a z niein»ynierskimi stopniami swobody.
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ubocznych zagadnienia jest niekompletny28 i jego rozwi¡zanie jest niemo»liwe.
Ma to szczególne znaczenie w kontek±cie powszechnego stosowania rozwi¡za« nu-
merycznych MES, kiedy, wprowadzaj¡c na potrzeby obliczeniowe ró»ne techniki
ª¡czenia konstrukcji w caªo±¢, traci si¦ cz¦sto z pola widzenia miejsce, w którym
le»y zasadniczy problem mechaniki poª¡cze« powªok wielopªatowych.

W analizie powªok wielopªatowych z wykorzystaniem elementów klasy C0 i C1

wyró»ni¢ mo»na cztery zasadnicze podej±cia.

I. Podej±cie bezpo±rednie29 pozwala stosowa¢ elementy powªokowe z pi¦-
cioma stopniami swobody w w¦¹le do analizy powªok zaªamanych i rozgaª¦zio-
nych. Polega ono na u»yciu jednego z dwóch prostych sposobów (np. Hughes
i Liu [1981], Huang i Hinton [1986a], Vu-Quoc i Mora [1989], Bathe i Bo-
lourchi [1980]):

a. Transformacji dwóch parametrów obrotu, zde�niowanych w lokalnej ba-
zie w¦zªa elementu, do bazy globalnej, gdzie elementy ª¡czy si¦ w caª¡
struktur¦. W wyniku transformacji wzrasta liczba niewiadomych w¦zªo-
wych z pi¦ciu do sze±ciu30.

b. Zde�niowaniu � przy przej±ciu przez nieci¡gªo±ci poª¡cze« ró»nych cz¦±ci
powªoki � wspólnego, ci¡gªego, u±rednionego pola wektorów kierunko-
wych. �¡czenie elementów z ró»nych cz¦±ci odbywa si¦ wtedy bez udziaªu
ukªadu globalnego.

W literaturze MES, cz¦sto ju» w kontek±cie prezentacji elementów, wymienia
si¦ gªównie dwie powy»sze mo»liwo±ci. Jednak na ogóª nie podaje si¦ odpowied-
nich numerycznych przykªadów testowych powªok wielopªatowych, ograniczaj¡c
si¦ tylko do wyników bada« powªok gªadkich, nie wymagaj¡cych tego typu do-
datkowych zabiegów. Dla obu sposobów a. i b. brak jest wi¦c reprezentatywnych
testów numerycznych, potwierdzaj¡cych te mo»liwo±ci i granice ich stosowalno±ci.

Podej±cie bezpo±rednie, wykorzystuj¡ce transformacj¦ problemu do innego
ukªadu wspóªrz¦dnych, nie rozwi¡zuje »adnego problemu analizy powªok zaªa-
manych i rozgaª¦zionych, gdy» nie s¡ tu speªniane ani dynamiczne (statyczne)
ani kinematyczne warunki ci¡gªo±ci. Dlatego ten sposób podej±cia daje si¦ za-
stosowa¢ do oblicze« tylko ograniczonej klasy zada«. W obliczeniach konstrukcji
zawieraj¡cych poª¡czenia segmentów powªokowych z nieci¡gªo±ci¡ pªaszczyzny
stycznej, brak w sposobie a. sztywno±ci, odpowiadaj¡cej obrotowi wokóª nor-

28Nieregularno±¢ w sformuªowaniu klasycznym manifestuje si¦ jedynie przez odpowiednie
warunki ci¡gªo±ci. Inne zale»no±ci, w stosunku do odpowiedniego problemu powªok regularnych,
nie ulegaj¡ zmianie.

29Pod hasªem �podej±cie bezpo±rednie� rozumiemy techniki pozwalaj¡ce na stosowanie ele-
mentów klasycznych do analizy problemów zªo»onych, na potrzeby których te elementy nie byªy
formuªowane.

30Taka transformacja mo»e by¢ ograniczona tylko do w¦zªów le»¡cych na brzegu ª¡czonych
pªatów. Wówczas miejscowo, tylko w tych w¦zªach, wzrasta liczba stopni swobody z pi¦ciu do
sze±ciu.
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malnej do powierzchni podstawowej poszczególnych pªatów, mo»e prowadzi¢ do
powa»nych bª¦dów i sztucznych form wyboczenia (zob. np. Schmidt, Damrath
i Pahl [1977]). Sposób b. daje si¦ zastosowa¢ praktycznie tylko do modelo-
wania powªok zaªamanych (poª¡cze« zªo»onych z dwóch pªatów, zob. np. Ge-
bhardt [1990]). Oba sposoby caªkowicie zawodz¡ w przypadku ortogonalnego
ª¡czenia elementów pr¦towych i pªytowych/powªokowych.

Prób¦ sformalizowania na drodze wariacyjnej sposobu a., przy tylko miej-
scowej transformacji dwóch parametrów obrotu do ukªadu globalnego, podj¦to
w pracy Simo [1993]. W wyniku otrzymano element o 5/6 stopniach swobody
w w¦zªach z otoczenia zaªamania powªoki31.

II. Podej±cie wprowadzaj¡ce szósty stopie« swobody. W tym podej±ciu,
stosowanym w elementach sformuªowanych na podstawie teorii klasycznych trój-
lub pi¦cioparametrowych, próbuje si¦ rozwi¡za¢ problem analizy powªok wielopªa-
towych na poziomie numerycznym przez rozszerzenie liczby parametrów obrotu
w w¦¹le z dwóch do trzech32. Trzeci parametr obrotu, za Burzy«skim [1949]
zwany tu owini¦ciem (ang. drilling rotation), formuªuje i wbudowuje si¦ do ele-
mentów powªokowych o pi¦ciu parametrach w w¦¹le na wiele � z reguªy nierów-
nowa»nych � sposobów. Podej±cie to jest jednym z popularniejszych, co znaj-
duje odbicie w stosunkowo licznej literaturze potwierdzaj¡cej jedynie napotykane
trudno±ci (zob. np. Frey [1990], nota historyczna Bergan i Felippa [1985]).
Wyró»ni¢ tu mo»na dwa sposoby:

IIa. In»ynierski sposób wprowadzenia szóstego stopnia swobody. Polega
on na dodaniu (przez ró»ne zabiegi) sztywno±ci sprz¦»onej z szóstym stopniem
swobody. Najbardziej popularne sposoby polegaj¡ na dodaniu bezpo±rednio do
w¦zªa elementu �kcyjnej sztywno±ci obrotowej33 (zorientowanej spr¦»ynki, jak to
opisuje np. Zienkiewicz [1972], implementacja np. Bathe i Ho [1981], Talbot
i Dhatt [1986], tak»e Chró±cielewski, Górski i Iwicki [1995]) lub na wbu-
dowaniu w element (pªaski) wzdªu» jego boków zast¦pczej belki o odpowiednio
dobranej i ukierunkowanej sztywno±ci gi¦tnej (Argyris i inni [1979]).

31Praca Simo [1993] zawiera pewne niedomówienie odno±nie szóstego stopnia swobody. Za-
uwa»ono, »e w ramach wi¦zów T�R trzeci obrotowy stopie« swobody jest nieokre±lony. Nie ozna-
cza to jednak, »e mo»na przyj¡¢, tak jak si¦ to sugeruje, jego zerow¡ warto±¢ (zero jest warto±ci¡
okre±lon¡, a zatem trzeba poda¢ równie» odpowiedni¡ do tej warto±ci relacj¦ wi¦zów). W tej
pracy wyra¹nie mówi si¦ o powªokach niegªadkich i w pewnym sensie o kinematycznych warun-
kach ci¡gªo±ci. Praca Simo [1993], w kontek±cie szóstego stopnia swobody, ª¡czy w sobie cechy
dyskutowanych dalej podej±¢ � dyskretnego IIb i kontynualnego w wersji wariacyjnej IIIb.

32Przez trzeci parametr obrotu (szósty stopie« swobody) rozumiemy zarówno naturalny para-
metr, wynikaj¡cy z teorii powªok lub jego wielko±¢ pochodn¡, jak i jego dyskretny odpowiednik,
zwi¡zany z opisem szeroko poj¦tego obrotu normalnego do powierzchni podstawowej powªoki.

33W pracy Jetteur i Frey [1986] podano, »e zastosowanie �kcyjnej spr¦»ynki o powszech-
nie przyjmowanej sztywno±ci równej 10−4 × mniejsza sztywno±¢ w¦zªowa na zginanie (Bathe
i Ho [1981]), w przypadku analizy wst¦pnie skr¦conej belki (zob. p. 6.5.3) prowadzi do stukrot-
nego zawy»enia wyników w przesuni¦ciach.
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Sposób ten, wprowadzaj¡cy energetycznie sprz¦»on¡ z owini¦ciem sztywno±¢
obrotow¡, ma pewne cechy formalnego podej±cia do problemu od strony dyna-
micznej i kinematycznej.

IIb. Dyskretyzacyjny sposób wprowadzenia szóstego stopnia swobody.
�ródeª tego podej±cia mo»na dopatrywa¢ si¦ w próbie poprawienia wªasno±ci ele-
mentów pªaskiego stanu napr¦»enia lub odksztaªcenia zginanych w swojej pªasz-
czy¹nie (MacNeal i Harder [1988]). Popraw¦ modelowania efektu zginania
otrzymuje si¦ przez podniesienie rz¦du interpolacji pól niewiadomych. W wyniku
zwi¦kszenia rz¦du interpolacji pojawiaj¡ si¦ dodatkowe stopnie swobody w w¦-
zªach elementu. Ka»dy z tych stopni mo»na zinterpretowa¢ jako obrót normalny
do pªaszczyzny elementu. Stosuj¡c analogiczne post¦powanie, próbuje si¦ na po-
ziomie dyskretnym wbudowa¢ szósty stopie« swobody w standardowe elementy
powªokowe, zdegenerowane lub klasyczne. W standardowych elementach klasy C1

proponuje si¦ interpretacj¦ szóstego stopnia swobody przez kombinacj¦ skªado-
wych pierwszych pochodnych przesuni¦¢ w powierzchni elementu (np. Tocher
i Hartz [1967] dla tarcz, Olson i Bearden [1979], Lee i Harris [1979], Tal-
bot i Dhatt [1986], tak»e Chró±cielewski [1983]). Pozostaªe niein»ynierskie
parametry w¦zªowe s¡ eliminowane na drodze kondensacji statycznej.

Jedna z mo»liwo±ci rozszerzenia elementów powªokowych o szósty stopie« swo-
body, wymagaj¡ca w aproksymacji stanu membranowego ci¡gªo±ci klasy C0 (np.
Stolarski i inni [1984], Jetteur i Frey [1986]34, Jasina [2003]), bazuje na
tzw. niekonwencjonalnej interpolacji Allmana, zaproponowanej w pracy Allman
[1984]. W tym podej±ciu do pªaskiego elementu trójw¦zªowego wprowadzono po-
j¦cie obrotu ª¡cznika wierzchoªków elementu35 (ang. vertex rotation). Inny spo-
sób wprowadzenia normalnego, obrotowego stopnia swobody do elementu tar-
czowego, na gruncie tzw. sformuªowania swobodnego, zaproponowano w pracy
Bergan i Felippa [1985]. Ten typ podej±cia, operuj¡cego bezpo±rednio na po-
ziomie macierzy sztywno±ci, zastosowano do konstrukcji elementu powªokowego
(np. Bergan i Nygard [1986]).

Propozycje niekonwencjonalnej interpolacji Allmana i sformuªowania swobod-
nego zapocz¡tkowaªy istotny post¦p od strony numerycznej, owocuj¡cy wieloma
pracami nad wbudowaniem szóstego stopnia swobody do elementów powªoko-
wych. Wspólne obu koncepcjom do±wiadczenia pokazuj¡, »e do wykluczenia nie-
oczekiwanych rozwi¡za« musz¡ by¢ u»yte specjalne ±rodki (Frey [1990]). Po-
nadto, zastosowanie obu podej±¢ ograniczone jest do okre±lonej geometrii ele-
mentu i nie mo»e by¢ u»yte w powªokowych elementach wielow¦zªowych. Tak
wbudowany na poziomie dyskretnym (jedynie w w¦zªach) szósty stopie« swobody

34W pó¹niejszej pracy Jaamei, Frey i Jetteur [1989] pokazano (Tab. 2b), »e analiza zbie»-
no±ci podziaªu elementem JET opracowanym w Jetteur i Frey [1986], w przypadku wst¦pnie
skr¦conej belki (zob. przykªad 3.3), jest procesem rozbie»nym.

35Jasina [2003] dla tak wprowadzonej wielko±ci (ang. vertex rotation) proponuje w j¦zyku
polskim nazw¦ wiert.
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pozwala ª¡czy¢ elementy w analizie powªok nieregularnych. Jest to zasadniczo
równowa»ne speªnieniu kinematycznych warunków ci¡gªo±ci, lecz jedynie w w¦-
zªach. Problem dynamicznych warunków ci¡gªo±ci pozostaje caªkowicie poza t¡
analiz¡.

III. Podej±cie kontynualne. Wychodz¡c z zaªo»enia, »e w rozwi¡zaniu pro-
blemu powªok nieregularnych nieodzowne s¡ wszystkie trzy parametry obrotu,
w ramach tego podej±cia usiªuje si¦ wprowadzi¢ szósty stopie« swobody na po-
ziomie sformuªowania kontynualnego (teoretycznego) problemu. Podej±cie to sto-
suje si¦ zarówno w problemach powªokowych jak i trójwymiarowych. Nale»y tu
wyra¹nie wydzieli¢ dwa sposoby, które mo»na nazwa¢ �zycznym i wariacyjnym.

IIIa. Fizyczne podej±cie kontynualne polega na zast¡pieniu klasycznych mo-
deli � trójwymiarowego o±rodka Cauchy'ego lub dwuwymiarowego, pi¦ciopara-
metrowego modelu powªoki typu Timoszenko�Reissnera � modelami wzbogaco-
nymi: odpowiednio trójwymiarowym lub dwuwymiarowym o±rodkiem Cosserat.
Przyj¦cie modelu wzbogaconego ze wszystkimi sze±cioma stopniami swobody
rozwi¡zuje problem tylko szóstego stopnia swobody. W tym przypadku elementy
sko«czone (zob. np. Szilard [1974] w dodatku B) formuªuje si¦ stosuj¡c stan-
dardowe post¦powanie MES.

Koncepcja modelowania powªok powierzchni¡ typu Cosserat36 jest znana,
ale nie byªy w niej w peªni analizowane warunki ci¡gªo±ci dla powªok nieregu-
larnych. W ramach klasycznego opisu trójwymiarowego przyjmuje si¦, »e ciaªo
typu powªoka jest o±rodkiem Cauchy'ego, natomiast wzbogacony dwuwymiarowy
model powªoki typu Cosserat jest wynikiem ±cisªej redukcji problemu z trzech
do dwóch wymiarów (Reissner [1974], Libai i Simmonds [1983, 1998], Sim-
monds [1984a], Chró±cielewski, Makowski i Stumpf [1992, 1994, 1997],
Makowski i Stumpf [1994], Chró±cielewski [1996], Makowski i Chró-
±cielewski [1998], Pietraszkiewicz [2001b]).

Mo»na jednak za punkt wyj±cia przyj¡¢ trójwymiarowy o±rodek Cosserat,
a nast¦pnie zredukowa¢ problem z trzech do dwóch wymiarów. Stosuj¡c takie
post¦powanie, w pracy Sansour i Bednarczyk [1995] (zob. tak»e Sansour
i Bocko [1998]) otrzymano dwuwymiarowy model Cosserat. Podej±cie takie wy-
daje si¦ jednak raczej sztuczne, poniewa» nigdy nie wyznaczono staªych mate-
riaªowych nawet dla liniowo spr¦»ystych trójwymiarowych materiaªów tego typu.
Ponadto, nie jest te» wcale oczywistym jak nale»y dobra¢ zaªo»enia potrzebne do
redukcji problemu z trzech do dwóch wymiarów (zwªaszcza dla obrotów).

36Zaproponowan¡ oryginalnie przez braci Cosserat [1909] koncepcj¦ podj¦to na gruncie
teoretycznym (zakres liniowy) w pracach Günther [1961], Reissner [1970] oraz (zakres nie-
liniowy) �ilin [1982], Altenbach i �ilin [1988]. W pracy Atluri i Pian [1972], po±wi¦conej
zagadnieniom liniowym, koncepcj¦ t¦ rozwa»ano w kontek±cie MES, jednak bez opracowania
elementów i przeliczenia stosownych przykªadów. Podano tam zasady wariacyjne z osªabionymi
warunkami ci¡gªo±ci dla pól niewiadomych w ramach teorii powªok regularnych.
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IIIb. Wariacyjne podej±cie kontynualne. W ramach trójwymiarowego o±-
rodka ci¡gªego typu Cauchy'ego dobrze zde�niowanym obrotem lokalnym jest
tensor obrotu R, wynikaj¡cy z rozkªadu biegunowego gradientu deformacji F =
RU = VR. W mechanice o±rodka ci¡gªego tensor R nie jest jednak wielko±ci¡
niezale»n¡ i wyra»a si¦ przez gradient pola przesuni¦¢ ∇u.

Badur i Pietraszkiewicz [1986] przeformuªowali klasyczny, trójwymia-
rowy model mechaniki o±rodka Cauchy'ego do równowa»nej postaci, ale wy-
ra»onej przez struktur¦ kinematyczn¡ o±rodka Cosserat ze zwi¡zanymi mikro-
obrotami tak, aby byªy one zawsze równe makroobrotom R. W tym przypadku
mno»niki Lagrange'a równa« wi¦zów narzuconych na mikroobroty s¡ dodat-
kowymi zmiennymi dynamicznymi, wchodz¡cymi równie» do energii spr¦»ystej
o±rodka. Do takiego o±rodka typu Cosserat wprowadzono nast¦pnie hipotezy
teorii powªok typu K�L i skonstruowano odpowiedni dwuwymiarowy funkcjo-
naª caªkowitej energii potencjalnej. W tym funkcjonale trzy przesuni¦cia, trzy
obroty i cztery dodatkowe mno»niki Lagrange'a s¡ podstawowymi zmiennymi
niezale»nymi. Ta koncepcja zostaªa rozwini¦ta w pracy Pietraszkiewicz [1989],
gdzie podano szereg dodatkowych zasad globalnych i przyrostowych, a odpo-
wiadaj¡ce temu sformuªowaniu kinematyczne i dynamiczne warunki ci¡gªo±ci na
krzywych i w punktach osobliwych sformuªowaª Pietraszkiewicz [2001a]. Nie-
stety, dla tego sformuªowania nie opracowano dot¡d odpowiednich elementów
sko«czonych.

Mo»na równie», wykorzystuj¡c koncepcj¦ mno»ników Lagrange'a, skonstru-
owa¢ trójwymiarowy funkcjonaª dwupolowy z u i R jako zmiennymi niezale»-
nymi, wª¡czaj¡c warunek uboczny 1 + ∇u = RU z odpowiednim mno»nikiem
Lagrange'a (zob. Hughes i Brezzi [1989] � pªaskie zagadnienie liniowe, Simo,
Fox i Hughes [1992] � teoria nieliniowa). Funkcjonaª taki stanowi nast¦pnie
podstaw¦ formuªowania trójwymiarowych elementów sko«czonych przy zastoso-
waniu koncepcji elementów mieszanych (np. elementy pªaskie Hughes, Masud
i Harari [1995] � w zagadnieniach liniowych, Ibrahimbegovi¢ [1993], Ibra-
himbegovi¢ i Frey [1995] � w zagadnieniach nieliniowych). Dyskretyzacji pod-
legaj¡ w tym przypadku u, R i odpowiedni mno»nik Lagrange'a M, maj¡cy
interpretacj¦ tensora napr¦»e« momentowych.

W przypadku powªok cz¦sto stosuje si¦ podobn¡ koncepcj¦. Punktem wyj-
±cia jest tu pi¦cioparametrowy model typu T�R z dwoma parametrami obrotu.
Analogiczn¡ do przypadku trójwymiarowego zasad¦ wariacyjn¡ tworzy si¦ wpro-
wadzaj¡c dodatkowo jedynie trzeci parametr obrotu jako zmienn¡ niezale»n¡.
Trzeba jednak zauwa»y¢, »e w ramach teorii powªok typu T�R nie istnieje oczy-
wisty warunek uboczny typu 1+∇u = RU. Zwykle przyjmuje si¦, »e rol¦ takiego
warunku speªnia obrót w pªaszczy¹nie stycznej do powierzchni podstawowej po-
wªoki, okre±lony caªkowicie przez przesuni¦cia styczne i ich gradienty. To przybli-
»one zaªo»enie jest uzasadnione w tym sensie, »e w przypadku redukcji zagadnie-
nia do tarczy pokrywa si¦ ono ze sformuªowaniem trójwymiarowym. Koncepcja
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ta rozwini¦ta zostaªa pracach37 np. Fox i Simo [1990]38, Gruttmann, Wagner
i Wriggers [1992], Radwa«ska, Urba«ski i Waszczyszyn [1993], Ibrahim-
begovi¢ [1994], Ibrahimbegovi¢ i Frey [1994a,b], Rengarajan, Aminpour
i Knight [1995].

W pracach Wi±niewski [1997, 1998], Wi±niewski, Kleiber i Turska
[2000], Wi±niewski i Turska [2000, 2001] punktem wyj±cia jest trójwymiarowa
mieszana zasada prac wirtualnych, wyra»ona za pomoc¡ wektora deformacji χ

i trzech parametrów tensora obrotu Q oraz sko±nie-symetrycznego tensora na-
pr¦»e« TB

a = skew(QTT), gdzie T jest pierwszym tensorem napr¦»e« Pioli�
Kirchho�a. Miar¡ napr¦»e« jest symetryczny tensor Biota TB

s = sym(QTT),
a miar¡ odksztaªce« jest symetryczny tensor rozci¡gni¦cia H = sym(QTF) − I.
Równania powªok otrzymuje si¦, nakªadaj¡c hipotez¦ typu T�R na kinematyk¦
deformacji χ i aproksymacje obrotu Q po grubo±ci powªoki. Przyjmuj¡c ró»ne
zaªo»enia dotycz¡ce kinematyki i aproksymacji obrotu, wyprowadzono trzy wa-
rianty równa« powªok o ró»nej liczbie (3, 4, 6) parametrów zwi¡zanych z obro-
tem.

W cytowanych powy»ej pracach, jak i w innych wykorzystuj¡cych t¦ koncep-
cj¦, nie dyskutuje si¦ dynamicznych warunków ci¡gªo±ci.

W pracy Kanok-Nukulchai [1979], w ramach klasycznej koncepcji ele-
mentu zdegenerowanego, trzeci parametr obrotu doª¡czany jest za po±rednictwem
funkcji kary przez odpowiednie zde�niowanie energii odksztaªcenia spr¦»ystego.
W pracy Allman [1988] najpierw sformuªowano elementy sko«czone bez odpo-
wiedniej zasady wariacyjnej, a dopiero pó¹niej zauwa»ono, »e tak sformuªowane
elementy maj¡ uzasadnienie matematyczne w omówionej wy»ej koncepcji.

Reasumuj¡c nale»y podkre±li¢, »e zarówno w problemach trój- jak i dwuwy-
miarowych uzyskane odpowiednie zasady wariacyjne, z przesuni¦ciami, obrotami
i mno»nikami Lagrange'a jako zmiennymi niezale»nymi, pozwalaj¡ formuªowa¢
ró»ne elementy sko«czone o sze±ciu parametrach kinematycznych w w¦zªach. Jed-
nak w elementach tego typu, tak jak w przypadku innych zasad mieszanych,
wyst¦puj¡ dodatkowe utrudnienia towarzysz¡ce dyskretyzacji tego typu zasad
wielopolowych.

IV. Podej±cie wykorzystuj¡ce elementy przej±ciowe. W obszarze poª¡cze-
nia wielopªatowego lub innej nieregularno±ci, gdzie teoria powªok z zaªo»enia nie
mo»e dostarczy¢ ±cisªych rozwi¡za«, mo»na wprowadzi¢ elementy przej±ciowe,
uwzgl¦dniaj¡ce odpowiednie cechy mechaniczne poª¡czenia. Wyst¦puj¡ tu dwie
mo»liwo±ci.

37Podej±cie to cechuje pewna niekonsekwencja, wynikaj¡ca chyba z historii rozwoju teorii
powªok. Polega ona na tym, »e najpierw wprowadza si¦ hipotez¦ kinematyczn¡ typu T�R,
eliminuj¡c¡ trzeci parametr obrotu (owini¦cie), a nast¦pnie na drodze wariacyjnej, poprzez
mno»niki Lagrange'a, usiªuje si¦ wbudowa¢ ten obrót z powrotem w teori¦.

38Praca ta do tej pory nie doczekaªa si¦ kontynuacji w postaci opracowania elementów sko«-
czonych i przeliczenia stosownych przykªadów powªok nieregularnych.
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Pierwsza, to pozostawienie opisu obszaru poª¡czenia wielopªatowego na po-
ziomie trójwymiarowym. W obszarze poª¡czenia stosuje si¦ wtedy odpowied-
ni¡ dyskretyzacj¦ bryªowymi elementami sko«czonymi i elementami specjalnymi,
przechodz¡cymi poza obszarem poª¡czenia (na podstawie zaªo»e« kinematycz-
nych) w elementy powªokowe. Koncepcj¦ tego typu elementów przej±ciowych
(z trzech do dwóch wymiarów) w ramach elementów zdegenerowanych przed-
stawiono np. w pracach Bathe i Bolourchi [1980] i Bathe [1996]. Analiz¦
porównawcz¡, w kontek±cie teorii powªok z zastosowaniem elementów przej±cio-
wych, na przykªadzie modelowania naro»a ramy, zawiera pracaBathe, Lee i Bu-
calem [1990]. Odpowiednie przykªady zastosowa« technicznych do analizy poª¡-
czenia rur stalowych (wª¡cznie z modelowaniem spoin) przedstawili np. Cofer
i Will [1991, 1992].

Drug¡ mo»liwo±ci¡ jest konstrukcja specjalnego ª¡cznika39 pªatów powªoki,
typu pr¦towego elementu przestrzennego, na zasadzie redukcji do jednego wy-
miaru o±rodka trójwymiarowego, geometrycznie pokrywaj¡cego si¦ z obszarem
poª¡czenia wielopªatowego (por. Makowski i Stumpf [1994]). W tym przy-
padku, poza zale»no±ciami wynikaj¡cymi z redukcji z trzech do jednego wymiaru,
pr¦t taki mo»na wyposa»y¢ w dodatkowe wªasno±ci potrzebne do wªa±ciwego
opisu rozwa»anego zagadnienia (np. Mees i Vermeir [1993]).

Ten typ podej±cia, wykorzystuj¡cy elementy przej±ciowe, zarówno trój- jak
i jednowymiarowe, konstruowane odpowiednio do potrzeb, wydaje si¦ najwªa-
±ciwszym sposobem modelowania poª¡cze« wielopªatowych powªok. Podej±cie to
wychodzi jednak poza rozwa»ania samej teorii powªok i w implementacji nume-
rycznej wymaga rozszerzenia biblioteki elementów sko«czonych. W pierwszym
przypadku zastosowanie dyskretyzacji elementami bryªowymi powoduje znaczny
wzrost czasu oblicze«, a st¡d i kosztów rozwi¡zania.

Warto wspomnie¢ tak»e o stosowaniu takich elementów przej±ciowych, któ-
rych celem nie jest udoskonalenie teorii powªok, lecz uproszczenie opisu przez za-
stosowanie jednowymiarowych elementów pr¦towych w miejsce elementów sko«-
czonych bryªowych czy powªokowych. Sposób ten jest od dawna powszechnie sto-
sowany w praktycznych obliczeniach in»ynierskich zªo»onych konstrukcji cienko-
±ciennych (np. Branicki, Chró±cielewski i Taraszkiewicz [1984]). W tego
typu konstrukcjach miejsca o szczególnym znaczeniu dla ich no±no±ci, takie jak
w¦zªy poª¡czenia pr¦tów i naro»a ram, obszary podparcia i przyªo»enia obci¡»e«,
miejsca przewidywanej koncentracji napr¦»e« czy zagro»one lokalnym wybocze-
niem itp., modelowane s¡ (dokªadniej) elementami powªokowymi, a pozostaªe cz¦-

39W in»ynierskich obliczeniach MES zªo»onych struktur przestrzennych stosowane jest po-
dobne podej±cie. �¡czenie w struktur¦ cz¦±ci konstrukcji modelowanych jednocze±nie ró»nymi
elementami (np. tarczowymi o 2, bryªowymi o 3, wiotkimi membranowymi o 3, pªytowymi o 3
czy powªokowymi o 5 stopniach swobody w w¦¹le) polega na wprowadzeniu w miejscach zª¡cza
�kcyjnego belkowego elementu o 6 stopniach swobody w w¦¹le. Przykªad takiego podej±cia,
z ª¡cznikiem wyposa»onym w równania konstytutywne, odnale¹¢ mo»na w pracy Bernadou,
Fayolle i Lene [1989], dotycz¡cej modelowania �zawiasowego� poª¡czenia pªyt typu Kirch-
ho�a.
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±ci modelowane s¡ (zgrubnie) elementami pr¦towymi. Obszary, w których wska-
zane jest zastosowanie opisu elementami powªokowymi, okre±la si¦ najcz¦±ciej na
podstawie wcze±niejszej wst¦pnej analizy problemu modelem pr¦towym. Podej-
±cie to wymaga wprowadzenia specjalnego elementu lub szczególnego sposobu
opisu obszaru przej±cia, zapewniaj¡cego spójno±¢ modelu powªokowego i pr¦to-
wego (zob. np. Wagner [2000]).

5.2. Przemieszczeniowe elementy sko«czone
5.2.1. Wspóªrz¦dne �zyczne

W poprzednich rozdziaªach posªugiwali±my si¦ pewn¡ dowoln¡ parametryza-
cj¡ lokaln¡ ξ ≡ (ξ1, ξ2) nieodksztaªconej powierzchni podstawowej powªoki M
z przyj¦t¡, w ka»dym punkcie powierzchni M , trójk¡ wektorów kierunkowych
(tzw. wektorów naje»enia) {t0

i }. W ogólnym przypadku, omawiane na tak spara-
metryzowanej powierzchni M skªadowe zmiennych dynamicznych i kinematycz-
nych teorii powªok s¡ pozbawione wymiarów �zycznych.

Przy rozwi¡zywaniu konkretnych zada«, a tak»e na potrzeby wyprowadzenia
powªokowych elementów sko«czonych, bardziej po»¡dane s¡ skªadowe �zyczne
tych zmiennych. Otrzymuje si¦ je w sposób przedstawiony w podrozdziale 2.4.
Dostosujmy wi¦c te wyniki do konwencji u»ywanej przy formuªowaniu elementów
sko«czonych.

Od strony formalnej zakªadamy, »e powierzchnia podstawowa powªoki M jest
lokalnie parametryzowana przez wspóªrz¦dne ortogonalne η = (η1, η2) tworz¡ce
siatk¦ na M . W szczególno±ci, mog¡ by¢ one wspóªrz¦dnymi wzdªu» gªównych
krzywizn powierzchni M . Przez s = (s1, s2) oznaczmy poszukiwane przez nas
wspóªrz¦dne w postaci parametrów dªugo±ci ªuku wzdªu» η = (η1, η2), dla których

dsα = ααdηα, αα =
√

~x ,α · ~x ,α , α = 1, 2 (nie sumowa¢). (5.2.1)

Stowarzyszone z parametrami s = (s1, s2) jednostkowe wektory bazy natural-
nej t0

α i jednostkowy wektor normalny t0 do tak sparametryzowanej powierzchni
podstawowej maj¡ z de�nicji posta¢ (rys. 5.2.1)

t0
α =

∂~x
∂sα

, α = 1, 2 (nie sumowa¢), t0 ≡ t0
3 = t0

1 × t0
2. (5.2.2)

Wektory t0
i tworz¡ ortonormaln¡ baz¦, okre±lon¡ w ka»dym punkcie powierzchni

podstawowej M . Tak zde�niowana ortonormalna baza jest bardzo wygodna w ob-
liczeniach, bowiem umo»liwia zapisanie wszystkich relacji mechaniki powªok bez-
po±rednio we wspóªrz¦dnych �zycznych.

W ramach rozwa»anej tu ogólnej teorii powªok, geometria kon�guracji nie-
odksztaªconej powªoki jest okre±lana przez wektor wodz¡cy ~x powierzchni pod-
stawowej oraz przez niezale»ne pole trójek wektorów kierunkowych {t0

i }. Pola
te od tego miejsca traktujemy lokalnie jako funkcje parametrów ªukowych, tj.
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Rys. 5.2.1. Formalna parametryzacja nieodksztaªconej powierzchni podstawowej.

~x = ~x (sβ), t0
i (sβ). Takie formalne podej±cie wymaga okre±lenia lokalnej para-

metryzacji s = (s1, s2) powierzchni M . Od strony obliczeniowej bezpo±rednie
okre±lenie parametrów dªugo±ci ªuku s = (s1, s2), szczególnie w zadaniach doty-
cz¡cych powªok wielopªatowych, jest kªopotliwe i nie jest bezpo±rednio potrzebne.

W kontek±cie sformuªowania elementów sko«czonych pola naje»enia {t0
i } trak-

tuje si¦ z góry jako cz¦±¢ danych zadania, tak jak pole wektora wodz¡cego ~x .
Naje»enie {t0

i } de�niujemy w najwygodniejszej do oblicze« postaci, a wi¦c jako
trójk¦ ortonormaln¡:

t0
i · t0

j = δij , t0
i = t i

0 , t0 ≡ t3
0 . (5.2.3)

Zatem od tej chwili przyj¦cie {t0
i } jako danych w postaci (5.2.3), na podstawie

(5.2.2), jest równowa»ne z okre±leniem parametrów ªukowych s = (s1, s2) na M
(rys. 5.2.2).

Rys. 5.2.2. Parametryzacja nieodksztaªconej powierzchni podstawowej przez podanie
wektorów kierunkowych.
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Poniewa» ortonormaln¡ trójk¦ naje»enia {t0
i } z (5.2.3) mo»na zde�niowa¢

w ka»dym punkcie M przez wªa±ciw¡ transformacj¦ ortogonaln¡ bazy {ei} glo-
balnego ukªadu odniesienia

t0
i (x ) = T 0(x ) ei , i = 1, 2, 3, (5.2.4)

to podanie jako danych naje»enia {t0
i } jest równowa»ne z okre±leniem tensora

T 0 = T 0(x ) interpretowanego w tym przypadku jako tensor obrotu.
Z zale»no±ci (5.2.4) i wcze±niejszych zwi¡zków, okre±laj¡cych deformacj¦ wek-

torów kierunkowych wynika, »e

t i(x , t) = Q(x , t) t0
i (x ) = Q(x , t)T 0(x ) ei = T (x , t) ei . (5.2.5)

Poniewa» tensor T 0(x ) jest ustalony i stanowi cz¦±¢ danych wej±ciowych algo-
rytmu rozwi¡zania, st¡d wynika, »e zamiast tensora T (x , t) = Q(x , t)T 0(x )
mo»na równowa»nie przyj¡¢ tensor obrotu Q(x , t) jako zmienn¡ niezale»n¡ za-
gadnienia pocz¡tkowo�brzegowego.

5.2.2. Skªadowe �zyczne

Gdy powierzchnia podstawowa M jest sparametryzowana przez dªugo±ci ªuku
s = (s1, s2) wspóªrz¦dnych ortogonalnych, wówczas wszystkie wielko±ci kine-
matyczne i dynamiczne oraz wi¡»¡ce je relacje maj¡ wymiary �zyczne. Przyj¦-
cie takiego sposobu parametryzacji prowadzi bezpo±rednio do pojawienia si¦ we
wszystkich zale»no±ciach wspóªrz¦dnych �zycznych wszystkich zmiennych bez ko-
nieczno±ci stosowania dodatkowych zabiegów.

Rys. 5.2.3. Skªadowe �zyczne przekrojowych siª i momentów.

Zatem pami¦taj¡c, »e {t0
i } jest teraz baz¡ ortonormaln¡, skªadowe �zyczne

wektorów przekrojowych siª i momentów w reprezentacji materialnej zde�niowane
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s¡ nast¦puj¡co (por. p. 2.4.5):

n〈1〉 = N 〈11〉t0
1 + N 〈12〉t0

2 + Q〈1〉t0 ,

n〈2〉 = N 〈21〉t0
1 + N 〈22〉t0

2 + Q〈2〉t0 ,
(5.2.6)

m〈1〉 = −M 〈12〉t0
1 + M 〈11〉t0

2 + M 〈1〉t0 ,

m〈2〉 = −M 〈22〉t0
1 + M 〈21〉t0

2 + M 〈2〉t0 .

W podobny sposób s¡ de�niowane skªadowe �zyczne zarówno wektorów po-
wªokowych miar odksztaªce« jak i wszystkich innych wielko±ci dynamicznych i ki-
nematycznych w reprezentacji materialnej, pojawiaj¡cych si¦ w równaniach me-
chaniki powªok (por. p. 2.4.4), np.

ε〈1〉 = ε〈11〉t0
1 + ε〈12〉t0

2 + ε〈1〉t0 ,

ε〈2〉 = ε〈21〉t0
1 + ε〈22〉t0

2 + ε〈2〉t0 ,
(5.2.7)

κ〈1〉 = −κ〈12〉t0
1 + κ〈11〉t0

2 + κ〈1〉t0 ,

κ〈2〉 = −κ〈22〉t0
1 + κ〈21〉t0

2 + κ〈2〉t0 .

Z zale»no±ci (5.2.5) wynika, »e skªadowe �zyczne wektorów przekrojowych siª
i momentów (nβ,mβ) oraz powªokowych miar odksztaªce« (εβ,κβ) w reprezen-
tacji przestrzennej, zde�niowane wzgl¦dem obracaj¡cej si¦ trójki wektorów kie-
runkowych {t i} zwi¡zanych z aktualn¡ powierzchni¡ podstawow¡, s¡ zgodne ze
skªadowymi �zycznymi wektorów przekrojowych siª i momentów (nβ,mβ) i po-
wªokowych miar odksztaªce« (εβ, κβ) w reprezentacji materialnej zde�niowanymi
zale»no±ciami (5.2.6) i (5.2.7). W rezultacie, oba zestawy przekrojowych miar na-
pr¦»en i miar odksztaªce« mog¡ by¢ równowa»nie u»yte w formuªowaniu elemen-
tów sko«czonych.

5.2.3. Typowy element sko«czony
W elementach powªokowych, tak jak w innych elementach sko«czonych,

aproksymacji podlegaj¡ nie tylko pola niewiadomych, lecz tak»e ich dziedzina,
tutaj powierzchnia podstawowa M . W ramach rozwa»anej ogólnej teorii powªok
opis pocz¡tkowej kon�guracji wymaga, poza okre±leniem powierzchni M przez
wektor wodz¡cy ~x , podania tak»e jej naje»enia trójk¡ wektorów kierunkowych
{t0

i }, i = 1, 2, 3.
Zgodnie ze standardow¡ procedur¡ metody elementów sko«czonych, po-

wierzchnia podstawowa powªoki M =
⋃

e∈Ne
Π(e) jest reprezentowana jako suma

nie pokrywaj¡cych si¦ poddziedzin � elementów sko«czonych Π(e) . W ramach
koncepcji elementów izoparametrycznych, typowy element sko«czony jest de�nio-
wany jako gªadkie odwzorowanie elementu standardowego π(e) ∈ R2, odniesionego
do wspóªrz¦dnych naturalnych (zob. podrozdziaª 4.3)

ξ ≡ (ξ1, ξ2) ∈ [−1,+1]× [−1, +1] ⊂ R2. (5.2.8)
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Rys. 5.2.4. Dyskretyzacja nieodksztaªconej powierzchni podstawowej jako dziedziny
problemu.

Rys. 5.2.5. Koncepcja aproksymacji powierzchni podstawowej i jej naje»enia.

Standardowy (wzorcowy) element π(e) jest obszarem trójk¡tnym lub prosto-
k¡tnym o n w¦zªach okre±lonych przez warto±ci wspóªrz¦dnych naturalnych

ξ1 , ξ2 , . . . , ξi , . . . ξn , ξa = (ξ1
a , ξ2

a) ∈ π(e) ⊂ R2. (5.2.9)

W¦zªy typowego elementu sko«czonego Π(e) s¡ okre±lone przez ich wektory wo-
dz¡ce ~x a, a = 1, 2, . . . , n.

Ortonormalne trójki wektorów {t0
i }a ≡ {t0

i (x a)} w ka»dym w¦¹le elementu
dane s¡ przez wªa±ciw¡ transformacj¦ ortogonaln¡T 0(x ) ustalonej bazy globalnej
ei zgodnie z (5.2.4) zale»no±ci¡

t0
i (x a) = (T 0)aei , i = 1, 2, 3, a = 1, 2, . . . , n. (5.2.10)
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W ten sposób typowy element sko«czony jest caªkowicie okre±lony przez upo-
rz¡dkowane pary (~x ,T 0)a , a = 1, 2, . . . , n. Wektor wodz¡cy ~x (ξ) i tensor orto-
gonalny T 0(ξ) w dowolnym punkcie wewn¡trz elementu sko«czonego trzymujemy
poprzez interpolacj¦ ich wielko±ci w¦zªowych.

5.2.4. Interpolacja wektora wodz¡cego, funkcje ksztaªtu
Wektor wodz¡cy ~x w dowolnym punkcie typowego elementu sko«czonego jest

okre±lony przez standardow¡ formuª¦ interpolacyjn¡

~x (ξ) =
n∑

a=1

La(ξ) ~x a , La(ξb) = δab , a, b = 1, 2, . . . , n, (5.2.11)

gdzie La(ξ) s¡ funkcjami ksztaªtu. W przypadku prostok¡tnych elementów sko«-
czonych funkcje ksztaªtu przyjmuje si¦ zazwyczaj w postaci iloczynów jednowy-
miarowych Lagrange'owskich wielomianów interpolacyjnych.

Rys. 5.2.6. Interpolacja Lagrange'owska w powierzchniowych czworobocznych elementach
sko«czonych.
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5.2.5. Interpolacja obrotów
W ramach rozwa»anej teorii powªok, gªówne trudno±ci zwi¡zane s¡ z interpo-

lacj¡ pola obrotów. Wynika to z faktu, »e grupa obrotów nie posiada struktury
przestrzeni liniowej. Problem ten mo»na obej±¢, u»ywaj¡c lokalnie wolnej od oso-
bliwo±ci trójparametrowej reprezentacji grupy obrotów.

Dla danej parametryzacji SO(3) tensor T 0 jest (lokalnie) reprezentowany
przez trzy parametry obrotu ϑ = (ϑ1, ϑ2, ϑ3) w sposób opisany w podroz-
dziale 4.2. Warto±ci w¦zªowe ϑa parametrów obrotu oblicza si¦ na podstawie
danego tensora obrotu (T 0)a w w¦zªach. Parametry obrotu ϑ(ξ) w dowolnym
punkcie typowego elementu sko«czonego s¡ interpolowane z warto±ci w¦zªowych
przy u»yciu formuªy analogicznej do (5.2.11), a nast¦pnie na ich podstawie, zgod-
nie z wybran¡ parametryzacj¡ SO(3), obliczany jest tensor obrotu

T 0(ξ) = T 0(ϑ(ξ)), ϑ(ξ) =
n∑

a=1

La(ξ) ϑa . (5.2.12)

Ogóln¡ koncepcj¦ i szczegóªowy algorytm interpolacji na grupie obrotów zasto-
sowany w programach autorskich omówiono w podrozdziale 4.3.

5.2.6. Reguªa transformacyjna
Typowy element sko«czony Π(e) jest parametryzowany przez wspóªrz¦dne na-

turalne ξ ≡ (ξ1, ξ2). Z drugiej strony, podstawowe równania mechaniki powªok za-
wieraj¡ pochodne cz¡stkowe wzgl¦dem wspóªrz¦dnych (dªugo±ci ªuku) powierzch-
niowych s = (s1, s2). Niezb¦dna jest zatem reguªa transformacyjna, pozwalaj¡ca
wyrazi¢ pochodne wzgl¦dem wspóªrz¦dnych powierzchniowych s = (s1, s2) przez
pochodne wzgl¦dem wspóªrz¦dnych naturalnych ξ ≡ (ξ1, ξ2).

Poniewa» wektor wodz¡cy ~x mo»e by¢ rozpatrywany jako dana funkcja obu
wspóªrz¦dnych, ~x (sβ) = ~x (ξα(sβ)), z reguªy zamiany zmiennych otrzymujemy

t0
β =

∂~x
∂sβ

=
2∑

α=1

∂~x
∂ξα

∂ξα

∂sβ
, β = 1, 2 (nie sumowa¢). (5.2.13)

Ta reguªa jest stosowalna do dowolnych zmiennych wyst¦puj¡cych w zale»no-
±ciach mechaniki powªok, takich jak np. pole wektorów przesuni¦¢ u lub pole ten-
sorów obrotu Q . Pami¦taj¡c o zale»no±ciach (5.2.2) i znanym naje»eniu (5.2.3),
po uwzgl¦dnieniu reguªy interpolacyjnej typu (5.2.12) na podstawie (5.2.13)
otrzymujemy ukªad równa«

∂ξα

∂sβ
(ξ) =

∂~x (ξ)
∂ξα

· t0
β(ξ) = aα(ξ) ·T 0(ξ) eβ , α, β = 1, 2, (5.2.14)

gdzie
aα = P0

∂~x
∂ξα

. (5.2.15)
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Rys. 5.2.7. Ukªady wspóªrz¦dnych elementu sko«czonego.

St¡d ró»niczkowy element powierzchniowy jest okre±lony przez

da = ds1ds2 = α(ξ) dξ1ξ2, α(ξ) = det
[
∂sα

∂ξβ

]
. (5.2.16)

Wzór (5.2.16) wykorzystuje si¦ przy numerycznym obliczaniu caªek z wielko±ci
elementowych.

5.2.7. Dyskretyzacja sko«czenie elementowa
Przemieszczeniowe elementy sko«czone mo»na m.in. wyprowadzi¢ ze sªabego

sformuªowania zagadnienia pocz¡tkowo-brzegowego w postaci zasady wirtualnych
przemieszcze«. W takim sformuªowaniu zadaniem jest znalezienie zale»nego od
czasu pola uogólnionego przemieszczenia u = (u ,Q) ∈ UA takiego, »e (zob.
p. 4.1.6)

G[u, t;w] ≡ Gd[u, t;w] + Gi[u, t;w]−Ge[u, t;w] = 0, (5.2.17)
∀w = (v ,w) ∈ WA , t ∈ [0,+∞).

Zlinearyzowana posta¢ zasady (5.2.17) jest formuªowana tak jak to przedstawiono
w p. 4.4.1.
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Konstrukcja dyskretyzacji sko«czenie elementowej jest zasadniczo równo-
wa»na okre±leniu rozwi¡zania przybli»onego uh = (uh,Qh) ∈ Uh

A w sko«cze-
nie wymiarowej podprzestrzeni (dokªadniej � podrozmaito±ci) Uh

A ⊂ UA funkcji
podstawowych takich, »e

G[uh, t;wh] ≡ Gd[uh, t;wh] + Gi[uh, t;wh]−Ge[uh, t;wh] = 0, (5.2.18)
∀wh = (vh,wh) ∈ Wh

A , t ∈ [0,+∞],

gdzie Wh
A ⊂ WA oznacza sko«czenie wymiarow¡ podprzestrze« funkcji testowych,

za± h jest charakterystycznym parametrem dyskretyzacji takim, »e uh → u gdy
h → 0 w sensie przyj¦tej de�nicji. Dalej indeks h b¦dziemy pomijali, pozostawia-
j¡c go w domy±le.

U podstaw metody elementów sko«czonych le»y idea konstrukcji funkcji
aproksymacyjnych. Je±li przyj¦ty schemat interpolacji wzdªu» brzegów mi¦dzyele-
mentowych zapewnia wymagan¡ przez rozwa»an¡ teori¦ ci¡gªo±¢ (tutaj klasy C0),
to funkcjonaªy G[u, t;w] i δG[u, t; ∆w,w] mo»na zapisa¢ w postaci sumy funk-
cjonaªów po obszarach elementów

G[u, t;w] =
Ne∑

e=1

G(e)[u, t;w],

(5.2.19)
δG[u, t;∆w,w] =

Ne∑

e=1

δG(e)[u, t;∆w,w].

W rezultacie, zlinearyzowany problem δG[u, t;∆w,w] + G[u, t;w] = 0 przyjmuje
posta¢

Ne∑

e=1

(
δG(e)[u, t;∆w,w] + G(e)[u, t;w]

)
= 0. (5.2.20)

Wobec sumowania w zale»no±ciach (5.2.19) i (5.2.20) dalsze rozwa»ania mo»na
prowadzi¢, ograniczaj¡c si¦ do pojedynczego typowego elementu sko«czonego.

5.2.8. W¦zªowe stopnie swobody, interpolacja pól podstawowych
zmiennych kinematycznych

W wyniku wyboru parametryzacji grupy obrotów, tensor Q jest (lokalnie)
reprezentowany przez trzy skalarne parametry obrotu ϑ = (ϑ1, ϑ2, ϑ3), Q =
Q(ϑ), w sposób opisany w p. 4.2.2. W ka»dym w¦¹le a typowego n-w¦zªowego
elementu sko«czonego mo»na wi¦c zde�niowa¢ sze±¢ parametrów

qa =
{
ua

ϑa

}
=

{
u(ξa)
ϑ(ξa)

}
, a = 1, 2, . . . , n ⇒ q(e) =





q1

q2
...
qn





. (5.2.21)

Tutaj q(e) jest wektorem uogólnionych przemieszcze« w¦zªowych elementu.
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W kontek±cie sformuªowania elementów sko«czonych, wprowadzone w (5.2.21)
wektory qa i q(e) zªo»one s¡ z odpowiedniej sekwencji �zycznych skªadowych wek-
torów translacji ua i wektorów parametrów obrotu ϑa, zapisanych jako macierze
jednokolumnowe. Na podstawie (5.2.21) niewiadome problemu (5.2.20) � trans-
lacje i parametry obrotu � s¡ interpolowane w ramach elementu sko«czonego
przez warto±ci w¦zªowe wedªug nast¦puj¡cej reguªy:

{
u(ξ)
ϑ(ξ)

}
= L(ξ)q(e), (5.2.22)

gdzie L jest macierz¡ zªo»on¡ z funkcji ksztaªtu La(ξ) (zob. podrozdziaª 4.3). Na
podstawie (5.2.22) i zale»no±ci odwrotnej, charakteryzuj¡cej wybran¡ parametry-
zacj¦ grupy obrotów, obliczamy interpolowany tensor obrotu Q(ξ) = Q(ϑ(ξ)),
tak jak to pokazano w p. 4.3.3.

Wynikowy element sko«czony ma w ka»dym w¦¹le sze±¢ stopni swobody: trzy
przesuni¦cia i trzy reprezentuj¡ce obrót. Podczas gdy trzy translacyjne stopnie
swobody maj¡ jasn¡ interpretacj¦ geometryczn¡, to interpretacja trzech stopni
rotacyjnych zale»y od wcze±niej wybranej parametryzacji grupy obrotów. Wy-
godn¡ parametryzacj¦ obrotów, o jasnej interpretacji geometrycznej, otrzymuje
si¦ przez u»ycie wektora obrotu sko«czonego ψ = ψe takiego, »e Q = expΨ ,
gdzie Ψ = adψ oznacza tensor sko±nie symetryczny, którego wektorem osiowym
jest ψ. W przypadku takiej parametryzacji obrotów, zmienne w¦zªowe skªadaj¡
si¦ z trzech skªadowych wektora przesuni¦¢ u i trzech skªadowych wektora obrotu
sko«czonego ψ.

Pochodne czasowe parametrów opisuj¡cych deformacj¦ elementu okre±lone s¡
w sposób analogiczny do (5.2.21)

q̇a =
{ u̇(ξa)

ϑ̇(ξa)

}
, q̈a =

{ ü(ξa)
ϑ̈(ξa)

}
, a = 1, 2, . . . , n

⇒ q̇(e) =





q̇1

q̇2
...
q̇n





, q̈(e) =





q̈1

q̈2
...
q̈n





, (5.2.23)

st¡d ich interpolacja, zgodnie z (5.2.22), przyjmuje posta¢
{ u̇(ξ)

ϑ̇(ξ)

}
= L(ξ) q̇(e) ,

{ ü(ξ)
ϑ̈(ξ)

}
= L(ξ) q̈(e) . (5.2.24)

Schemat interpolacyjny (5.2.22) u»ywany jest tak»e do aproksymacji wirtual-
nych translacji i wirtualnych parametrów obrotu

{
v(ξ)
δϑ(ξ)

}
= L(ξ) δq(e) . (5.2.25)
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Rys. 5.2.8. Powªokowy element sko«czony: opis geometrii pocz¡tkowej i aktualnej.

Rys. 5.2.9. Powªokowy element sko«czony: w¦zªowe stopnie swobody, reprezentacja
przestrzenna.

Wykorzystuj¡c reguª¦ w(ϑ) = Ξ(ϑ) δϑ (p. 4.2.2), uogólnione wirtualne prze-
mieszczenia wyra»ane s¡ przez

w(ξ) =
{
v(ξ)
w(ξ)

}
=

[
1 0
0 Ξ(ξ)

]{
v(ξ)

δϑ(ξ)

}
, (5.2.26)

gdzie macierz Ξ(ξ) jest funkcj¡ parametrów obrotu ϑ(ξ). Parametry ϑ(ξ) obli-
czane s¡ przy u»yciu schematu interpolacyjnego (5.2.22). Podstawiaj¡c (5.2.25)
do (5.2.26), otrzymujemy

w(ξ) = L(ξ) δq(e), L(ξ) = Y(ξ)L(ξ), Y(ξ) =
[

1 0
0 Ξ(ξ)

]
. (5.2.27)
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Poniewa» przestrze« wirtualnych obrotów ma struktur¦ przestrzeni liniowej,
ich interpolacja mo»e by¢ przeprowadzona bezpo±rednio. Mo»na to otrzyma¢ jako
szczególny przypadek interpolacji (5.2.27) przez przyj¦cie Ξ(ξ) jako macierzy jed-
nostkowej 1. Nie ma wi¦c potrzeby wyró»niania tego post¦powania jako oddziel-
nego przypadku. Nale»y jednak odnotowa¢ fakt, »e wirtualne obroty w ró»nych
punktach elementu zakrzywionego, w tym w w¦zªach, nale»¡ do ró»nych prze-
strzeni stycznych i w tym sensie taki sposób bezpo±redniej interpolacji nie jest
do ko«ca poprawny (zob. p. 4.3.4).

Na podstawie zale»no±ci ω(ϑ) = Ξ(ϑ)ϑ̇ (por. p. 4.2.2) wektor uogólnionych
pr¦dko±ci, zªo»ony z wektorów pr¦dko±ci translacyjnej υ i pr¦dko±ci obrotowej ω,
interpolujemy analogicznie do (5.2.26) i (5.2.27)

v(ξ) =
{

υ(ξ)
ω(ξ)

}
=

[
1 0
0 Ξ(ξ)

] { u̇(ξ)
ϑ̇(ξ)

}
, v(ξ) = L(ξ) q̇(e) . (5.2.28)

W przypadku wektora uogólnionych przyspiesze« a, zªo»onego z wektora
przyspiesze« translacyjnych ü i wektora przyspiesze« obrotowych a , schemat
interpolacji ma znacznie bardziej zªo»on¡ form¦. Wynika to z zale»no±ci macie-
rzy L w (5.2.27)2 od czasu t poprzez macierz Ξ(ϑ(ξ, t)). Wykorzystuj¡c reguª¦
a(ϑ) = ω̇(ϑ) = Ξ(ϑ) ϑ̈ + Ξ̇(ϑ) ϑ̇ (p. 4.2.2), otrzymujemy

a(ξ) =
{
ü(ξ)
a(ξ)

}
=

[
1 0
0 Ξ(ξ)

]{ ü(ξ)
ϑ̈(ξ)

}
+

[
0 0
0 Ξ̇(ξ)

]{ u̇(ξ)
ϑ̇(ξ)

}
. (5.2.29)

St¡d schemat interpolacji wektora uogólnionych przyspiesze« przyjmuje posta¢

a(ξ) = L(ξ) q̈(e) + L̇(ξ) q̇(e) , L̇(ξ) =
[

0 0
0 Ξ̇(ξ)

]
L(ξ). (5.2.30)

W przypadku interpolacji pól uogólnionych pr¦dko±ci v i uogólnionych przy-
spiesze« a wyst¦puje inna sytuacja, ni» w przypadku interpolacji uogólnionych
wirtualnych przemieszcze« w (przyrostów ∆w). Bowiem w procesie rozwi¡zania,
w wyniku zastosowania algorytmu caªkowania (aproksymacji) po czasie t, oba
pola v i a wyst¦puj¡ w aproksymacji przestrzennej tylko jako wielko±ci �znane�
(dane). Dlatego, tak jak w przypadku interpolacji ortogonalnego tensora ob-
rotu Q(ξ), mo»na zastosowa¢ analogiczn¡ do opisanej w p. 4.3.3 konstrukcj¦
funkcji interpolacyjnej z przesuni¦ciem, usuwaj¡c¡ osobliwo±¢ Ξ(ϑ). Poniewa»
przestrzenie pr¦dko±ci i przyspiesze«, tak jak przestrze« wirtualnych obrotów,
maj¡ struktury przestrzeni liniowej, interpolacja v i a mo»e by¢ równie» przepro-
wadzona bezpo±rednio. Tak¡ interpolacj¦ mo»na otrzyma¢ jako szczególny przy-
padek (5.2.28) i (5.2.30) przez poªo»enie Ξ(ξ) = 1 ⇒ Ξ̇(ξ) = 0. Warto jednak
przypomnie¢, »e taki sposób bezpo±redniej interpolacji nie jest równie» do ko«ca
poprawny (zob. p. 4.3.4).
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5.2.9. Macierze i wektory elementowe
Podstawiaj¡c obowi¡zuj¡cy dla pojedynczego elementu schemat interpola-

cji (5.2.27) do wyra»enia na zlinearyzowan¡ wewn¦trzn¡ prac¦ wirtualn¡ δGi

(p. 4.4.1), na podstawie (5.2.19) i (5.2.20) otrzymujemy

δG
(e)
i = δqT

(e)

(
K(e)

M +K(e)
G

)
∆q(e) , (5.2.31)

gdzie cz¦±¢ materialna K(e)
M i geometryczna K(e)

G elementowej macierzy sztywno±ci
stycznej K(e)

T s¡ dane przez

K(e)
M =

∫∫

Π(e)

LTBTCBLda, K(e)
G =

∫∫

Π(e)

LTDTGDLda. (5.2.32)

Uwzgl¦dniaj¡c (5.2.19) i (5.2.20), po podstawieniu schematów interpolacji
(5.2.27), (5.2.28) i (5.2.30), obowi¡zuj¡cych dla pojedynczego elementu, do wyra-
»enia na zlinearyzowan¡ wirtualn¡ prac¦ siª bezwªadno±ci δGd (p. 4.4.1), w ogól-
nym przypadku otrzymamy

δG
(e)
i = δqT

(e)

(
M(e)∆q̈(e) + C(e)∆q̇(e) +K(e)

d ∆q(e)

)
, (5.2.33)

gdzie

M(e) =
∫∫

Π(e)

LTmρL da,

C(e) =
∫∫

Π(e)

LT(cρL+mρL̇) da, (5.2.34)

K(e)
d =

∫∫

Π(e)

LTkρL da.

Analogicznie do poj¦¢ dynamiki ciaªa sztywnego, macierze wyst¦puj¡ce w (5.2.34)
nazywa si¦, odpowiednio, macierz¡ mas, rozszerzon¡ macierz¡ »yroskopow¡ i ma-
cierz¡ sztywno±ci od±rodkowej elementu.

W szczególnym przypadku interpolacji bezpo±redniej (Ξ(ξ) = 1) oraz kla-
sycznej dla mechaniki powªok postaci tensorów konstytutywnych p¦du J 1 = m01
i momentu p¦du J 2 = I01 (zob. p. 2.1.10), otrzymujemy C(e) = K(e)

d = O, za±
macierz mas przyjmuje posta¢

M(e) =
∫∫

Π(e)

LTmρLda, mρ =
[

m01 0
0 I01

]
. (5.2.35)
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W przypadku obci¡»e« zale»nych od deformacji, macierze elementowe zale»¡
od warto±ci obci¡»enia i aktualnych przemieszcze« u. Macierze te s¡ wynikiem
linearyzacji wyra»enia na zewn¦trzn¡ prac¦ wirtualn¡ Ge (p. 4.1.6). Gdy ograni-
czymy rozwa»ania do obci¡»enia powierzchniowego p = p(q,u), po u»yciu sche-
matu interpolacyjnego (5.2.27) do zale»no±ci

δGe =
∫∫

M\Γ

wT(F∆w) da (5.2.36)

dla pojedynczego elementu otrzymujemy

δG(e)
e = δqT

(e)K
(e)
L ∆q(e), K

(e)
L =

∫∫

Π(e)

LTFLda, (5.2.37)

gdzie K(e)
L nazywa si¦ macierz¡ obci¡»e« elementu. Macierz K(e)

L musi by¢ obli-
czana oddzielnie dla ka»dego typu zale»no±ci obci¡»enia p od przemieszcze« u.

Elementowy wektor obci¡»e« zewn¦trznych otrzymujemy z zale»no±ci

Ge =
∫∫

M\Γ

wTp(q,u) da (5.2.38)

po zastosowaniu interpolacji (5.2.27)

G(e)
e = δqT

(e)p
(e), p(e) =

∫∫

Π(e)

LTp(q,u) da. (5.2.39)

Zale»no±ci dla obci¡»enia liniowego pΓ , dziaªaj¡cego na krzywej Γ poª¡cze«
pªatów regularnych, i obci¡»enia liniowego s∗, dziaªaj¡cego na brzegu powªoki
∂Mf o zadanych napr¦»eniowych warunkach brzegowych, otrzymuje si¦ w spo-
sób analogiczny do (5.2.37)�(5.2.39). Jednak dziedzin¡ caªkowania nie jest tu po-
wierzchnia Π(e) lecz odpowiednie krzywe, które z zaªo»enia pokrywaj¡ si¦ z brze-
gami odpowiednich elementów sko«czonych ∂Π(e) . W ramach metody elementów
sko«czonych uwzgl¦dnia si¦ równie» obci¡»enia w postaci siª i momentów sku-
pionych

∑
aw

T
a pa dziaªaj¡cych w w¦zªach a, wprowadzaj¡c je bezpo±rednio do

globalnego wektora obci¡»enia.
W¦zªowy wektor siª wewn¦trznych jest skªadnikiem funkcjonaªu G[u, t;w].

Z funkcjonaªu Gi (zob. p. 4.1.6) po u»yciu schematu interpolacyjnego (5.2.27)
otrzymujemy

G
(e)
i = δqT

(e)r
(e), r(e) =

∫∫

Π(e)

LTBTŝ(u) da. (5.2.40)
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Analogicznie do (5.2.40), z funkcjonaªu Gd (zob. p. 4.1.6) obliczamy dla ogól-
nego przypadku w¦zªowy wektor siª bezwªadno±ci

G
(e)
d = δqT

(e)b
(e), b(e) =

∫∫

Π(e)

LT b̂(a, v) da. (5.2.41)

Dla szczególnych postaci tensorów konstytutywnych p¦du i momentu p¦du, pro-
wadz¡cych do (5.2.35)2, wektor b(e) okre±lony jest nast¦puj¡co:

b(e) =
∫∫

Π(e)

LTmρada = M(e) q̈(e). (5.2.42)

Ostatecznie, dla typowego elementu sko«czonego zlinearyzowane równanie
(5.2.20) przyjmuje w ogólnym przypadku dyskretn¡ form¦

M(e)∆q̈(e) + C(e)∆q̇(e) +K(e)
T ∆q(e) = ∆p(e) + j(e), (5.2.43)

gdzie sumaryczna elementowa macierz sztywno±ci stycznej i elementowy wektor
siª niezrównowa»onych maj¡ posta¢

K(e)
T = K(e)

M +K(e)
G −K(e)

L +K(e)
d , j(e) = p(e) − r(e) − b(e). (5.2.44)

Podczas formuªowania zale»no±ci wyst¦puj¡cych po lewej stronie równania
(5.2.43) cz¦sto stosuje si¦ ró»nego typu zabiegi upraszczaj¡ce, co prowadzi do
uªatwienia oblicze«. W przypadku prawej strony, reprezentuj¡cej poprzez j(e) wa-
runki równowagi ukªadu G[u, t;w] = 0, tego typu przybli»enia nie powinny mie¢
miejsca. Wynika to z faktu, »e w metodach iteracyjnych lewa strona (5.2.43) ma
wpªyw tylko na zbie»no±¢ i szybko±¢ zbie»no±ci procesu rozwi¡zania iteracyjnego,
za± prawa strona odpowiada za bª¡d rozwi¡zania.

5.2.10. Elementy Lagrange'owskie
Zgodnie z koncepcj¡ standardowych elementów izoparametrycznych, niewia-

dome problemu s¡ interpolowane przez ich warto±ci w¦zªowe w formie rozprz¦»o-
nej, przyjmuj¡cej w przypadku (5.2.25) posta¢

{
v(ξ)

δϑ(ξ)

}
=

n∑

a=1

La(ξ)
{

δua

δϑa

}
=

n∑

a=1

La(ξ) δqa . (5.2.45)

Wtedy macierz interpolacyjna przyjmuje form¦

L(ξ) =
[
L1(ξ) L2(ξ) . . . Ln(ξ)

]
, La(ξ) =

[
La(ξ)1 0

0 La(ξ)1

]
, (5.2.46)
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gdzie La(ξ) s¡ iloczynami standardowych wielomianów interpolacyjnych La-
grange'a, zob. rys. 4.3.1.

Korzystaj¡c z (5.2.46) i uwzgl¦dniaj¡c (5.2.27)3, obliczamy dyskretne opera-
tory (zob. p. 4.1.5)

B(ξ) = BY(ξ)L(ξ) =
[
B1(ξ) B2(ξ) . . . Bn(ξ)

]
,

(5.2.47)
D(ξ) = DY(ξ)L(ξ) =

[
D1(ξ) D2(ξ) . . . Dn(ξ)

]
.

Podstawiaj¡c (5.2.47) do (5.2.32) i (5.2.40)2, otrzymujemy

K(e)
M =



kM

11 · · · kM
1n... . . . ...

kM
n1 · · · kM

nn


 ,

(5.2.48)

K(e)
G =



kG

11 · · · kG
1n... . . . ...

kG
n1 · · · kG

nn


 , r(e) =





r1
...
rn





,

gdzie

kM
ab =

∫∫

Π(e)

BT
aCBb da,

(5.2.49)
kG

ab =
∫∫

Π(e)

DT
aGDb da, ra =

∫∫

Π(e)

BT
a ŝ(u) da.

Uwzgl¦dniaj¡c (5.2.27)3 i posta¢ macierzy interpolacyjnej (5.2.46)2 , mo»na
j¡ zapisa¢ jako

La(ξ) = Y(ξ)La(ξ), L̇a(ξ) = Ẏ(ξ)La(ξ). (5.2.50)
St¡d pozostaªe macierze i wektory elementowe przyjmuj¡ nast¦puj¡ce postacie:

M(e) =



m11 · · · m1n
... . . . ...

mn1 · · · mnn


 , C(e) =



c11 · · · c1n
... . . . ...
cn1 · · · cnn


 ,

(5.2.51)

K(e)
d =



kd

11 · · · kd
1n... . . . ...

kd
n1 · · · kd

nn


 , b(e) =





b1
...
bn





dla cz¦±ci dynamicznej, a dla cz¦±ci zwi¡zanej z obci¡»eniem

K(e)
L =



kL

11 · · · kL
1n... . . . ...

kL
n1 · · · kL

nn


 , p(e) =





p1
...
pn





, (5.2.52)
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gdzie

mab =
∫∫

Π(e)

LT
amρLb da, cab =

∫∫

Π(e)

LT
a

(
cρLb +mρ L̇b

)
da,

kd
ab =

∫∫

Π(e)

LT
a kρLb da, ba =

∫∫

Π(e)

LT
a bda,

kL
ab =

∫∫

Π(e)

LT
aFLb da, pa =

∫∫

Π(e)

LT
a pda.

(5.2.53)

Przedstawione powy»ej operacje zawieraj¡ pochodne funkcji ksztaªtu po pa-
rametrach dªugo±ci ªuku. Te pochodne obliczamy przy u»yciu reguªy transforma-
cyjnej podanej w p. 5.2.6. Obliczenie caªek w zale»no±ciach (5.2.49) wykonujemy
na drodze numerycznej.

5.2.11. Caªkowanie numeryczne
Jak to wynika z (5.2.49), w praktycznych obliczeniach macierzy elementowych

wyst¦puje konieczno±¢ obliczania caªek typu

K ≡
∫∫

Π(e)

k(ξ) da =
∫∫

π(e)

k(ξ) α(ξ) dξ1ξ2, ξ ≡ (ξ1, ξ2), (5.2.54)

gdzie α(ξ) = det
[
∂sα/∂ξβ

]
. Caªkowanie (5.2.54) wykonywane jest za pomoc¡

jednej z metod caªkowania numerycznego.
Wi¦kszo±¢ formuª caªkowania numerycznego ma posta¢

KI =
I∑

p=1

wp k(ξp), ξp ≡
(
ξ1
p , ξ2

p

)
, (5.2.55)

gdzie p = 1, 2, . . . , I s¡ punktami caªkowania, ξp ∈ π(e) wspóªrz¦dnymi punktów
caªkowania, za± wp wspóªczynnikami wagowymi w punktach caªkowania. Podsta-
wowym problemem metod caªkowania numerycznego jest dobór punktów caª-
kowania i wag caªkowania tak, aby zapewni¢ zbie»no±¢ aproksymacji KI → K
przy I → ∞ dla mo»liwie najszerszej klasy funkcji k(ξ). Najcz¦±ciej wybieran¡
i nale»¡c¡ do najbardziej efektywnych metod caªkowania numerycznego jest kwa-
dratura Gaussa�Legendre'a. Znana jest ona z prostoty i wysokiej dokªadno±ci.

Zastosowaniu caªkowania numerycznego do oblicze« macierzy i wektorów ele-
mentowych towarzysz¡ dwa pytania: jakiego rodzaju schematu caªkowania u»y¢
i jaki przyj¡¢ rz¡d caªkowania? Z punktu widzenia kosztów oblicze«, kwadra-
tura Gaussa�Legendre'a jest bardzo wydajna i powszechnie stosowana. Z drugiej
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Tabela 5.2.1. Zera wielomianów Legendre'a i wspóªczynniki
kwadratury Gaussa�Legendre'a.R +1

−1
f(ξ) dξ =

PI
p=1 wpf(ξp)

I w¦zªy ξp wspóªczynniki wp

1 0,00000 00000 00000 2,00000 00000 00000
2 ∓ 0,57735 02691 89626 1,00000 00000 00000
3 ∓ 0,77459 66692 41483 0,55555 55555 55556

0,00000 00000 00000 0,88888 88888 88888
4 ∓ 0,86113 63115 94053 0,34785 48451 37454

∓ 0,33998 10435 84856 0,65214 51548 62546

strony, dokªadno±¢ obliczania caªek z macierzy i wektorów elementowych wymaga
zastosowania dostatecznie wysokiego rz¦du schematu caªkowania numerycznego,
poniewa» ma on bezpo±redni wpªyw na dokªadno±¢ otrzymywanych rozwi¡za«.

Eksperymenty numeryczne wykazaªy, »e w przypadku Lagrange'owskich ele-
mentów sko«czonych wymagany rz¡d caªkowania jest równy n dla jednowymiaro-
wych40 elementów n-w¦zªowych. Analogicznie wykazano, »e w przypadku czwo-
robocznych elementów powierzchniowych o n×n w¦zªach wymagany rz¡d caª-
kowania wynosi równie» n×n. W literaturze MES takie caªkowanie nazywa si¦
caªkowaniem peªnym41 i w skrócie oznacza si¦ przez FI (ang. Full Integration).

5.2.12. Efekt blokady
Prostota i jasno±¢ sformuªowania przemieszczeniowych elementów sko«czo-

nych, wykorzystuj¡cego standardowy schemat interpolacji Lagrange'owskiej, s¡
charakterystycznymi cechami tej klasy elementów. Elementy przemieszczeniowe
okazaªy si¦ solidne w analizie grubych i umiarkowanie grubych powªok. Jednak
wyst¦puj¡ tu nast¦puj¡ce trudno±ci:

1. Rozwi¡zania elementami sko«czonymi tego typu s¡ wra»liwe na zmian¦
grubo±ci powªoki. Wra»liwo±¢ taka nie wyst¦puje w rozwi¡zaniach anali-
tycznych. W miar¦ zmniejszania si¦ grubo±ci powªoki, rozwi¡zania nume-
ryczne wykazuj¡ ra»¡co du»e bª¦dy w warto±ciach przemieszcze«. Dlatego
przydatno±¢ tej klasy standardowych elementów sko«czonych z maª¡ liczb¡
w¦zªów gwaªtownie maleje w zastosowaniu do oblicze« powªok cienkich.
Zjawisko to znane jest jako efekt blokady lub zakleszczania (ang. locking
e�ect).

40Wi¡»e si¦ to z tzw. rz¦dem dokªadno±ci kwadratury. Udowodniono, »e wzór
R +1

−1
f(ξ) dξ =PI

p=1 wp f(ξp) + bª¡d daje dokªadny wynik caªkowania (bª¡d = 0) dla wielomianów do stopnia
2I − 1 wª¡cznie (zob. np. Ralston [1975]).

41Terminy caªkowanie peªne i caªkowanie zredukowane s¡ charakterystyczne dla in»ynierskiej
literatury MES i nie wyst¦puj¡ w pi±miennictwie matematycznym.
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2. Deformacje powªok o nierozci¡gliwej lub bliskiej nierozci¡gliwo±ci po-
wierzchni podstawowej s¡ sªabo reprezentowane przez te elementy.

3. Dokªadno±¢ przekrojowych siª membranowych i przekrojowych siª po-
przecznych, obliczona w w¦zªach tych elementów, jest niska.

Te niedostatki dotycz¡ przede wszystkim ekonomicznych w obliczeniach ele-
mentów niskiego rz¦du42 (np. standardowego 4-w¦zªowego (2×2) elementu czwo-
robocznego) i ze wzrostem rz¦du elementów istotnie si¦ zmniejszaj¡ (np. dla 16-
w¦zªowego (4×4) elementu czworobocznego) lub wr¦cz si¦ redukuj¡43. Spo±ród
stosowanych w obliczeniach in»ynierskich powªokowych elementów sko«czonych
klasy C0 z u»yciem peªnego caªkowania (FI), np. zdegenerowanych typu Ahmada
(zob. np. Ahmad, Irons i Zienkiewicz [1970]), dopiero 16-w¦zªowy izopara-
metryczny powªokowy element sko«czony mo»e by¢ stosowany do analizy powªok
cienkich bez specjalnych zabiegów. Ten 16-w¦zªowy element nie jest wra»liwy
na dystorsje siatki dyskretyzacyjnej, jednak jego zbie»no±¢ podziaªu jest wolna
(Bathe i Dvorkin [1986]), a st¡d i koszt uzyskiwanych rozwi¡za« jest nieakcep-
towalnie wysoki w zastosowaniach in»ynierskich MES. Stymuluje to poszukiwanie
sposobów omini¦cia efektu blokady w elementach ni»szych rz¦dów, np. 3-, 4-, 5-
oraz 8- i 9-w¦zªowych.

Trzeci¡ trudno±¢ mo»na stosunkowo ªatwo omin¡¢, obliczaj¡c napr¦»enia
w punktach kwadratury odpowiadaj¡cych caªkowaniu zredukowanemu (tzw.
punktach superzbie»no±ci), a nie w w¦zªach elementu. Zabieg ten jest powszech-
nie stosowany w praktyce in»ynierskiej dla powªok spr¦»ystych. Jednak problem
powraca szczególnie ostro w analizie powªok spr¦»ysto-plastycznych (i nie tylko),
w której wªa±ciwe ±ledzenie rozwoju lokalnych stref uplastycznienia wymaga
uwzgl¦dnienia wi¦kszej liczby punktów analizy napr¦»e«, ni» ta, która wynika
z liczby punktów caªkowania zredukowanego.

Z powy»szych trzech trudno±ci efekt blokady jest gªówn¡ przeszkod¡ stoj¡c¡
na drodze powszechnego stosowania przemieszczeniowych elementów typu La-
grange'a niskiego rz¦du. �ródªo efektu blokady jest dobrze znane. Charaktery-
stycznie du»e bª¦dy analizy w przypadku powªok cienkich wywodz¡ si¦ ze zªo»onej
interakcji pomi¦dzy dziaªaniem membranowym a wzgl¦dnie maª¡ sztywno±ci¡ na
±cinanie i bardzo maª¡ na zginanie. Dlatego w elementach powªokowych niskiego
rz¦du, nawet w przypadku liniowym, tak trudno jest zapewni¢, aby deformacja
zgi¦ciowa nie byªa obarczona paso»ytnicz¡ deformacj¡ membranow¡ i deformacj¡
od ±cinania.

Zjawisku blokady po±wi¦cono wiele tomów literatury. Ogólnie uwa»a si¦, »e
efekt blokady wynika z niemo»no±ci odtworzenia przez element sko«czony ni-
skiego rz¦du stanów deformacji, w których poprzeczne odksztaªcenia od ±cinania

42Tzn. o niskim rz¦dzie wielomianów interpolacyjnych � elementów o maªej liczbie w¦zªów.
43Stosunkowo prosto mo»na to prze±ledzi¢ na pªaskim zagadnieniu jednowymiarowym. Oka-

zuje si¦, »e przy zastosowaniu standardowych Lagrange'owskich elementów wy»szego rz¦du (tj.
o 5 i wi¦cej w¦zªach) efekt blokady ju» si¦ nie pojawia.
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i odksztaªcenia membranowe znikaj¡ wsz¦dzie w elemencie. Konsekwencje tych
niedogodno±ci s¡ ró»ne, a szczególnie ostro wyst¦puj¡ one przy przej±ciu granicz-
nym do powªok cienkich. Wªa±nie w powªokach wzgl¦dnie cienkich bardzo maªe
odksztaªcenia membranowe lub bardzo maªe poprzeczne odksztaªcenia od ±cina-
nia powoduj¡, »e energia membranowa lub energia od poprzecznego ±cinania tak
dominuje w wyra»eniu na sumaryczn¡ energi¦ ukªadu, »e wr¦cz usuwa w cie«
(blokuje, zakleszcza) decyduj¡c¡ wªa±nie o rozwi¡zaniu cz¦±¢ energii od zginania.

W celu omini¦cia efektu blokady w literaturze zaproponowano wiele ró»nych
technik, z których dalej omówimy te u»yte w programach autorskich.

5.2.13. Technika jednolicie zredukowanego caªkowania
Technika ta, oznaczana w skrócie symbolem URI (ang. Uniform Reduced In-

tegration), jest najprostszym znanym sposobem zªagodzenia skutków efektu blo-
kady. Polega ona na zastosowaniu w obliczeniach wszystkich zale»no±ci elemento-
wych caªkowania numerycznego ni»szego rz¦du (niedocaªkowania) ni» ten, który
wynika z warunku uzyskania wyników �dokªadnych� (tj. caªkowania peªnego FI).
W wyniku takiego zabiegu caªkowanie zredukowane �wycina� (eliminuje) odpo-
wiedzialne za blokad¦ fragmenty wielomianów wy»szego rz¦du, �dopasowuj¡c� je
w ten sposób do ich pochodnych44 sumowanych razem w zale»no±ciach elemen-
towych45.

W przypadku jednolicie zredukowanego caªkowania, p we wzorze (5.2.55) prze-
biega nast¦puj¡ce warto±ci:

p ∈ {1} dla elementu 4-w¦zªowego (1× 1),
p ∈ {1, 2, 3, 4} dla elementu 9-w¦zªowego (2× 2),
p ∈ {1, 2, . . . , 9} dla elementu 16-w¦zªowego (3× 3).

Odpowiednio, przy caªkowaniu peªnym p we wzorze (5.2.55) przebiega warto±ci:
p ∈ {1, 2, 3, 4} w elemencie 4-w¦zªowym (2× 2),
p ∈ {1, 2, . . . , 9} w elemencie 9-w¦zªowym (3× 3),
p ∈ {1, 2, . . . , 16} w elemencie 16-w¦zªowym (4× 4).

Niestety, zabiegowi niedocaªkowania zale»no±ci elementowych zwykle towa-
rzysz¡ dodatkowe paso»ytnicze formy deformacji46 (tzw. postacie faªszywe, zero-
energetyczne, ang. spurious, zero-energy modes), których ograniczenie wymaga

44Ten typ sumowania � funkcji i ich pochodnych � wynika z postaci poszczególnych skªadni-
ków, wyst¦puj¡cych w de�nicji powªokowych miar odksztaªce« oraz ich wariacjach (p. 4.1.5).
Wyst¦puj¡ one przy traktowaniu w sposób jednakowy aproksymacji wszystkich pól niewiado-
mych.

45Ciekawe badania dotycz¡ce efektu blokady i caªkowania zredukowanego dla zada« jedno-
i dwuwymiarowych na pªaszczy¹nie mo»na odnale¹¢ w pracach Kreja [1988], Kreja i Cywi«-
ski [1988, 1991].

46Formy paso»ytnicze w elemencie 4-w¦zªowym wyst¦puj¡ cz¦sto pod nazw¡ postaci klepsy-
dralnych (ang. hourglass modes, zob. np. Belytschko, Liu i Engelmann [1984]).
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Rys. 5.2.10. Powªokowe elementy sko«czone: w¦zªy elementu i punkty caªkowania
kwadratury Gaussa.

z kolei u»ycia specjalnych procedur stabilizuj¡cych (�ltruj¡cych). Dlatego wy-
daje si¦, »e bardziej wiarygodnym jest ograniczenie efektu blokady wynikaj¡ce
z ró»nych mody�kacji sformuªowania wariacyjnego zagadnienia.

5.2.14. Formy paso»ytnicze
Podstawow¡ wad¡ caªkowania zredukowanego jest �wyci¦cie� nie tylko cz¦-

±ci wielomianu powi¡zanej z blokad¡ rozwi¡zania, ale równie» innych fragmen-
tów skªadników odpowiedzialnych za pewne wzgl¦dne formy deformacji elementu.
W wyniku nadmiernego zani»enia rz¦du caªkowania numerycznego, element, poza
postaciami opisuj¡cymi ruch sztywny, ma dodatkowe zeroenergetyczne (nieuza-
sadnione �zycznie) formy deformacji γa , które tworz¡ zbiór wektorów

g =
{
γa | γT

aK
URI γa = 0, γT

a r
URI = 0,

γa to postacie liniowo niezale»ne, ró»ne od ruchu sztywnego} . (5.2.56)

Tutaj KURI i rURI s¡, odpowiednio, macierz¡ sztywno±ci i w¦zªowym wektorem
siª wewn¦trznych pojedynczego elementu sko«czonego, caªkowanego w sposób
jednolicie zredukowany (URI). Z uwagi na ¹ródªo pochodzenia zbioru (5.2.56)
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i wzgl¦dny charakter w stosunku do innych ��zycznych� postaci deformacji ele-
mentu, formy {γa} nazywa si¦ postaciami paso»ytniczymi.

5.2.15. Technika selektywnie zredukowanego caªkowania
Technika ta, oznaczana w skrócie symbolem SRI (ang. Selective Reduced Inte-

gration), polega na wybiórczym stosowaniu ró»nych rz¦dów kwadratur, tj. caªko-
wania zredukowanego (RI) i caªkowania peªnego (FI), do rozseparowanych skªad-
ników macierzy elementowych.

W elementach powªokowych separacja na odpowiednie skªadniki macierzy
sztywno±ci K i w¦zªowego wektora siª wewn¦trznych r, o ile da si¦ przeprowa-
dzi¢, ma posta¢

K = (KM +KQ)RI +KFI
B , r = (rM + rQ)RI + rFI

B . (5.2.57)

Tutaj etykiety M i Q oznaczaj¡ skªadniki powi¡zane z efektami, odpowiednio,
membranowym i od ±cinania poprzecznego (postaciowym), w których mo»e wy-
st¡pi¢ blokada. Skªadniki te caªkuje si¦ w sposób zredukowany (RI). Efekt zgi-
nania ujmuje cz¦±¢ oznaczona etykiet¡ B, przyjmowana dla maªych odksztaªce«
jako hipotetycznie wolna od blokady. Skªadnik B caªkuje si¦ w sposób peªny (FI).

Technika selektywna wymaga rozª¡cznego, ró»nego caªkowania rozseparowa-
nych wcze±niej skªadników. W przypadku materiaªów o zªo»onych zwi¡zkach kon-
stytutywnych, wyst¦puje trudno±¢ w jawnym rozdzieleniu (5.2.57) na cz¦±ci M ,
Q, B (zob. np. Huang [1987b].

Na potrzeby testowania ró»nych elementów sko«czonych separacj¦ mo»na
otrzyma¢ prostym sposobem formalnym bez specjalnych mody�kacji programu.
W tym celu wystarczy tylko zale»no±ci elementowe (5.2.49) przecaªkowa¢ dwu-
krotnie w sposób jednolity, raz z rz¦dem odpowiadaj¡cym caªkowaniu zredukowa-
nemu (RI) i raz z rz¦dem odpowiadaj¡cym caªkowaniu peªnemu (FI). Dwukrotne
caªkowanie nale»y wykona¢ podstawiaj¡c zamiennie zera na odpowiednie wspóª-
czynniki w macierzy konstytutywnej i macierzy skªadowych napr¦»enia tak, aby
powodowaªy one wykluczenie z oblicze« tej cz¦±ci, której nie chcemy caªkowa¢
w sposób, odpowiednio, RI lub FI. Caªkowanie selektywne jest zabiegiem tylko
cz¦±ciowo ograniczaj¡cym powstawanie form paso»ytniczych47.

5.2.16. Procedury stabilizacji form paso»ytniczych
Koncepcja jednolicie zredukowanego caªkowania jest do±¢ powszechnie akcep-

towana w zagadnieniach jednowymiarowych (np. pªaskie lub przestrzenne ele-
menty pr¦towe), w których jej u»ycie na ogóª nie powoduje powstawania form
paso»ytniczych.

47Analiz¦ porównawcz¡ zastosowania ró»nych reguª caªkowania RI, SRI, FI w nieliniowych
zadaniach statyki powªok zawiera np. praca Kreja, Schmidt i Reddy [1997]. Z kolei, w pracy
Kªosowski [1999] caªkowania SRI u»yto do analizy nieliniowych zada« dynamiki powªok.
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W przypadkach dwuwymiarowych i trójwymiarowych zastosowanie techniki
zredukowanego caªkowania, w wyniku obecno±ci form paso»ytniczych (5.2.56),
prowadzi do niestabilno±ci rozwi¡za«. Przejawia si¦ ona w tzw. niestabilno±ci
siatki podziaªu, na tyle charakterystycznej, »e w szczególnym przypadku dwuwy-
miarowych elementów 4-w¦zªowych nazywana jest ona formami klepsydralnymi.
deformacji. W zagadnieniach statycznych ich ujawnienie si¦ wyst¦puje tylko dla
niektórych warunków brzegowych i mo»e prowadzi¢ nawet do osobliwo±ci global-
nej macierzy sztywno±ci analizowanego ukªadu. Zaproponowano wiele ró»nych
technik zªagodzenia osobliwo±ci zwi¡zanych z powstawaniem postaci paso»ytni-
czych, wynikaj¡cych ze stosowania techniki caªkowania zredukowanego. Niestety,
zaproponowane dot¡d procedury wydaj¡ si¦ bardziej chwytami typu heurystycz-
nego lub trikami numerycznymi, ni» uzasadnionym matematycznie podej±ciem
do rozwi¡zywanego problemu.

Gªówn¡ motywacj¡ konstrukcji procedur stabilizacyjnych jest zwi¦kszenie za-
kresu stosowalno±ci elementów caªkowanych w sposób jednolicie zredukowany.
Bowiem elementy z u»yciem caªkowania zredukowanego, w przeciwie«stwie do ele-
mentów caªkowanych w sposób peªny, cz¦sto wykazuj¡ korzystn¡, bardzo szybk¡
zbie»no±¢ wyników do rozwi¡za« poprawnych. Koncepcja procedur stabilizuj¡-
cych polega na dodaniu do macierzy elementowych, caªkowanych w sposób jed-
nolicie zredukowany, dodatkowej �kcyjnej sztywno±ci. Zadaniem �kcyjnej sztyw-
no±ci jest ograniczenie powstawania form paso»ytniczych, przy jednoczesnym nie
naruszaniu wªa±ciwych, uzasadnionych �zycznie postaci deformacji elementu.

Wi¦kszo±¢ technik stabilizacyjnych umo»liwia przedstawienie stycznej macie-
rzy sztywno±ci i wektora siª rezydualnych jako nast¦puj¡cych sum:

K = KURI + γKS , r = rURI + γrS . (5.2.58)

Tutaj KURI i rURI oznaczaj¡ macierze elementowe, obliczone przy u»yciu caªko-
wania zredukowanego (a wi¦c daj¡ce rozwi¡zania, które mog¡ by¢ obarczone for-
mami paso»ytniczymi {γa} , (5.2.56) ), natomiast KS i rS s¡ tzw. macierzami sta-
bilizuj¡cymi, których zadaniem jest uniemo»liwienie wyzwolenia si¦ postaci {γa}.

W (5.2.58), γ jest tzw. wspóªczynnikiem perturbacji, nazywanym cz¦sto tak»e
wspóªczynnikiem �ltracji. Jego warto±¢ 0 < γ ¿ 1 okre±la si¦ na podstawie eks-
perymentu numerycznego, przyjmuj¡c najcz¦±ciej γ = 10−6. Macierze stabilizu-
j¡ce48 KS i rS winny by¢ tak skonstruowane, aby dawaªy wkªad do energii tylko
z wektorem form paso»ytniczych.

48W pracy Vu-Quoc i Mora [1989] sugeruje si¦, jako najprostszy schemat �ltracji, wª¡cze-
nie do zale»no±ci (5.2.58) w miejsce macierzy stabilizuj¡cej KS macierzy sztywno±ci caªkowanej
w sposób peªny KS ≡ KFI z bardzo maªym wspóªczynnikiem perturbacji γ. Przeprowadzone
eksperymenty wªasne, w ramach sformuªowania elementów zdegenerownych, nie wykazaªy sku-
teczno±ci tego typu �ltracji w przedziale warto±ci 0 < γ ≤ 10−6. W zakresie γ > 10−6, przy
warto±ciach γ, dla których obserwowano wyra¹n¡ stabilizacj¦ form paso»ytniczych, wyst¡piª
jednocze±nie efekt znacznego przesztywnienia (blokady) rozwi¡za«.
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Dekomponuj¡c formalnie dowolny wektor przemieszcze« elementu, uzyskany
przy zastosowaniu caªkowania zredukowanego (RI), zgodnie z zasad¡

∆qURI
(e) = ∆q(e) +

∑
αaγa , γa ∈ g, αa ∈ R, (5.2.59)

zapisuje si¦ warunek nakªadany na macierze stabilizuj¡ce w postaci

∆qT
(e)K

S∆q(e) = 0, ∆qT
(e)r

S = 0, γT
aK

Sγa 6= 0, γT
a r

S 6= 0. (5.2.60)

Tutaj ∆q(e) jest dowolnym, nie obarczonym formami paso»ytniczymi {γa}, wek-
torem przemieszcze« elementu, ujmuj¡cym tak»e ruch sztywny.

Jedn¡ z ciekawszych mo»liwo±ci obliczania macierzy stabilizuj¡cych KS i rS
jest przedstawiona w pracach Liu, Ong iUras [1985], Liu i inni [1985, 1986] kon-
cepcja uni�kacji. Oparta jest ona na pseudo-rozwini¦ciu w szereg Taylora w oto-
czeniu punktu caªkowania p interpolacyjnej formuªy dla relacji kinematycznych
δε(ξ) = B(ξ) δq. Koncepcja ta opiera si¦ na spostrze»eniu, »e funkcje ksztaªtu
form zeroenergetycznych (baz¦ w przestrzeni g zde�niowanej przez (5.2.56))
mo»na otrzyma¢ w wyniku ró»niczkowania wektora uogólnionych wirtualnych
odksztaªce« δε po wspóªrz¦dnych naturalnych ξ (por. Liu, Ong i Uras [1985]).

Z formalnego rozwini¦cia w szereg w otoczeniu punktu p formuªy interpola-
cyjnej δε(ξ) = B(ξ) δq (zob. (5.2.47)) i uzupeªnieniu jej wspóªczynnikiem γ1/2

tak, aby ko«cowa posta¢ macierzy stabilizuj¡cej byªa zgodna z (5.2.58), po ogra-
niczeniu rozwini¦cia do wyrazów liniowych otrzymujemy

δε(ξp + ∆ξ) ≈
[
B0(ξp) +

√
γB1(ξp)∆ξ1 +

√
γB2(ξp)∆ξ2

]
δq, (5.2.61)

∆ξβ = ξβ − ξβ
p ,

gdzie

B0(ξp) ≡ BURI (ξp), Bβ(ξp) =
∂

∂ξβ
B(ξ)

∣∣
�=�p

, β = 1, 2. (5.2.62)

Analogicznie do (5.2.61) i (5.2.62) zapisuje si¦ kolejno:
wektor δd(ξ) = D(ξ) δq,

δd(ξp + ∆ξ) ≈
[
D0(ξp) +

√
γD1(ξp) ∆ξ1 +

√
γD2(ξp)∆ξ2

]
δq, (5.2.63)

wektor uogólnionych odksztaªce«

ε(ξp + ∆ξ) ≈ ε0(ξp) +
√

γ ε1(ξp)∆ξ1 +
√

γ ε2(ξp)∆ξ2, (5.2.64)
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a nast¦pnie oblicza si¦ wektor uogólnionych napr¦»e« na podstawie (5.2.64), zgod-
nie z równaniem konstytutywnym

s(ξp + ∆ξ) ≈ C(ξp)
[
ε0(ξp) +

√
γ ε1(ξp) ∆ξ1 +

√
γ ε2(ξp)∆ξ2

]

= s0(ξp) +
√

γ s1(ξp)∆ξ1 +
√

γ s2(ξp) ∆ξ2 . (5.2.65)

Tworz¡c z wyra»e« (5.2.61) i (5.2.63)�(5.2.65) macierze elementowe, tak jak
w zale»no±ci (5.2.49), w sposób spójny z formuª¡ caªkowania numerycznego
(5.2.55) otrzymuje si¦

KM =
I∑

p=1

(
2∑

n=0

2∑

m=0

BnT(ξp)C(ξp)B
m(ξp) ρnm

)
α(ξp) wp , (5.2.66)

KG =
I∑

p=1

(
2∑

n=0

2∑

m=0

DnT(ξp)G(ξp)D
m(ξp) ρnm

)
α(ξp) wp , (5.2.67)

oraz w¦zªowy wektor siª wewn¦trznych

r =
I∑

p=1

(
2∑

n=0

2∑

m=0

BnT(ξp) s
m(ξp) ρnm

)
α(ξp) wp . (5.2.68)

Wyst¦puj¡ce powy»ej wspóªczynniki ρnm, n,m = 0, 1, 2, maj¡ posta¢

ρnm =
1
4

+1−ξ2
p∫

−1+ξ2
p

+1−ξ1
p∫

−1+ξ1
p

ρn ρm dξ1dξ2, ρn =





1 dla n = 0,√
γ ∆ξ1 dla n = 1,√
γ ∆ξ2 dla n = 2.

(5.2.69)

Pocz¡wszy od (5.2.61), utrzymano tu lini¦ prac Liu, Ong i Uras [1985], Liu
i inni [1985, 1986], rezygnuj¡c ze spójno±ci matematycznej. Formalne przeksztaª-
cenia (bez uproszcze«) prowadz¡ do skomplikowanych wyra»e«, podwa»aj¡c sens
takiej koncepcji �ltrowania.

Przegl¡d literatury tematu i do±wiadczenia wªasne wskazuj¡, »e techniki �ltro-
wania jedynie redukuj¡ (tªumi¡) z ró»n¡ skuteczno±ci¡ rz¡d �kcyjnej deformacji
zwi¡zanej z formami paso»ytniczymi. W przypadku powªok i pªyt stosunkowo do-
bre efekty uzyskuje si¦ dla pól przesuni¦¢ ∆u , najcz¦±ciej eksponowanych w lite-
raturze, gorsze natomiast dla pól obrotów ∆ψ. Skuteczno±¢ �ltrowania zmniejsza
si¦ w zagadnieniach nieliniowych, pogarszaj¡c si¦ wraz z rozwojem deformacji.
Mimo to koncepcja stabilizacji form paso»ytniczych, szczególnie w kontek±cie
bardzo oszcz¦dnych 4-w¦zªowych powªokowych i 8-w¦zªowych bryªowych elemen-
tów sko«czonych z jednym punktem caªkowania, jest nadal przedmiotem bada«
i jest rozwijana w ró»nych odmianach wariantu podstawowego (zob. np. Zeng
i Combescure [1998], Reese, Wriggers i Reddy [2000]).
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5.2.17. Globalne równanie macierzowe

Prezentowane powy»ej sformuªowanie przemieszczeniowe nie jest ograniczone
do specjalnej klasy elementów, co stanowi jego podstawow¡ zalet¦. Ró»ne typy
elementów s¡ de�niowane przez obszar geometryczny (np. krzywoliniowy czworo-
boczny, trójboczny) oraz liczb¦ i poªo»enie w¦zªów. Odpowiednie funkcje ksztaªtu
konstruowane s¡ metod¡ interpolacji. Zale»no±ci macierzowe, tworz¡ce tzw. glo-
balny ukªad równa« MES, budowane s¡ przez odpowiednie sumowanie macierzy
elementowych, zwane agregacj¡ (zob. np. Zienkiewicz [1972]).

Aby operacja agregacji miaªa sens, agregowane wyrazy poszczególnych macie-
rzy elementowych musz¡ mie¢ te same wymiary �zyczne (by¢ wyra»one w tych
samych jednostkach) oraz musz¡ by¢ one odniesione do wspólnej bazy. Oznacza
to, »e elementowe stopnie swobody wszystkich elementów we wspólnym w¦¹le
musz¡ by¢ odniesione do tego samego ukªadu wspóªrz¦dnych, który dodatkowo
powinien umo»liwia¢ proste speªnienie warunków brzegowych. W ramach przed-
stawionego sformuªowania elementów powªokowych, podobnie jak w przypadku
standardowych przemieszczeniowych elementów izoparametrycznych, warunki te
speªnione s¡ z zaªo»enia. Dlatego formuªowanie macierzy globalnych z macierzy
elementowych typu (5.2.43) przeprowadza si¦ w sposób standardowy (zob. np.
Zienkiewicz [1972], Kleiber [1985, 1989], Crisfield [1991])

M∆q̈+ C∆q̇+KT ∆q = ∆p+ j, (5.2.70)

gdzie

M =
N

A
e=1

M(e), C =
N

A
e=1

C(e), KT =
N

A
e=1

K(e)
T ,

(5.2.71)
∆p =

N

A
e=1

∆p(e), j =
N

A
e=1

j(e).

W (5.2.70), ∆q, ∆q̇ i ∆q̈ s¡ odpowiednimi globalnymi wektorami uogólnio-
nych przyrostów przemieszcze«, pr¦dko±ci i przyspiesze« w¦zªowych. Symbol A
oznacza agregacj¦, tj. operacj¦ sumowania macierzy o ró»nych wymiarach, przez
przyporz¡dkowanie poªo»enia zale»no±ci elementowych w tablicach globalnych
z jednoczesnym uwzgl¦dnieniem kinematycznych jednorodnych warunków brze-
gowych, za± N jest liczb¡ elementów.

Równanie macierzowe (5.2.70) jest podstaw¡ zastosowania procedur caªkowa-
nia po czasie rozwa»anego zagadnienia pocz¡tkowo-brzegowego (podrozdziaª 4.6).
W przypadku redukcji do zagadnienia statyki (M = C = O), równanie (5.2.70)
jest podstaw¡ rozwi¡zania przyrostowo-iteracyjnego metod¡ Newtona�Raphsona
(podrozdziaªy 4.4 i 4.5) badanego zagadnienia brzegowego.
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5.3. Mieszane modele elementów sko«czonych
5.3.1. Uwagi wst¦pne

Mieszane modele elementów sko«czonych mog¡ by¢ formuªowane albo bez-
po±rednio z lokalnych równa« i zale»no±ci ró»niczkowych mechaniki powªok przy
wykorzystaniu metody rezyduów wa»onych, albo, równowa»nie, u»ywaj¡c podej-
±cia wariacyjnego.

W ramach ogólnej mechaniki powªok, przedstawionej w cz¦±ci I, istnieje mo»-
liwo±¢ konstruowania wielu ró»nych funkcjonaªów wielopolowych, przy zastoso-
waniu formalnej procedury transformacyjnej, podanej np. w Courant i Hil-
bert [1953]. Podstawy teoretyczne tworzenia ró»nych funkcjonaªów i sformuªo-
wa« wariacyjnych zawieraj¡ mi¦dzy innymi prace Sewell [1982], Tonti [1984],
Reddy [1984], Gao [1998], a w zakresie nieliniowej teorii spr¦»ysto±ci np.
Tiereguªow [1962], de Veubeke [1972], Guo [1980], Edelen [1981], Va-
lid [1981, 1995], Berdiczewskij [1983], Bufler [1983, 1985], Atluri [1984]
i Pedregal [2000], w których podana jest obszerna literatura ¹ródªowa.

Punktem wyj±cia do sformuªowania wariacyjnego mechaniki powªok jest za-
zwyczaj funkcjonaª caªkowitej energii potencjalnej, wyra»ony przez przemieszcze-
nia u = (u ,Q) jako jedyne zmienne niezale»ne. Formuªuj¡c odpowiednie relacje
wi¦zów z mno»nikami Lagrange'a, do tego funkcjonaªu wprowadza si¦ jako dodat-
kowe zmienne niezale»ne albo pola powªokowych miar odksztaªce« ε = (E ,K ),
albo pola przekrojowych miar napr¦»e« s = (N ,M ), lub te» oba pola jedno-
cze±nie. Poniewa» skªadniki bezwªadno±ciowe w sformuªowaniu elementów mie-
szanych nie ulegaj¡ zmianie w stosunku do sformuªowania przemieszczeniowego,
dalsze rozwa»ania ograniczamy do zada« statycznych powªok spr¦»ystych.

5.3.2. Zasada zachowania caªkowitej energii potencjalnej
Przy formuªowaniu zasady zachowania caªkowitej energii potencjalnej zakªa-

damy, »e obci¡»enia zewn¦trzne dziaªaj¡ce na powªok¦ s¡ potencjalne49. Wówczas
istnieje potencjaª obci¡»enia V : U → R taki, »e

δV [u;w] = −Ge[u;w]. (5.3.1)
Je±li ponadto przyjmiemy, »e powªoka jest hiperspr¦»ysta, to istnieje funkcja
powierzchniowej g¦sto±ci energii odksztaªcenia spr¦»ystego

Φ(ε) = Φ(E ,K ) = Φ(εβ,κβ), (5.3.2)
okre±laj¡ca materiaªowe równania konstytutywne np. w nast¦puj¡cej postaci:

s ≡
{
N
M

}
= s̃(ε) ≡ ∂"Φ(ε) =

{
∂EΦ(E ,K )
∂KΦ(E ,K )

}
. (5.3.3)

49Warunki potencjalo±ci ró»nych obci¡»e« powierzchniowych badali mi¦dzy innymi Se-
well [1965], Zubow [1975], Bufler [1984], Simmonds [1984b], Fisher [1988], Pietrasz-
kiewicz [1989].
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Przy speªnieniu (5.3.1) i (5.3.3) funkcjonaª caªkowitej energii potencjalnej J :
U → R, z przemieszczeniami u ∈ U jako jedynymi zmiennymi niezale»nymi,
mo»e by¢ zde�niowany jako

J(u) =
∫∫

M

Φ(ε(u)) da + V (u). (5.3.4)

Pierwsza pochodna (5.3.4), po uwzgl¦dnieniu relacji kinematycznych δε =
B(u)w, przyjmuje posta¢

δJ [u;w] =
∫∫

M\Γ

(N · δE [u;w] +M · δK [u;w]) da + δV [u;w]

=
∫∫

M\Γ

(Bw)Tsda + δV [u;w] , (5.3.5)

która w rozwa»anym przypadku potencjalnego obci¡»enia zewn¦trznego (5.3.1)
pokrywa si¦ z zasad¡ wirtualnych przemieszcze«, wa»n¡ dla ka»dego kinematycz-
nie dopuszczalnego pola u ∈ UA

δJ [u;w] = G[u;w] = 0. (5.3.6)
Zasada (5.3.6) orzeka, »e ze wszystkich kinematycznie dopuszczalnych pól prze-
mieszcze« tylko te czyni¡ funkcjonaª J(u) stacjonarnym, które speªniaj¡ równania
równowagi i statyczne warunki brzegowe.

Funkcjonaª caªkowitej energii potencjalnej (5.3.4) jest okre±lony na przestrzeni
kinematycznie dopuszczalnych pól przemieszcze« u ∈ UA. Uogólnione odksztaª-
cenia ε i uogólnione napr¦»enia s (przekrojowe siªy i momenty) s¡ wielko±ciami
wyprowadzanymi z relacji kinematycznych i równa« konstytutywnych.

5.3.3. Dwupolowa zasada wariacyjna, wariant napr¦»eniowy
W przypadku �zycznie liniowej teorii powªok, macierz konstytutywna z zaªo-

»enia jest odwracalna. Umo»liwia to wyra»enie równa« konstytutywnych s = s̃(ε)
w odwrotnej postaci ε = ε̃(s).

W ogólniejszym przypadku równie» zaªo»ymy, »e relacje konstytutywne s =
s̃(ε) s¡ lokalnie odwracalne do postaci

ε ≡
{
E
K

}
= ε̃(s) =

{
Ẽ(N ,M )
K̃ (N ,M )

}
. (5.3.7)

St¡d mo»emy, wprowadzaj¡c kontaktow¡ transformacj¦ Legendre'a, zde�niowa¢
funkcj¦ g¦sto±ci powierzchniowej energii dopeªniaj¡cej

Ψ(s) = sTε̃(s)− Φ(ε̃(s)) = N · Ẽ(N ,M ) +M · K̃ (N ,M )

− Φ
(
Ẽ(N ,M ) , K̃ (N ,M )

)
. (5.3.8)
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Pierwsza pochodna z funkcji (5.3.8) ma posta¢

δsT (ε− ∂sΨ(s)) + δεT (s− ∂"Φ(ε)) = 0. (5.3.9)

Wobec dowolno±ci δε i δs, (5.3.9) prowadzi do nast¦puj¡cych równa« konstytu-
tywnych (porównaj (5.3.3)1):

ε ≡
{ E
K

}
= ε̃(s) ≡ ∂sΨ(s) =

{
∂NΨ(N ,M )
∂MΨ(N ,M )

}
,

(5.3.10)
s ≡

{ N
M

}
= s̃(ε) ≡ ∂"Φ(ε) =

{
∂EΦ(E ,K )
∂KΦ(E ,K )

}
.

Rozwi¡zuj¡c (5.3.8) wzgl¦dem Φ, a nast¦pnie podstawiaj¡c tak obliczone Φ do
funkcjonaªu caªkowitej energii potencjalnej (5.3.4) z u»yciem relacji kinematycz-
nej ε = ε̃(u), otrzymujemy nowy funkcjonaª z polami u = (u ,Q) i s = (N ,M )
jako zmiennymi niezale»nymi

H(u, s) =
∫∫

M\Γ

(
sTε̃(u)−Ψ(s)

)
da + V (u)

=
∫∫

M\Γ

(
N · Ẽ(u) +M · K̃ (u)−Ψ(N ,M )

)
da + V (u) . (5.3.11)

Pierwsza pochodna powy»szego funkcjonaªu dana jest przez

δH[u, s;w, δs] =
∫∫

M\Γ

(
(Bw)Ts+ δsT(ε̃(u)− ∂sΨ)

)
da + δV [u;w], (5.3.12)

gdzie

(Bw)Ts = N · δẼ [u;w] +M · δK̃ [u;w] ,

δsT(ε̃(u)− ∂sΨ) = δN ·
(
Ẽ(u)− ∂NΨ(s)

)
(5.3.13)

+ δM ·
(
K̃ (u)− ∂MΨ(s)

)
.

Poniewa» u i s s¡ teraz polami niezale»nymi, z powy»szego wynika, »e

δH[u, s; δu, δs] = 0 (5.3.14)

dla wszystkich kinematycznie dopuszczalnych wirtualnych przemieszcze« δu i do-
wolnego δs wtedy i tylko wtedy, je±li speªnione s¡ równania równowagi, równania
konstytutywne i statyczne warunki brzegowe. S¡ to równania Eulera�Lagrange'a
zasady wariacyjnej (5.3.14) typu Hellingera�Reissnera.
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Zasada (5.3.14) stanowi podstaw¦ formuªowania mieszanych elementów sko«-
czonych. Nale»y podkre±li¢, »e u musi by¢ tutaj kinematycznie dopuszczalne,
podczas gdy na pole s nie naªo»ono »adnych ogranicze«; pole s musi by¢ jedynie
na tyle gªadkie, by caªka w (5.3.11) daªa si¦ obliczy¢. Dlatego pole s mo»e by¢
tylko odcinkowo ci¡gªe.

5.3.4. Równania zlinearyzowane, wariant napr¦»eniowy
Rozwi¡zanie nieliniowych równa« zagadnienia brzegowego, sformuªowanego

powy»ej w postaci wariacyjnej (5.3.14), otrzymuje si¦, podobnie jak w sformuªo-
waniu przemieszczeniowym, przez sukcesywn¡ linearyzacj¦ problemu (5.3.11).

Odpowiednie równanie zlinearyzowane problemu (5.3.14) przyjmuje posta¢

δ2H[u, s;w, δs, ∆w, ∆s] + δH[u, s;w, δs] = 0, (5.3.15)

gdzie pierwsza pochodna jest dana przez (5.3.12).
Druga pochodna z funkcji energii dopeªniaj¡cej (5.3.8) (lub pierwsza z (5.3.9))

δsT(∆ε− ∂ssΨ(s)∆s) + δεT(∆s− ∂""Φ(ε)∆ε) = 0 (5.3.16)

prowadzi do zale»no±ci

∆ε = ∂ssΨ(s)∆s = H(s)∆s, ∆s = ∂""Φ(ε)∆ε = C(ε)∆ε. (5.3.17)

Z (5.3.17) wynika, »e macierz podatno±ci spr¦»ystej H(s) musi by¢ odwrotno±ci¡
macierzy spr¦»ysto±ci,

H(s) = C−1(ε̃(s)). (5.3.18)
St¡d det[C(ε̃(s))] 6= 0 jest warunkiem koniecznym lokalnej odwracalno±ci równa«
konstytutywnych (5.3.10). W postaci rozpisanej, macierz podatno±ci spr¦»ystej

H(s) =
[

∂NNΨ(s) ∂NMΨ(s)
∂MNΨ(s) ∂MMΨ(s)

]
(5.3.19)

zawiera drugie pochodne funkcji energii dopeªniaj¡cej po uogólnionych napr¦»e-
niach.

Do obliczenia drugiej pochodnej funkcjonaªu (5.3.11) wystarczy obliczy¢
pierwsz¡ pochodn¡ z (5.3.12). Post¦puj¡c tak samo jak w przypadku sformu-
ªowania przemieszczeniowego, otrzymujemy

δ2H[u, s;w, δs,∆w, ∆s] =
∫∫

M\Γ

(
(Dw)TGD∆w + (Bw)T∆s

+ δsTB∆w − δsTH∆s
)
da

+ δ2V [u;w,∆w]. (5.3.20)
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Operatory (macierze) B, D i G maj¡ tu identyczn¡ posta¢ jak w sformuªo-
waniu przemieszczeniowym. W rozwa»anym przypadku potencjalnego obci¡»e-
nia (5.3.1), druga pochodna potencjaªu obci¡»e« zewn¦trznych jest, oczywi±cie,
równa ujemnej pierwszej pochodnej wyra»enia na wirtualn¡ prac¦ obci¡»e« ze-
wn¦trznych

δ2V [u;w, ∆w] = −δGe[u;w, ∆w]. (5.3.21)

5.3.5. Aproksymacja sko«czenie elementowa, wariant napr¦»eniowy
Zgodnie ze standardow¡ procedur¡ formuªowania elementów sko«czonych,

powierzchnia podstawowa powªoki M jest reprezentowana przez sum¦ M =⋃
e∈Ne

Π(e) nie pokrywaj¡cych si¦ poddziedzin Π(e) � elementów sko«czonych.
Dlatego niewiadome problemu interpolowane s¡ przez swoje warto±ci w¦zªowe.
Je±li interpolacja pola przemieszcze« u zapewnia wymagan¡ w (5.3.20) ci¡gªo±¢
klasy C0 wzdªu» brzegów mi¦dzyelementowych, funkcjonaª (5.3.11) mo»na wyra-
zi¢ w postaci sumy funkcjonaªów po elementach

H(u, s) =
Ne∑

e=1

H(e)(u, s), (5.3.22)

poniewa» od s wymagamy tylko ci¡gªo±ci odcinkowej. Zatem zlinearyzowany pro-
blem wariacyjny przyjmuje form¦

Ne∑

e=1

(
δ2H(e)[u, s;w, δs, ∆w, ∆s] + δH(e)[u, s;w, δs]

)
= 0. (5.3.23)

Zmienne kinematyczne, jako funkcje przemieszcze«, s¡ interpolowane w obr¦bie
typowego elementu Π(e) w taki sam sposób, jak w przypadku omówionych wcze-
±niej przemieszczeniowych elementów Lagrange'owskich (rozdz. 5.2.10).

Wektor uogólnionych napr¦»e« s skªada si¦ z sekwencji sze±ciu skªadowych
wektorów przekrojowych siª nβ i z sze±ciu skªadowych wektorów przekrojowych
momentów mβ . W aproksymacji sko«czenie elementowej wektor uogólnionych
napr¦»e« s i jego wariacje δs (równowa»nie przyrosty ∆s) w obr¦bie dowolnego
elementu s¡ interpolowane w terminach elementowych parametrów napr¦»enio-
wych β(e) zgodnie z reguª¡

s(ξ) = P(ξ) β(e) , ∆s(ξ) = P(ξ) ∆β(e) . (5.3.24)

Podstawiaj¡c zale»no±¢ (5.3.24)2 i standardow¡ relacj¦ dla przyrostu przemiesz-
cze« ∆w(ξ) = L(ξ)∆q(e) (por. p. 5.2.8) do zlinearyzowanej postaci funkcjonaªu
mieszanego, otrzymujemy

δ2H(e) = δqT
(e)K

(e)
G ∆q(e) + δqT

(e)(K
(e)
m )T∆β(e)

+ δβT
(e)K

(e)
m ∆q(e) − δβT

(e)K
(e)
H ∆β(e) + δ2V (e), (5.3.25)
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gdzie macierze K(e)
m i K(e)

H s¡ zde�niowane przez

K(e)
m =

∫∫

Π(e)

PTBLda, K(e)
H =

∫∫

Π(e)

PTHPda, (5.3.26)

a macierz K(e)
G jest taka sama jak w przypadku sformuªowania przemieszczenio-

wego.
W ten sam sposób, w wyniku aproksymacji sko«czenie elementowej (5.3.12)

otrzymujemy
δH(e) = δqT

(e)r
(e)
d + δβT

(e)r
(e)
m + δV (e), (5.3.27)

gdzie

r(e)d =
∫∫

Π(e)

(BL)Tsda, r(e)m =
∫∫

Π(e)

PT ((ε̂(u)− ∂sΨ(s)) da. (5.3.28)

Uwzgl¦dniaj¡c skªadniki od obci¡»enia zewn¦trznego K(e)
L i p(e), takie same jak

w sformuªowaniu przemieszczeniowym, zlinearyzowane równanie dla pojedyn-
czego elementu mo»na zapisa¢ w formie

δqT
(e)

((
K(e)

G −K(e)
L

)
∆q(e) +

(
K(e)

m

)T
∆β(e) + r(e)d − p(e)

)

+ δβT
(e)

(
K(e)

m ∆q(e) −K(e)
H ∆β(e) + r(e)m

)
= 0. (5.3.29)

Wobec dowolno±ci pól wirtualnych δq(e) i δβ(e), (5.3.29) rozprz¦ga si¦ i wynikowy
ukªad równa« przyjmuje posta¢

(
K(e)

G −K(e)
L

)
∆q(e) +

(
K(e)

m

)T
∆β(e) = p(e) − r(e)d ,

(5.3.30)
−K(e)

m ∆q(e) +K(e)
H ∆β(e) = r(e)m .

Poniewa» wymagamy aby pola uogólnionych napr¦»e« byªy tylko odcinkowo
ci¡gªe, interpolujemy je lokalnie wewn¡trz elementu, a nast¦pnie wykorzystuj¡c
(5.3.30)2 kondensujemy je na poziomie rozwa»a« elementowych

∆β(e) =
(
K(e)

H

)−1 (
K(e)

m ∆q(e) + r(e)m

)
, (5.3.31)

(
K(e)

G −K(e)
L +

(
K(e)

m

)T(
K(e)

H

)−1
K(e)

m

)
∆q(e)

= p(e) − r(e)d −
(
K(e)

m

)T(
K(e)

H

)−1
r(e)m . (5.3.32)
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W rezultacie otrzymujemy klasyczn¡ posta¢ równania zlinearyzowanego dla ty-
powego elementu

K(e)
T ∆q(e) = p(e) − r(e), (5.3.33)

gdzie macierz sztywno±ci stycznej K(e)
T i wektor siª wewn¦trznych r(e) maj¡ cha-

rakterystyczn¡ dla elementów mieszanych posta¢

K(e)
T = K(e)

G −K(e)
L +

(
K(e)

m

)T(
K(e)

H

)−1
K(e)

m ,
(5.3.34)

r(e) = r(e)d +
(
K(e)

m

)T(
K(e)

H

)−1
r(e)m .

Poniewa» parametry napr¦»eniowe s¡ tu eliminowane na poziomie elementu, wy-
nikowe elementy powªokowe maj¡ takie same w¦zªowe stopnie swobody, jak wcze-
±niej sformuªowany element przemieszczeniowy.

Wyliczenie macierzy sztywno±ci w (5.3.34)1 wymaga odwrócenia macierzy po-
datno±ci K(e)

H , co jest podstawow¡ wad¡ elementów mieszanych. Z tego punktu
widzenia bardziej efektywna aproksymacja sko«czenie elementowa mo»e by¢ skon-
struowana na podstawie rozwa»a« przedstawionych w nast¦pnym podrozdziale,
dotycz¡cym elementów cz¦±ciowo mieszanych.

5.3.6. Dwupolowa zasada wariacyjna, wariant odksztaªceniowy
Odwracanie macierzy spr¦»ysto±ci (5.3.18), przy zªym jej uwarunkowaniu

w przypadkach silnej nieliniowo±ci materiaªowej, mo»e prowadzi¢ do niestabilno-
±ci numerycznej. Zatem ma sens poszukiwanie sformuªowania nie wymagaj¡cego
tego typu zabiegu.

Takie sformuªowanie mo»e polega¢ na zbudowaniu mieszanej zasady dwupo-
lowej z polami przemieszcze« u = (u ,Q) i miar odksztaªce« ε = (E ,K ) jako
zmiennymi niezale»nymi. W takich odksztaªceniowych zasadach mieszanych wy-
ró»ni¢ mo»na dwa nast¦puj¡ce podej±cia:
A. Je±li napr¦»enia s s¡ liniowo zale»ne od odksztaªce« ε, zasada (5.3.14) z u
i s jako polami niezale»nymi mo»e by¢ odwrócona do zasadniczo równowa»nej
zasady z u i ε jako zmiennymi niezale»nymi. Podej±cie takie znane jest w liniowej
teorii powªok, jednak jego uªomno±ci¡ jest potrzeba odwrócenia macierzy konsty-
tutywnej C. Dla sko«czonych odksztaªce« spr¦»ystych tego typu trójwymiarowe
zasady wariacyjne rozwa»ano np. w pracach Nemat-Nasser [1974] oraz Lee
i Shield [1980].
B. Przyjmuje si¦ z góry jako niezale»ne pola ε, wyra»aj¡c przez nie funkcj¦ od-
ksztaªcenia spr¦»ystego Φ = Φ(ε). Caªa koncepcja opiera si¦ na równaniu kon-
stytutywnym s = ∂"Φ(ε), za pomoc¡ którego eliminuje si¦ napr¦»enia s z rów-
na« pola i statycznych warunków brzegowych. Nast¦pnie interpretuj¡c ∂"Φ(ε)
jako mno»nik Lagrange'a, wstawia si¦ zale»no±¢ ε̃ (u) − ε = O do funkcjonaªu
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caªkowitej energii potencjalnej (5.3.4), wymuszaj¡c wariacyjnie speªnienie relacji
kinematycznych. Wynikiem tych przeksztaªce« jest nowy funkcjonaª z u i ε jako
polami niezale»nymi

H(u, ε) =
∫∫

M\Γ

(
Φ(ε) + (∂"Φ(ε) )T(ε̃(u)− ε)

)
da + V (u). (5.3.35)

Tutaj, tak jak w (5.3.14), u ∈ UA jest polem kinematycznie dopuszczalnym, za±
niezale»ne pole odksztaªce« ε, podobnie jak s w (5.3.14), winno by¢ co najmniej
odcinkowo ci¡gªe.

Pierwsza pochodna funkcjonaªu (5.3.35), po uwzgl¦dnieniu relacji δε(u) =
B(u)w, prowadzi do

δH[u, ε;w, δε] =
∫∫

M\Γ

(
(Bw)T∂"Φ(ε) + δεT∂""Φ(ε) (ε̃(u)− ε)

)
da

+ δV [u;w]

=
∫∫

M\Γ

(
(Bw)Ts+ δεTC (ε̃(u)− ε)

)
da + δV [u;w] , (5.3.36)

gdzie
(Bw)Ts = N · δẼ [u;w] +M · δK̃ [u;w],

(5.3.37)
δεTC (ε̃(u)− ε) = {δE , δK}

[
∂EEΦ(ε) ∂EKΦ(ε)
∂KEΦ(ε) ∂KKΦ(ε)

]{
Ẽ(u)−E
K̃ (u)−K

}
.

Poniewa» u i ε s¡ polami niezale»nymi, warunek stacjonarno±ci funkcjonaªu
(5.3.35)

δH[u, ε;w, δε] = 0, ∀w ∈ TuU, (5.3.38)
wobec dowolno±ci δε, wymaga aby byªy speªnione jako równania Eulera�
Lagrange'a nast¦puj¡ce zale»no±ci: równania równowagi, statyczne warunki ci¡-
gªo±ci, statyczne warunki brzegowe i warunek dodatkowy

C[ε̃(u)− ε] = O przy C(ε) = ∂""Φ(ε). (5.3.39)
Przy det ∂""Φ(ε) 6= 0 w dziedzinie okre±lono±ci Φ, warunek (5.3.39) sprowadza
si¦ do speªnienia relacji kinematycznej ε = ε̃(u).

5.3.7. Równania zlinearyzowane, wariant odksztaªceniowy
Tak jak dotychczas, rozwi¡zanie nieliniowych równa« zagadnienia brzegowego

otrzymujemy na drodze iteracyjnej przez sukcesywn¡ linearyzacj¦ (5.3.38). Tym
razem równanie zlinearyzowane przyjmuje posta¢

δ2H[u, ε;w, δε,∆w,∆ε] + δH[u, ε;w, δε] = 0, (5.3.40)
gdzie pierwsza pochodna jest dana wzorem (5.3.36).
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Do obliczenia drugiej pochodnej funkcjonaªu (5.3.35) wystarczy obliczy¢
pierwsz¡ pochodn¡ z (5.3.36). Post¦puj¡c tak samo jak w przypadku sformu-
ªowania przemieszczeniowego, otrzymamy

δ2H[u, ε;w, δε, ∆w, ∆ε] =
∫∫

M\Γ

(
(Dw)TGD∆w + (Bw)T∂""Φ(ε)∆ε

+ δεT∂""Φ(ε) (B∆w −∆ε)

+ δεT [∂"""Φ(ε) (ε̃(u)− ε)]∆ε
)
da

+ δ2V [u;w, ∆w]

=
∫∫

M\Γ

(
(Dw)TGD∆w + (Bw)TC∆ε

+ δεTC(B∆w)

− δεT[C− ∂"C (ε̃(u)− ε)]∆ε
)
da

+ δ2V [u;w, ∆w]. (5.3.41)

Operatory B i D oraz macierz G maj¡ tu, podobnie jak w wariancie napr¦»e-
niowym, posta¢ identyczn¡ jak w sformuªowaniu przemieszczeniowym. Ponadto,
podobnie jak w wariancie napr¦»eniowym, druga pochodna potencjaªu obci¡»e«
zewn¦trznych dana jest równaniem (5.3.21).

5.3.8. Aproksymacja sko«czenie elementowa, wariant odksztaªceniowy
Je±li interpolacja przemieszcze« u zapewnia wymagan¡ w (5.3.38) ci¡gªo±¢

klasy C0 wzdªu» brzegów mi¦dzyelementowych, funkcjonaª (5.3.35) mo»na wyra-
zi¢ w postaci sumy funkcjonaªów po elementach

H(u, ε) =
Ne∑

e=1

H(e)(u, ε), (5.3.42)

poniewa», podobnie jak w (5.3.22) od s, tu od ε wymagamy tylko ci¡gªo±ci od-
cinkowej. Zatem zlinearyzowany problem wariacyjny przyjmuje form¦

Ne∑

e=1

(
δ2H(e)[u, ε;w, δε,∆w, ∆ε] + δH(e)[u, ε;w, δε]

)
= 0. (5.3.43)

Zmienne kinematyczne, pozostaj¡ce tutaj nadal funkcjami przemieszcze«, s¡
interpolowane w obr¦bie dowolnego elementu Π(e) , tak samo jak w wariancie
przemieszczeniowym. Wektor uogólnionych odksztaªce« ε skªada si¦ z sekwencji
sze±ciu skªadowych wektorów odksztaªce« membranowych εβ i sze±ciu skªado-
wych wektorów odksztaªce« zgi¦ciowych κβ . W aproksymacji sko«czenie elemen-
towej wektor niezale»nych odksztaªce« ε i jego wariacje δε (lub równowa»nie
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przyrosty ∆ε) w obr¦bie dowolnego elementu s¡ interpolowane analogicznie jak
w napr¦»eniowej wersji elementu mieszanego. W terminach elementowych para-
metrów odksztaªceniowych β(e) , interpolacja przebiega zgodnie z reguª¡

ε(ξ) = P(ξ) β(e) , ∆ε(ξ) = P(ξ)∆β(e) . (5.3.44)

Podstawiaj¡c zale»no±¢ (5.3.44)2 i standardow¡ relacj¦ dla przyrostu przemiesz-
cze« ∆w(ξ) = L(ξ)∆q(e) (por. p. 5.2.8) do zlinearyzowanej postaci funkcjonaªu
mieszanego (5.3.41) oraz u»ywaj¡c tych samych oznacze« co w wariancie napr¦-
»eniowym, otrzymujemy identyczn¡ z (5.3.25) posta¢

δ2H(e) = δqT
(e)K

(e)
G ∆q(e) + δqT

(e)

(
K(e)

m

)T
∆β(e)

+ δβT
(e)K

(e)
m ∆q(e) − δβT

(e)K
(e)
H ∆β(e) + δ2V (e), (5.3.45)

gdzie tym razem macierze K(e)
m i K(e)

H s¡ zde�niowane nast¦puj¡co:

K(e)
m =

∫∫

Π(e)

PTCBLda, K(e)
H =

∫∫

Π(e)

PT [C− ∂"C (ε̃(u)−ε)]P da. (5.3.46)

W wyniku aproksymacji sko«czenie elementowej warunku (5.3.38), w podobny
sposób otrzymujemy zale»no±¢ analogiczn¡ do (5.3.27)

δH(e) = δqT
(e)r

(e)
d + δβT

(e)r
(e)
m + δV (e), (5.3.47)

gdzie w tym przypadku

r(e)d =
∫∫

Π(e)

(BL)Tsda, r(e)m =
∫∫

Π(e)

PTC (ε̃(u)− ε)da. (5.3.48)

Zgodno±¢ równa« (5.3.25) i (5.3.45) oraz (5.3.27) i (5.3.47) wskazuje, »e dalsze
rozwa»ania uj¦te zale»no±ciami (5.3.29)�(5.3.34), jak równie» wszystkie poczy-
nione w ich kontek±cie uwagi, obowi¡zuj¡ tak»e w wariancie odksztaªceniowym
z t¡ ró»nic¡, »e dotycz¡ one teraz niezale»nego pola uogólnionych odksztaªce« ε

zamiast pola uogólnionych napr¦»e« s.
Porównanie odpowiadaj¡cych sobie zale»no±ci (5.3.26) i (5.3.46) oraz (5.3.28)

i (5.3.48) wskazuje, »e oba warianty mieszanych elementów sko«czonych� napr¦-
»eniowy i odksztaªceniowy � mog¡ by¢ bez specjalnych trudno±ci uj¦te w ramach
tego samego podprogramu. Podobie«stwo algorytmów obu wariantów ma miej-
sce szczególnie w przypadku analizy powªok liniowo spr¦»ystych. Bowiem w tym
przypadku, wobec C = const ⇒ ∂"C = O, z zale»no±ci (5.3.46)2 wypada skªadnik
∂"C (ε̃(u) − ε) charakterystyczny tylko dla wariantu odksztaªceniowego. Wobec
podobie«stwa obu wariantów omówionych zasad dwupolowych, dalsz¡ szczegó-
ªow¡ dyskusj¦ sformuªowania mieszanych elementów sko«czonych ograniczymy
tylko do wariantu napr¦»eniowego.
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5.3.9. Mieszane elementy sko«czone
Kluczowym przy formuªowaniu mieszanych elementów sko«czonych jest wªa-

±ciwy dobór funkcji ksztaªtu, aproksymuj¡cych uogólnione napr¦»enia s i ich wa-
riacje δs (lub równowa»nie przyrosty ∆s), tj. funkcji wchodz¡cych do macierzy
P we wzorach (5.3.24) lub (5.3.44).

Z literatury dotycz¡cej elementów mieszanych i hybrydowych50 wynika, »e
skªadowe dodatkowych zmiennych niezale»nych

s =
{
n
m

}
, n =

{
n1

n2

}
, m =

{
m1

m2

}
,

(5.3.49)

n =





N11

N22

N12

N21

Q1

Q2





, m =





M11

M22

M12

M21

M1

M2





,

aproksymuje si¦ przewa»nie w sposób niejednolity. Niejednolito±¢ tej interpolacji
pochodzi z trzech ¹ródeª.

Po pierwsze, mo»na w ró»ny sposób interpolowa¢ zmienne opisuj¡ce stan
membranowy n i zgi¦ciowy m

s(ξ) =
{
n(ξ)
m(ξ)

}
=

[
Pn(ξ) O
O Pm(ξ)

]{
βn

(e)

βm
(e)

}
= P(ξ)β(e) . (5.3.50)

Zró»nicowanie to wynika z faktu, »e ¹ródªo blokady tkwi w cz¦±ci membranowej
n i powi¡zane jest z rz¦dem i sposobem aproksymacji tej cz¦±ci.

Drugie ¹ródªo niejednolito±ci interpolacji dotyczy zasadniczo tylko cz¦±ci
membranowej n i zale»y od interpretacji �zycznej poszczególnych skªadowych
przekrojowych siª wewn¦trznych: normalnych (N11, N22), stycznych (N12, N21)
i siª poprzecznych od ±cinania (Q1, Q2). Rz¡d wielomianów aproksymuj¡cych te
ró»ne niezale»ne skªadowe s powinien by¢ co najwy»ej równy rz¦dowi wielomia-
nów, interpoluj¡cych energetycznie z nimi sprz¦»one skªadowe miar odksztaªce«
ε(u), czyli zmienne b¦d¡ce funkcjami tylko pola przemieszcze« u = (u ,Q).

Trzecie ¹ródªo niejednolito±ci interpolacji s tkwi w wyró»nieniu kierunku
(wspóªrz¦dnej, np. (Q1, Q2)) w ramach skªadników o tej samej interpretacji �-
zycznej i mo»e dotyczy¢ zarówno cz¦±ci membranowej jak i zgi¦ciowej. Stopnie
wielomianów interpoluj¡cych (m,n) wzgl¦dem pierwszej i drugiej wspóªrz¦dnej

50Zobacz np. Atluri, Gallagher i Zienkiewicz [1983] (materiaªy konferencyjne), Pian
i Sumihara [1984], Pian i Wu [1988], Saleeb i inni [1987, 1990], Rengarajan, Aminpour
iKnight [1995] i cytowan¡ tam literatur¦. Wiele cytowa« wa»nych prac zawiera równie» artykuª
przegl¡dowy Kumaresan, Radhakrishnan i Ganesan [1994].
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Rys. 5.3.1. Jednomiany uwzgl¦dniane w dwuwymiarowych funkcjach aproksymuj¡cych miary
napr¦»e« lub odksztaªce« w elementach mieszanych.

powierzchniowej powinny speªnia¢ zale»no±¢ m ≤ n dla pierwszej skªadowej i od-
wrotn¡ m ≥ n dla drugiej (w interpolacji jednolitej m = n), przy czym wska-
zane jest zachowanie symetrii analogicznych jednomianów wzgl¦dem odpowied-
nich wspóªrz¦dnych. Dopuszcza si¦ tu sprz¦»enie, przez wspólny wspóªczynnik
(parametr) βp(e) dla obu skªadowych, pewnych wyrazów wielomianów interpolu-
j¡cych skªadniki o tej samej interpretacji �zycznej.

W przypadku stosowania niejednolitej interpolacji wyró»niaj¡cej kierunek,
pojawia si¦ problem niezmienniczo±ci interpolowanych skªadowych ze wzgl¦du na
kierunek51 i powi¡zan¡ z tym wra»liwo±¢ elementów na dystorsje siatki dyskrety-
zacyjnej52. W ramach aproksymacji standardowych zagadnie« mechaniki o±rod-
ków ci¡gªych, stosuje si¦ przewa»nie interpolacj¦ bezpo±rednio we wspóªrz¦dnych
naturalnych. Konieczno±¢ zachowania spójno±ci tego typu podej±cia wymaga po-
sªugiwania si¦ skªadowymi wzgl¦dem ukªadów wspóªrz¦dnych, zmieniaj¡cych si¦
z elementu na element.

W przypadku interpolacji jednolitej, w ramach grupy skªadowych stosowane
s¡ z zaªo»enia te same jednomiany w funkcji interpolacyjnej pierwszej i drugiej
skªadowej.

Dobór ksztaªtu i rz¦du wielomianów interpolacyjnych P(ξ), a st¡d i liczby
niezale»nych parametrów dyskretnych β(e) , jest kluczowym problemem decydu-
j¡cym o skuteczno±ci opracowanych elementów sko«czonych. Charakterystyczny
jest tu brak ustalonych reguª. Tylko w przypadku standardowych napr¦»eniowych

51Przy schemacie interpolacji jednolitej problem ten nie wyst¦puje. Jednak w tym przypadku
znacznie zaw¦»a si¦ klasa dopuszczalnych funkcji aproksymacyjnych, a st¡d wzrasta mo»liwo±¢
wyst¡pienia blokady lub postaci paso»ytniczych.

52Wskazane jest tu u»ycie odpowiednika tzw. triku Taylora (zob. Taylor, Beresford
i Wilson [1976]), stosowanego w elementach niedostosowanych i w mieszanych elementach
o wzbogaconych polach odksztaªce« (zob. np. Simo i Rifai [1990], Simo, Armero i Tay-
lor [1993], Eberlein i Wriggers [1999]) i polegaj¡cego na odpowiedniej transformacji od-
ksztaªce«. W ramach rozwa»anej tu nieliniowej 6-parametrowej teorii powªok, prowadzone s¡
aktualnie prace nad 4-w¦zªowym elementem sko«czonym o wzbogaconym polu odksztaªce«
(Witkowski [2004]).
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modeli hybrydowych, w zagadnieniach trójwymiarowych (w sensie propozy-
cji Pian [1978]) okre±lono warunek konieczny (Pian i Chen [1983], Pian
i Wu [1988]) dostatecznego rz¦du wynikowej macierzy sztywno±ci53 w postaci

N∆� ≥ (N∆q minus liczba niezale»nych ruchów sztywnych), (5.3.51)

gdzie N∆� jest liczb¡ niezale»nych parametrów napr¦»eniowych, a N∆q suma-
ryczn¡ liczb¡ w¦zªowych przemieszczeniowych stopni swobody, która w (5.3.51)
jest pomniejszona o liczb¦ stopni swobody ruchu sztywnego elementu. Ponie-
wa» w procesie obliczania macierzy sztywno±ci wyst¦puje konieczno±¢ jawnego
odwrócenia macierzy podatno±ci wymiaru N∆�×N∆�, celowym jest u»ycie naj-
mniejszej z mo»liwych liczby parametrów napr¦»eniowych, jednak takiej, która
jeszcze zapobiega powstawaniu mechanizmu form paso»ytniczych54.

Stosuj¡c si¦ do wskazówek zamieszczanych w literaturze, opracowano wªasne
4- i 9-w¦zªowe elementy bazuj¡ce na obu wariantach sformuªowania mieszanego,
tj. napr¦»eniowym i odksztaªceniowym. W pierwszym przypadku z uogólnionymi
siªami s, w drugim przypadku z uogólnionymi miarami odksztaªce« ε, poza prze-
mieszczeniami u, jako zmiennymi niezale»nymi.

5.3.10. Trójpolowa zasada wariacyjna typu Hu�Washizu
Poniewa» sformuªowane wcze±niej zasady wariacyjne mo»na otrzyma¢ z ogól-

niejszej zasady typu Hu�Washizu, celowym jest pokazanie sposobu jej konstruk-
cji. Zasada Hu�Washizu formuªowana jest przez funkcjonaª, w którym trzy pola
(u, ε, s) s¡ traktowane jako niezale»ne, przy kinematycznej dopuszczalno±ci pola
u ∈ UA.

Funkcjonaª trójpolowy W (u, ε, s) tworzy si¦ z funkcjonaªu caªkowitej energii
potencjalnej (5.3.4) przez wprowadzenie wi¦zów w postaci relacji kinematycznych
ε = ε̃(u) z wektorem uogólnionych napr¦»e« s jako mno»nikiem Lagrange'a. St¡d
powstaje funkcjonaª

W (u, ε, s) =
∫∫

M\Γ

(
Φ(ε) + sT(ε̃(u)− ε)

)
da + V (u), u ∈ UA . (5.3.52)

Obliczaj¡c wariacj¦ funkcjonaªu (5.3.52), otrzymujemy

δW [u, ε, s;w, δε, δs] =
∫∫

M\Γ

(
(Bw)Ts+ δsT(ε̃(u)− ε) + δεT(∂"Φ − s)

)
da

+ δV [u;w], (5.3.53)

dla ka»dego w ∈ TuUA .
53Klasy�kacj¡ rz¦du jest moment pojawienia si¦ postaci paso»ytniczych.
54Warunek (5.3.51) nie jest wystarczaj¡cy do eliminacji form paso»ytniczych. Z drugiej strony,

zbyt du»a liczba parametrów napr¦»eniowych N∆� prowadzi do blokady.
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Stosuj¡c standardow¡ argumentacj¦ ªatwo stwierdzi¢, »e je±li (u, ε, s) jest sªa-
bym rozwi¡zaniem mieszanego zagadnienia brzegowego mechaniki powªok, to
z warunku stacjonarno±ci

δW [u, ε, s;w, δε, δs] = 0, ∀w ∈ TuUA , (5.3.54)

wobec dowolno±ci δε i δs, wynikaj¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci: równania równowagi,
relacje kinematyczne, równania konstytutywne, statyczne warunki ci¡gªo±ci i sta-
tyczne warunki brzegowe. Zale»no±ci te s¡ równaniami Eulera�Lagrange'a funk-
cjonaªu (5.3.52). Odwrócenie kolejno±ci argumentacji dowodzi sªuszno±ci twier-
dzenia odwrotnego.

Tak jak w poprzednich zasadach, wymaga si¦ tutaj aby u ∈ UA byªo polem
kinematycznie dopuszczalnym. Na pola ε i s z góry nie nakªada si¦ ogranicze«
poza tymi, które potrzebne s¡ do istnienia caªki (5.3.53). Sprowadza si¦ to do
wymogu, aby pola ε i s w (5.3.52) byªy co najmniej odcinkowo ci¡gªe.

Posªuguj¡c si¦ ogóln¡ metodologi¡ wariacyjn¡, istnieje mo»liwo±¢ konstruowa-
nia innych funkcjonaªów wariacyjnych i opartych na nich sformuªowaniach ele-
mentów sko«czonych. Nie rozpatrywan¡ tutaj klas¦ stanowi¡ np. dualne (dopeª-
niaj¡ce) funkcjonaªy i zasady wariacyjne. Zainteresowanego czytelnika odsyªamy
do prac np. de Veubeke [1972], Guo [1980], Valid [1992a,b, 1995].

5.4. Cz¦±ciowo mieszane modele elementów sko«czonych

5.4.1. Uwagi o cz¦±ciowo mieszanych elementach powªokowych
Podstaw¡ sformuªowania mieszanych powªokowych elementów sko«czonych

z podrozdziaªu 5.3 s¡ dwupolowe zasady wariacyjne z polem przemieszcze«
u = (u ,Q) oraz polami przekrojowych siª i momentów s = (N ,M ) lub po-
lami powªokowych miar odksztaªce« ε = (E ,K ) jako zmiennymi niezale»nymi.
W obr¦bie elementu sko«czonego pola te s¡ interpolowane niezale»nie w termi-
nach, odpowiednio, uogólnionych przemieszcze« w¦zªowych elementu q(e) i para-
metrów dodatkowych β(e).

Te dwupolowe zasady nie wymagaj¡ ci¡gªo±ci dodatkowych pól zmiennych
niezale»nych s lub ε na brzegach elementów. Dlatego okre±laj¡ce je, dodatkowe
niezale»ne dyskretne parametry β(e) mog¡ by¢ eliminowane na poziomie ele-
mentu. Eliminacja parametrów β(e) wymaga ka»dorazowo odwrócenia macierzy
(typu podatno±ci) K(e)

H wymiaru N∆� ×N∆�, gdzie N∆� jest liczb¡ parametrów
w wektorze β(e).

Z obliczeniowego punktu widzenia, sensowne jest d¡»enie do zmniejszenia
liczby parametrów β(e) rzutuj¡cych na koszt rozwi¡zania. Mo»na to uzyska¢,
zakªadaj¡c niezale»no±¢ tylko cz¦±ci skªadowych tworz¡cych s lub ε. Poci¡ga to
za sob¡ konieczno±¢ mody�kacji zasady typu Hellingera�Reissnera.
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W badaniach numerycznych, poza mo»liwo±ci¡ zmiany rz¦du i sposobu in-
terpolacji pól niewiadomych, istotne jest pozostawienie mo»liwo±ci wyboru skªa-
dowych, które b¦d¡ traktowane jako niezale»ne. W zapisanych jawnie ogólnych
wyra»eniach

s = { N11 N22 N12 N21 Q1 Q2 M11 M22 M12 M21 M1 M2}T,

ε = { ε11 ε22 ε12 ε21 ε1 ε2 κ11 κ22 κ12 κ21 κ1 κ2 }T,
(5.4.1)

nie ma »adnego ograniczenia formalnego, które z tych skªadowych maj¡ by¢
traktowane jako zmienne niezale»ne. Zatem dokonuj¡c rozdziaªu na parametry
niezale»ne i zale»ne, koniecznym jest wi¦c odpowiednie przegrupowanie wekto-
rów uogólnionych napr¦»e« i uogólnionych odksztaªce« (5.4.1) oraz macierzy
konstytutywnej tak, aby zachowane byªo sprz¦»enie energetyczne mi¦dzy tymi
skªadowymi55. Nie trac¡c nic z ogólno±ci sformuªowania, dla wygody i jasno±ci
opisu przyjmujemy dalej, »e linia rozdziaªu na dodatkowe zmienne niezale»ne
i zale»ne przebiega miedzy wielko±ciami zwi¡zanymi ze stanem membranowym
n = (n1,n2), e = (ε1 , ε2) i stanem zgi¦ciowym m = (m1,m2), k = (κ1 , κ2).

5.4.2. Zmody�kowana dwupolowa napr¦»eniowa zasada wariacyjna
W ramach rozwa»anej teorii powªok, przestrze« uogólnionych napr¦»e« smo»e

by¢ przedstawiona jako suma prosta przestrzeni przekrojowych siª n i przestrzeni
przekrojowych momentów m.

Analogicznie, na zasadzie sprz¦»enia energetycznego, przestrze« uogólnionych
odksztaªce« ε mo»emy przedstawi¢ jako sum¦ prost¡ przestrzeni odksztaªce«
membranowych e i przestrzeni odksztaªce« zgi¦ciowych k. W postaci macierzowej
zapisujemy to nast¦puj¡co:

s =
{
n
m

}
, n =

{
n1

n2

}
, m =

{
m1

m2

}
,

ε =
{
e
k

}
, e =

{
ε1

ε2

}
, k =

{
κ1

κ1

}
.

(5.4.2)

Odpowiednio do przyj¦tego podziaªu wektorów (5.4.1) na wektory (5.4.2), równie»
równania konstytutywne zapisujemy w rozdzielonej postaci

s̃(e,k) =
{
ñ(e,k)
m̃(e,k)

}
=

{
∂eΦ(e,k)
∂kΦ(e,k)

}
. (5.4.3)

Zakªadamy, »e pierwsza z zestawionych w (5.4.3) relacji, tj. n = ∂eΦ(e,k), mo»e
by¢ odwrócona cz¦±ciowo wzgl¦dem parametrów n i e do postaci

e = ẽ(n,k). (5.4.4)
55Takie podej±cie przedstawiono w pracy Chró±cielewski [1996] i uj¦to w programach au-

torskich tej ksi¡»ki.
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Na podstawie (5.4.4), stosuj¡c transformacj¦ Legendre'a, de�niujemy mieszan¡
funkcj¦ energii spr¦»ystej

Σ (n,k) = nTẽ(n,k)− Φ(ẽ(n,k),k)

= N · Ẽ(N ,K )− Φ(Ẽ(N ,K ),K ). (5.4.5)

Pierwsza pochodna (5.4.5),

δnT(e− ∂nΣ (n,k))− δkT(∂kΦ(e,k) + ∂kΣ (n,k))
+ δeT(n− ∂eΦ(e,k)) = 0, (5.4.6)

wobec dowolno±ci δn i δk, prowadzi do nast¦puj¡cych równa« konstytutywnych:

e = ∂nΣ (n,k), m ≡ ∂kΦ(e,k) = −∂kΣ (n,k). (5.4.7)

Za pomoc¡ (5.4.5) i zaw¦»onej do cz¦±ci membranowej relacji kinematycznej
e = ẽ(u), de�niujemy nowy funkcjonaª z u i n jako zmiennymi niezale»nymi

H(u,n) =
∫∫

M\Γ

(
nTẽ(u)− Σ (n, k̃(u))

)
da + V (u)

=
∫∫

M\Γ

(
N · Ẽ(u)− Σ (N , K̃ (u))

)
da + V (u) . (5.4.8)

Pierwsza pochodna funkcjonaªu (5.4.8) dana jest przez

δH[u,n;w, δn] =
∫∫

M\Γ

(
(Bw)Ts+ δnT(ẽ(u)− ∂nΣ )

)
da + δV [u;w], (5.4.9)

gdzie

(Bw)Ts = N · δẼ [u;w]− ∂KΣ (N ,K ) · δK̃ [u;w]

= N · δẼ [u;w] +M · δK̃ [u;w] , (5.4.10)
δnT(ẽ(u)− ∂nΣ ) = δN · (Ẽ(u)− ∂NΣ (N ,K ) ) .

W rezultacie otrzymujemy nast¦puj¡c¡ zasad¦ wariacyjn¡:

δH[u, s;w, δn] = 0, (5.4.11)

sªuszn¡ dla kinematycznie dopuszczalnych przemieszcze« wirtualnych w i dowol-
nego δn.
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5.4.3. Równania zlinearyzowane, wariant napr¦»eniowy

Równanie zlinearyzowane zasady (5.4.11) przyjmuje posta¢

δ2H[u,n;w, δn,∆w,∆n] + δH[u,n;w, δn] = 0, (5.4.12)

gdzie pierwsza pochodna jest dana przez (5.4.9).
Druga pochodna funkcji energii spr¦»ystej (5.4.5) (lub pierwsza (5.4.6) ) do-

starcza warunku

δnT (∆e− ∂nnΣ (n,k)∆n− ∂nkΣ (n,k)∆k)

+ δeT (∆n− ∂eeΦ(e,k)∆e− ∂ekΦ(e,k)∆k)

− δkT (∂keΦ(e,k)∆e+ ∂kkΦ(e,k)∆k

+ ∂knΣ (n,k)∆n+ ∂kkΣ (n,k)∆k) = 0. (5.4.13)

Wobec dowolno±ci wariacji i po wyeliminowaniu ∆e, z (5.4.13) wynikaj¡ relacje
miedzy macierzami konstytutywnymi

∂nnΣ (n,k) = (∂eeΦ(e,k))−1,

∂nkΣ (n,k) = (∂knΣ (n,k))T = −(∂eeΦ(e,k))−1 ∂ekΦ(e,k) , (5.4.14)

∂kkΣ (n,k) = −∂kkΦ(e,k)− ∂keΦ(e,k) (∂eeΦ(e,k))−1 ∂ekΦ(e,k) .

W postaci rozpisanej macierz konstytutywna przyjmuje posta¢

H(n,k) =

[
∂nnΣ (n,k) ∂nkΣ (n,k)

∂knΣ (n,k) ∂kkΣ (n,k)

]
=

[
Hnn Hnk

Hkn Hkk

]

(5.4.15)

=

[
C−1
ee −C−1

eeCek
−CkeC−1

ee −CkeC−1
eeCek

]
,

gdzie rozdzielenie macierzy spr¦»ysto±ci

C(e,k) =

[
∂eeΦ(e,k) ∂ekΦ(e,k)

∂keΦ(e,k) ∂kkΦ(e,k)

]
=

[
Cee Cek
Cke Ckk

]
(5.4.16)

jest konsekwencj¡ rozdzielenia (5.4.2). Z powy»szych rozwa»a« wynika, »e wy-
znacznik det[∂eeΦ(ẽ(n,k),k)] = detCee 6= 0 jest warunkiem koniecznym lokalnej
odwracalno±ci do postaci (5.4.15) macierzy konstytutywnych wchodz¡cych do C.
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Do obliczenia drugiej pochodnej funkcjonaªu (5.4.8) wystarczy obliczy¢ pierw-
sz¡ pochodn¡ (5.4.9). Post¦powanie jest takie samo, jak w przypadku sformuªo-
wania przemieszczeniowego i prowadzi do zale»no±ci

δ2H[u,n;w, δn, ∆w, ∆n]

=
∫∫

M\Γ

(
(Dw)TGD∆w + (Bew)T∆n

+ (Bkw)T(−∂knΣ ∆n− ∂kkΣ Bk∆w)
+ δnT(Be∆w − ∂nnΣ ∆n− ∂nkΣ Bk∆w)

)
da

+ δ2V [u;w, ∆w]

=
∫∫

M\Γ

(
wT(DTGD−BT

kHkkBk)∆w +wT(BT
e −BT

kHkn)∆n

− δnTHnn∆n+ δnT(Be −HnkBk)∆w
)
da

+ δ2V [u;w, ∆w ] . (5.4.17)
Operatory (macierze) B, D i G maj¡ tu posta¢ identyczn¡ jak w sformuªowa-
niu przemieszczeniowym, za± Be i Bk s¡ konsekwencj¡ rozdzielenia B zgodnego
z zapisem (5.4.2)

δε =
{

δe
δk

}
=

[
Be(u)
Bk(u)

]
w = B(u)w. (5.4.18)

5.4.4. Aproksymacja sko«czenie elementowa, wariant napr¦»eniowy
Zgodnie ze standardow¡ procedur¡ budowy elementów sko«czonych i analo-

gicznie do wcze±niejszych rozwa»a«, zlinearyzowany problem wariacyjny (5.4.12)
przyjmuje form¦ podlegaj¡c¡ sumowaniu po elementach sko«czonych

Ne∑

e=1

(
δ2H(e)[u,n;w, δn,∆w,∆n] + δH(e)[u,n;w, δn]

)
= 0. (5.4.19)

Uogólniony wektor napr¦»e« n skªada si¦ z sekwencji sze±ciu skªadowych wek-
torów przekrojowych siª nβ . Tak jak w elementach mieszanych, wektor n i jego
wariacja δn s¡ interpolowane w obr¦bie dowolnego elementu Π(e) w terminach
elementowych parametrów napr¦»eniowych β(e) zgodnie z reguª¡

n(ξ) = P(ξ) β(e) , δn(ξ) = P(ξ) δβ(e) . (5.4.20)
Podstawiaj¡c (5.4.20)2 i standardow¡ relacj¦ dla przyrostu przemieszcze«
∆w(ξ) = L(ξ)∆q(e) (por. p. 5.2.8) do zlinearyzowanej postaci funkcjonaªu
(5.4.17), dla pojedynczego elementu otrzymujemy

δ2H(e) = δqT
(e)

(
K(e)

G +K(e)
m1

)
∆q(e) + δqT

(e)

(
K(e)

m

)T
∆β(e)

+ δβT
(e)K

(e)
m ∆q(e) − δβT

(e)K
(e)
H ∆β(e) + δ2V (e) , (5.4.21)
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gdzie macierze K(e)
m1, K

(e)
m i K(e)

H zde�niowane s¡ teraz przez

K(e)
m1 = −

∫∫

Π(e)

LTBT
kHkkBkL da,

K(e)
m =

∫∫

Π(e)

PT(Be −HnkBk)Lda, (5.4.22)

K(e)
H =

∫∫

Π(e)

PTHnnP da.

W ten sam sposób, w wyniku aproksymacji sko«czenie elementowej (5.4.9)
otrzymujemy

δH(e) = δqT
(e)r

(e)
d + δβT

(e)r
(e)
m + δV (e), (5.4.23)

gdzie

r(e)d =
∫∫

Π(e)

(BL)Tsda,

(5.4.24)
r(e)m =

∫∫

Π(e)

PT ((ẽ(u)− ∂nΣ (n,k(u))) da.

Uwzgl¦dniaj¡c pozostaj¡ce bez zmian w stosunku do poprzednich sformuªowa«
skªadniki, w tym cz¦±¢ od obci¡»enia zewn¦trznego, zlinearyzowane równanie dla
pojedynczego elementu przyjmuje posta¢

δqT
(e)

(
(K(e)

G −K(e)
L −K(e)

m1)∆q(e) + (K(e)
m )T∆β(e) + r(e)d − p(e)

)

+ δβT
(e)

(
K(e)

m ∆q(e) −K(e)
H ∆β(e) + r(e)m

)
= 0. (5.4.25)

Wobec peªnej analogii ze sformuªowaniem mieszanym, na tej samej drodze dla
typowego elementu sko«czonego otrzymamy klasyczn¡ posta¢ równania zlineary-
zowanego

K(e)
T ∆q(e) = p(e) − r(e), (5.4.26)

gdzie

K(e)
T = K(e)

G −K(e)
L −K(e)

m1 + (K(e)
m )T(K(e)

H )−1K(e)
m ,

(5.4.27)
r(e) = r(e)d + (K(e)

m )T(K(e)
H )−1r(e)m .
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Tak jak w sformuªowaniu mieszanym, tak i tutaj wyprowadzenie zale»no-
±ci elementowych wymaga odwrócenia macierzy podatno±ci K(e)

H . Jednak teraz,
przy przyj¦tym podziale (5.4.2) na zmienne zale»ne i niezale»ne, wymiar macie-
rzy K(e)

H jest dwukrotnie mniejszy ni» w sformuªowaniu mieszanym. Redukuje to
znacznie czas oblicze« zale»no±ci elementowych. Podobnie jak w sformuªowaniu
mieszanym, dodatkowe parametry napr¦»eniowe β(e) s¡ tu równie» eliminowane
na poziomie elementu. Dlatego wynikowe elementy powªokowe przedstawionego
sformuªowania zmody�kowanego maj¡ takie same w¦zªowe stopnie swobody, jak
i wcze±niej sformuªowane elementy przemieszczeniowe i mieszane.

5.4.5. Zmody�kowana dwupolowa odksztaªceniowa
zasada wariacyjna

Tak jak w omawianych wcze±niej zasadach i elementach mieszanych, tak
i w przypadku rozwa»anej powy»ej zasady zmody�kowanej odwracanie macie-
rzy spr¦»ysto±ci Cee = ∂eeΦ(e(n,k),k) w (5.4.15) i (5.4.16), przy zªym jej uwa-
runkowaniu, mo»e prowadzi¢ do niestabilno±ci numerycznej. Zatem sensownym
jest sformuªowanie, nie wymagaj¡cej tego typu zabiegu, zmody�kowanej zasady
dwupolowej z polami przemieszcze« u i polem odksztaªce« membranowych e (za-
miast n) jako zmiennymi niezale»nymi.

U»ywaj¡c tych samych argumentów co w wariancie napr¦»eniowym, dekom-
ponujemy przestrze« uogólnionych odksztaªce« ε na sum¦ prost¡ przestrzeni od-
ksztaªce« membranowych e i zgi¦ciowych k. Nast¦pnie na zasadzie sprz¦»enia
energetycznego dekomponujemy równie» przestrze« uogólnionych napr¦»e« s na
sum¦ prost¡ przestrzeni przekrojowych siª n i momentów m. Tego typu dekom-
pozycj¦ ujmuje zapis macierzowy (5.4.2).

Poniewa» chcemy teraz unikn¡¢ odwracania macierzy spr¦»ysto±ci, funkcj¦
energii spr¦»ystej Φ = Φ(e, k̃(u)) wyra»amy przez pole e jako zmienn¡ nie-
zale»n¡. Koncepcja tego sformuªowania bazuje na równaniu konstytutywnym
n = ∂eΦ(e, k̃(u)), za pomoc¡ którego eliminujemy n z równa« pola i statycz-
nych warunków brzegowych. Nast¦pnie interpretuj¡c ∂eΦ(e, k̃(u)) jako mno»nik
Lagrange'a, wymuszamy speªnienie zaw¦»onych do stanu membranowego relacji
kinematycznych, przez wstawienie zale»no±ci ẽ(u)−e = O do funkcjonaªu caªko-
witej energii potencjalnej. Wynikiem tych zabiegów jest nowy funkcjonaª z u i e
jako polami niezale»nymi

H(u, e) =
∫∫

M\Γ

(
Φ(e, k̃(u)) +

(
∂eΦ(e, k̃(u))

)T
(ẽ(u)− e)

)
da + V (u). (5.4.28)

Tutaj u ∈ UA jest polem kinematycznie dopuszczalnym, za± niezale»ne pole od-
ksztaªce« membranowych e winno by¢ co najmniej odcinkowo ci¡gªe.
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Pierwsza pochodna funkcjonaªu (5.4.28), po uwzgl¦dnieniu relacji wynikaj¡-
cych z (5.4.18), prowadzi do

δH[u, e;w, δe] =
∫∫

M\Γ

(
(Bw)T ∂"Φ(e, k̃(u))

+ δeT ∂eeΦ(e, k̃(u)) (ẽ(u)− e)

+ (Bkw)T ∂keΦ(e, k̃(u)) (ẽ(u)− e)
)

da

+ δV [u;w]

=
∫∫

M\Γ

(
wTBTs+ δeTCee(ẽ(u)− e)

+wTBT
kCke(ẽ(u)− e)

)
da + δV [u;w], (5.4.29)

gdzie

(Bw)Ts = N · δẼ [u;w] +M · δK̃ [u;w] ,

δeTCee(ẽ(u)− e) = δE · ∂EEΦ(E , K̃ (u)) (Ẽ(u)−E) , (5.4.30)
wTBT

kCke(ẽ(u)− e) = δK̃ [u;w] · ∂KEΦ(E , K̃ (u)) (Ẽ(u)−E) .

Poniewa» u i e s¡ teraz polami niezale»nymi, warunek stacjonarno±ci funkcjonaªu
(5.4.28)

δH[u, e ; w, δe] = 0, ∀w ∈ TuU, (5.4.31)
wobec dowolno±ci δε, wymaga speªnienia równa« Eulera�Lagrange'a, którymi s¡:
równania równowagi, statyczne warunki ci¡gªo±ci, statyczne warunki brzegowe
i dwie relacje dodatkowe, które musz¡ by¢ speªnione jednocze±nie

Cee(ẽ(u)− e) = O, Cke(ẽ(u)− e) = O. (5.4.32)

W przypadku, gdy obowi¡zuje zaw¦»ona zale»no±¢ kinematyczna e = ẽ(u), re-
lacje (5.4.32) s¡ speªnione z zaªo»enia, niezale»nie od wyst¦puj¡cych tam funkcji
konstytutywnych Cee = ∂eeΦ i Cke = ∂keΦ. Zatem, je±li zale»no±¢ e = ẽ(u) jest
speªniona i u ∈ UA jest sªabym rozwi¡zaniem mieszanego problemu brzegowego
mechaniki powªok, wówczas obowi¡zuje (5.4.31).

5.4.6. Równania zlinearyzowane, wariant odksztaªceniowy
Analogicznie do rozwa»anych wcze±niej wariantów zasad dwupolowych, rów-

nanie zlinearyzowane problemu (5.4.28) ma posta¢

δ2H[u, e;w, δe, ∆w, ∆e] + δH[u, e;w, δe] = 0, (5.4.33)

gdzie pierwsza pochodna jest dana przez (5.4.29).
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Do obliczenia drugiej pochodnej funkcjonaªu (5.4.28) wystarczy obliczy¢
pierwsz¡ pochodn¡ (5.4.29). Post¦powanie jest takie samo jak w przypadku po-
przednich sformuªowa« i prowadzi do zale»no±ci

δ2H[u, e;w, δe, ∆w, ∆e] =

=
∫∫

M\Γ

(
(Dw)TGD∆w + (Bew)T ∂eeΦ(e, k̃(u))∆e

+ (Bkw)T ∂keΦ(e, k̃(u))∆e
+ (Bew)T ∂ekΦ(e, k̃(u))Bk∆w
+ (Bkw)T ∂kkΦ(e, k̃(u))Bk∆w
+ δeT ∂eeΦ(e, k̃(u)) (Be∆w −∆e)
+ δeT[∂eeeΦ(e, k̃(u)) (ε̃(u)− ε)]∆e
+ δeT[∂ekeΦ(e, k̃(u)) (ε̃(u)− ε)]Bk∆w
+ (Bkw)T[∂keeΦ(e, k̃(u)) (ẽ(u)− e)]∆e

+ (Bkw)T[∂kkeΦ(e, k̃(u)) (ẽ(u)− e)]Bk∆w
)

da

+ δ2V [u;w, ∆w]. (5.4.34)

Wykorzystuj¡c opis (5.4.16) i wprowadzaj¡c dodatkowe zwarte oznaczenie

×ij = ∂ijeΦ(e, k̃(u))(ẽ(u)− e), i, j = e,k, (5.4.35)

otrzymujemy

δ2H[u, e;w, δe, ∆w, ∆e] =

=
∫∫

M\Γ

(
wTDTGD∆w +wTBT

eCee∆e+wTBT
kCke∆e

+wTBT
eCekBk∆w +wTBT

kCkkBk∆w + δeTCeeBe∆w
− δeTCee∆e+wTBT

kCkeBe∆w −wTBT
kCke∆e

+ δeT×ee∆e+ δeT×ekBk∆w +wTBT
k×ke∆e

+wTBT
k×kkBk∆w

)
da + δ2V [u;w, ∆w]

=
∫∫

M\Γ

(
wT

{[
DTGD+BT

eCekBk +BT
kCkeBe

+BT
k (Ckk + ×kk)Bk

]
∆w +

[
BT
eCee + ×ke

]
∆e

}

+ δeT {[CeeBe + ×ekBk] ∆w − [Cee −×ee]∆e}
)
da

+ δ2V [u;w, ∆w]. (5.4.36)

Operatory (macierze) B, D i G maj¡ identyczn¡ posta¢ jak w sformuªowaniu
przemieszczeniowym, za± rozdzielenie B na cz¦±ci Be i Bk podano w (5.4.18).
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5.4.7. Aproksymacja sko«czenie elementowa, wariant odksztaªceniowy
Tak»e w tym przypadku, zgodnie ze standardow¡ procedur¡ formuªowania

elementów sko«czonych, zlinearyzowany problem wariacyjny (5.4.33) przyjmuje
form¦ podlegaj¡c¡ sumowaniu po elementach sko«czonych

Ne∑

e=1

(
δ2H(e)[u, e;w, δe, ∆w, ∆e] + δH(e)[u, e;w, δe]

)
= 0. (5.4.37)

Zmienne kinematyczne b¦d¡ce funkcjami przemieszcze« s¡ interpolowane w obr¦-
bie dowolnego elementu Π(e) , tak jak w elemencie przemieszczeniowym. Wektor
odksztaªce« e skªada si¦ teraz z sekwencji sze±ciu skªadowych wektorów odksztaª-
ce« membranowych εβ . Wektor e i jego wariacja δe interpolowane s¡ w obr¦bie
dowolnego elementu Π(e) , w terminach elementowych parametrów odksztaªcenio-
wych β(e) , zgodnie z reguª¡

e(ξ) = P(ξ) β(e) , δe(ξ) = P(ξ) δβ(e) . (5.4.38)

Podstawiaj¡c (5.4.38)2 i standardow¡ relacj¦ dla przyrostu przemieszcze«
∆w(ξ) = L(ξ)∆q(e) do zlinearyzowanej postaci funkcjonaªu (5.4.36), dla po-
jedynczego elementu otrzymujemy

δ2H(e) = δqT
(e)

(
K(e)

G +K(e)
m1

)
∆q(e) + δqT

(e)

(
K(e)

m

)T
∆β(e)

+ δβT
(e)K

(e)
m ∆q(e) − δβT

(e)K
(e)
H ∆β(e) + δ2V (e), (5.4.39)

gdzie teraz macierze K(e)
m1, K

(e)
m i K(e)

H zde�niowane s¡ przez

K(e)
m1 =

∫∫

Π(e)

LT
(
BT
eCekBk +BT

kCkeBe +BT
kCkkBk +BT

k×kkBk
)
Lda,

K(e)
m =

∫∫

Π(e)

PT (CeeBe + ×ekBk)L da, (5.4.40)

K(e)
H =

∫∫

Π(e)

PT (Cee −×ee)Pda.

W ten sam sposób, w wyniku aproksymacji sko«czenie elementowej (5.4.38) otrzy-
mujemy analog zale»no±ci (5.4.23)

δH(e) = δqT
(e)r

(e)
d + δβT

(e)r
(e)
m + δV (e), (5.4.41)
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gdzie w tym przypadku

r(e)d =
∫∫

Π(e)

[
(BL)Ts+ (BkL)TCke(ẽ(u)− e)

]
da,

(5.4.42)
r(e)m =

∫∫

Π(e)

PTCee(ẽ(u)− e) da.

Zgodno±¢ równa« (5.4.21) i (5.4.39) oraz (5.4.23) i (5.4.41) wskazuje, »e roz-
wa»ania uj¦te zale»no±ciami (5.4.19)�(5.4.27) oraz wszystkie poczynione w ich
kontek±cie uwagi obowi¡zuj¡ tak»e w rozwa»anym tutaj przypadku z t¡ ró»nic¡,
»e dotycz¡ one teraz niezale»nego pola odksztaªce« membranowych e, zamiast
pola przekrojowych siª membranowych n.

Podobie«stwo tych zale»no±ci wskazuje, »e oba warianty cz¦±ciowo mieszane
� napr¦»eniowy i odksztaªceniowy � podobnie jak w przypadku mieszanych
elementów sko«czonych, mog¡ by¢ bez specjalnych kªopotów uj¦te w ramach
tego samego podprogramu. Podobie«stwo algorytmów obu wariantów ma miej-
sce szczególnie w przypadku ograniczenia si¦ do analizy powªok liniowo spr¦-
»ystych. Wówczas bowiem, wobec C = const ⇒ ∂eC = O, z zale»no±ci
(5.4.40) wypadaj¡ charakterystyczne tylko dla wariantu odksztaªceniowego skªad-
niki ×ij = ∂ijeΦ[ẽ(u)− e], i, j = e,k.

Sformuªowanie cz¦±ciowo mieszanych powªokowych elementów sko«czonych
na podstawie zasady (5.4.11) lub (5.4.31) przebiega dokªadnie tak samo, jak sfor-
muªowanie elementów mieszanych (zob. p. 3.5.9), lecz z macierz¡ typu podatno±ci
K(e)

H dwukrotnie ni»szego rz¦du. Redukuje to znacznie czas oblicze« zale»no±ci
elementowych.

W tej ksi¡»ce rozwa»amy 4- i 9-w¦zªowe elementy bazuj¡ce na obu warian-
tach sformuªowania cz¦±ciowo mieszanego, tj. napr¦»eniowym i odksztaªcenio-
wym. W pierwszym przypadku z siªami przekrojowymi n = (n1,n2), w drugim
przypadku z odksztaªceniami membranowymi e = (ε1 , ε2), poza przemieszcze-
niami u = (u ,Q), jako zmiennymi niezale»nymi. We wszystkich badanych przez
nas zadaniach (zob. rozdz. 6) otrzymano bardzo dobr¡ zgodno±¢ wyników roz-
wi¡za« uzyskanych przy pomocy elementów mieszanych i cz¦±ciowo mieszanych.
Elementy cz¦±ciowo mieszane s¡ mniej rozbudowane i mog¡ by¢ uwa»ane za bar-
dziej odpowiednie do oblicze« in»ynierskich.

5.5. Elementy powªokowe o dwustopniowej interpolacji odksztaªce«
5.5.1. Uwagi wst¦pne

Pod nazw¡ dwustopniowa interpolacja odksztaªce« rozumiemy tu jedn¡
z grupy technik nazywanych w j¦zyku angielskim assumed strain methods. Tech-
niki te s¡ obecnie uwa»ane za jedne z najlepiej rozwi¡zuj¡cych problem blokady.
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Rys. 5.5.1. Lokalizacja punktów pomiarowych w elemencie cztero- i dziewi¦ciow¦zªowym.

Podczas gdy w przypadkach jednowymiarowych (np. pªaskich i przestrzennych
pr¦tów) techniki te maj¡ prost¡ interpretacj¦, ich rozci¡gni¦cie na zagadnienia
dwuwymiarowe (pªyty, powªoki) nie jest ju» ani tak jasne, ani caªkowicie rozwi¡-
zane, a tak»e nie s¡ one jeszcze formalnie ugruntowane matematycznie56.

Technika niestandardowej interpolacji odksztaªce«, odpowiedzialnych za blo-
kad¦ w elementach powªokowych, rozwini¦ta w ramach elementów zdegenerowa-
nych i prezentowana w pracach Dvorkin i Bathe [1984] (element 4-w¦zªowy)
orazHuang iHinton [1986a],Hughes iHinton [1986a],Huang [1987a,b] (ele-
ment 9-w¦zªowy57), stanowiªa wzorzec do sformuªowania elementów wªasnych.

Punktem wyj±cia do wprowadzenia techniki dwustopniowej interpolacji od-
ksztaªce« jest klasyczne sformuªowanie przemieszczeniowe, wykorzystuj¡ce stan-
dardow¡ interpolacj¦ Lagrange'owsk¡. Jak wiadomo, gªówna trudno±¢ wyst¦pu-
j¡ca w sformuªowaniu przemieszczeniowym wi¡»e si¦ z efektem blokady, gdy sto-
sowana jest reguªa peªnego caªkowania (FI) do obliczenia macierzy elementowych
niskiego rz¦du. Okazuje si¦, »e efekt blokady mo»na istotnie zredukowa¢ lub nawet
wyeliminowa¢ przez niezale»n¡ interpolacj¦ pola odksztaªce«.

56Zob. uwagi np. w Simo i Hughes [1986], Simo i Rifai [1990], Simo i Armero [1992].
57Zob. tak»e np. Lee i Kanok-Nukulchai [1998].
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W pracy Dvorkin i Bathe [1984] w pierwotnym sformuªowaniu przemiesz-
czeniowym macierzy elementu 4-w¦zªowego zaproponowano zastosowanie innego,
w stosunku do pozostaªych, schematu interpolacji dla odpowiedzialnych za blo-
kad¦ odksztaªce« poprzecznych od ±cinania58 {ε1, ε2}. Interpolacja ta polegaªa
na wprowadzeniu wielko±ci zast¦pczych {ε̆1, ε̆2}, które nie s¡ obliczane bezpo-
±rednio z przemieszcze« typu u = {u ,Q}. Skªadowe kowariantne tych odksztaª-
ce« interpolowane s¡ w ukªadzie wspóªrz¦dnych naturalnych (ξ1, ξ2) elementu
wzorcowego, po±rednio w sposób niejednolity, na podstawie zbioru warto±ci od-
ksztaªce«

{
εα|BI

(pα,qα) ≡ εα

(
u(ξ1|(pα,qα) , ξ2|(pα,qα))

)
, α = 1, 2, p1 = 1, 2, . . . , NL ,

q1 = 1, 2, . . . , NH , p2 = 1, 2, . . . , NH , q2 = 1, 2, . . . , NL

}
. Warto±ci odksztaª-

ce« tworz¡ce zbiór
{
εα|BI

(pα,qα)

}
obliczane s¡ bezpo±rednio z przemieszcze« u(ξ)

w wybranych, reprezentatywnych dla danej skªadowej odksztaªcenia punktach
(pα, qα). Punkty (pα, qα) nazywamy dalej punktami pomiarowymi. Etykieta BI
podkre±la, »e wielko±ci te s¡ obliczane Bezpo±rednio z Interpolacji przemiesz-
cze« u(ξ). Dyskretne warto±ci odksztaªce« typu

{
εα|BI

(pα,qα)

}
s¡ nast¦pnie elimino-

wane, wyra»aj¡c je w sposób standardowy przez parametry w¦zªowe {ua = u(ξa),
a = 1, 2, . . . , N}. Dlatego dla tego podej±cia proponujemy nazw¦ dwustopniowa
interpolacja odksztaªce«.

Tabela 5.5.1. Usytuowanie punktów pomiarowych, wspóªrz¦dne naturalne�
ξ1|(pα,qα) , ξ2|(pα,qα)

�
.

Wektor odksztaªce« "α ELEMENTY
/ usytuowanie 9-w¦zªowy, a = 3−1/2 4-w¦zªowy

"1
punkt (p1, q1) (1,1) (1,2) (1,3) (2,1) (2,2) (2,3) (1,1) (1,2)

wspóªrz¦dne (ξ1, ξ2) (a, 1) (a, 0) (a,−1) (−a, 1) (−a, 0) (−a,−1) (0, 1) (0,−1)

"2
punkt (p2, q2) (1,1) (1,2) (2,1) (2,2) (3,1) (3,2) (1,1) (2,1)

wspóªrz¦dne (ξ1, ξ2) (1, a) (1,−a) (0, a) (0,−a) (−1, a) (−1,−a) (1, 0) (−1, 0)

Koncepcja dwustopniowej interpolacji w stosunku do obu typów odksztaªce«
� bªonowych59 {ε11 , ε22 , ε12} i poprzecznych od ±cinania {ε1, ε2} � zostaªa
u»yta w elemencie 9-w¦zªowym przez Huang [1987b] do pogodzenia kon�iktu
mi¦dzy blokad¡ a mechanizmem form zeroenergetycznych (paso»ytniczych). Za-
uwa»my, »e w konwencjonalnych elementach sko«czonych poprzeczne odksztaª-
cenia od ±cinania {ε1, ε2} s¡ cz¦sto lokalnie niepoprawne, mimo »e ich u±red-
nione warto±ci z okre±lonego obszaru maj¡ sens. Dlatego, podobnie jak dla ele-
mentu 4-w¦zªowego, niezale»nie dla ka»dej skªadowej εα zaproponowano loka-

58Energetycznie zwi¡zanych z przekrojowymi siªami poprzecznymi {Q1, Q2}.
59Odksztaªcenia {ε11 , ε22 , ε12} s¡ energetycznie zwi¡zane z przekrojowymi siªami bªonowymi

{N11, N22, N12}. W pracach oryginalnych, w odró»nieniu od rozwa»anego w ksi¡»ce sze±ciopa-
rametrowego sformuªowania mechaniki powªok, stosowano sformuªowanie symetryczne, gdzie
na podstawie zaªo»e« kinematycznych obowi¡zuje ε12 ≡ ε21 i N12 ≡ N21.
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lizacj¦
(
ξ1|(pα,qα) , ξ2|(pα,qα)

)
pewnej liczby (NL × NH) punktów pomiarowych

(pα , qα), w których warto±ci odksztaªce« εα reprezentuj¡ u±redniony rozkªad
w rozwa»anych obszarach (Huang [1987a]). Do okre±lenia lokalizacji punktów
pomiarowych wykorzystuje si¦ zaªo»enie o równo±ci ±redniej warto±ci (w sensie
caªki z obszaru elementu) z aproksymacji MES ze ±redni¡ warto±ci¡ (w sensie caªki
z tego obszaru) reprezentatywnego rozwi¡zania ±cisªego. Na tej podstawie, odpo-
wiednio do zaªo»onego rz¦du interpolacji zast¦pczych pól odksztaªce« poprzecz-
nych {ε̆1, ε̆2} [(liniowa×kwadratowa) ⇒ (NL×NH)], w pracy Huang [1987a] po-
dano dwa zestawy po sze±¢ punktów pomiarowych, reprezentuj¡cych u±rednione
warto±ci εα w cienkim 9-w¦zªowym60 elemencie powªokowym (zob. tak»e Huang
i Hinton [1986a], Hughes i Hinton [1986a] oraz w kontek±cie pªyt Huang
i Hinton [1984, 1986b]). Wskazano tak»e, »e lokalizacja {ε1, ε2} zaproponowana
dla powªokowego elementu 4-w¦zªowego w pracachDvorkin i Bathe [1984], Ba-
the i Dvorkin [1985] jest t¡, która speªnia warunki przyj¦te w Huang [1987a].
W tym kontek±cie oba elementy 4- i 9-w¦zªowy mog¡ by¢ potraktowane w sposób
zuni�kowany.

W analizie powªok zakrzywionych pojawia si¦, jako wynik zakrzywienia ele-
mentu, blokada membranowa (zob. np. Stolarski i Belytschko [1982]).
Do omini¦cia efektu blokady membranowej, podobnie jak wcze±niej dla po-
przecznych odksztaªce« od ±cinania, jest stosowana niestandardowa interpo-
lacja odksztaªce« membranowych {ε11 , ε22 , ε12}. Dla εα1 , εα2 , α = 1, 2,
analogicznie do przypadku odksztaªce« poprzecznych od ±cinania εα, wpro-
wadzono (Huang [1987a,b]) tego samego rz¦du interpolacj¦ odksztaªce« za-
st¦pczych ε̆α1 , ε̆α2 , przyjmuj¡c na zasadzie dedukcji takie same usytuowa-
nie

(
ξ1|(pα,qα) , ξ2|(pα,qα)

)
punktów pomiarowych (pα , qα). Jednak w przypadku

{ε11 , ε22 , ε12} w ramach standardowej koncepcji elementów zdegenerowanych
wyst¦puje konieczno±¢ zde�niowania na powierzchni podstawowej powªoki do-
datkowego lokalnego ukªadu wspóªrz¦dnych ortogonalnych (Huang i Hin-
ton [1986a], Hughes i Hinton [1986a]). Bowiem dopiero w ortogonalnym
ukªadzie wspóªrz¦dnych mo»liwe jest, w wyniku jawnego u»ycia hipotezy kine-
matycznej, rozdzielenie trójwymiarowych odksztaªce« normalnych na cz¦±¢ bªo-
now¡ {ε11 , ε22 , ε12} i powodowan¡ zginaniem {κ11 , κ22 , κ12} (Ahmad, Irons
i Zienkiewicz [1970]). Umo»liwia to dokonanie interpolacji zast¦pczych od-
ksztaªce« membranowych ε̆α1 , ε̆α2 , α = 1, 2 na podstawie warto±ci dyskret-
nych

{
εα1|BI

(pα,qα) , εα2|BI
(pα,qα)

}
(Huang [1987a]). Trudno±ci zwi¡zane z potrzeb¡

wprowadzenia ortogonalnego ukªadu wspóªrz¦dnych nie wyst¦puj¡ w sformu-
ªowaniach operuj¡cych uogólnionymi wielko±ciami przekrojowymi (por. sfor-
muªowanie przyj¦te w niniejszej ksi¡»ce), które s¡ tu rozseparowane z zaªo-
»enia.

60Przykªadowo, do analizy nieliniowych zada« statyki powªok Kreja i Schmidt [1995] zasto-
sowali element 9-w¦zªowy, wykorzystuj¡cy rozwini¦t¡ w pracy Park i Stanley [1986] technik¦
dwustopniowej interpolacji odksztaªce« poprzecznych od ±cinania.
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Wykorzystuj¡c powy»sze fakty, w elementach wªasnych odksztaªcenia zast¦p-
cze ĕ = (ε̆1 , ε̆2) (razem bªonowe i poprzeczne od ±cinania ε̆α1 , ε̆α2 , ε̆α , α = 1, 2)
obliczamy w sposób zuni�kowany (jednakowy i ª¡czny), zarówno w elemencie 4-
jak i 9-w¦zªowym.

5.5.2. Koncepcja niestandardowej interpolacji odksztaªce«
Wychodz¡c z klasycznego sformuªowania przemieszczeniowego, u»ywamy nie-

zale»nej interpolacji póª odksztaªce« e(ξ) odpowiedzialnych za blokad¦, wprowa-
dzaj¡c w ich miejsce odksztaªcenia zast¦pcze ĕ(ξ).

Interpolacj¦ pola odksztaªce« zast¦pczych wyra»amy wzorem

ĕ(ξ) = E(ξ) e⇀(e) , (5.5.1)

gdzie e⇀(e) jest wektorem swobodnych parametrów odksztaªce« elementowych,
a E(ξ) jest macierz¡ interpolacji.

W analizie problemów nieliniowych stosuje si¦ ten sam schemat interpolacji
(5.5.1) zarówno do pól przyrostów odksztaªce« jak i do pól wirtualnych odksztaª-
ce«

∆ĕ(ξ) = E(ξ)∆e⇀(e) , δĕ(ξ) = E(ξ) δe⇀(e) , (5.5.2)

gdzie ∆e⇀(e) i δe⇀(e) s¡, tak jak wektor e⇀(e) w (5.5.1), wektorami swobodnych para-
metrów. Wybór swobodnych parametrów e⇀(e), ∆e⇀(e) i δe⇀(e) oraz macierzy inter-
polacyjnej E(ξ) decyduje tutaj o skuteczno±ci omawianego podej±cia. Niestety, do
tej pory brakuje formalnych podstaw matematycznych sposobu okre±lania tych
wielko±ci.

W literaturze przedmiotu swobodne parametry e⇀(e), ∆e⇀(e) i δe⇀(e) s¡ prze-
wa»nie okre±lane jako warto±ci odpowiedniego pola odksztaªce« e(u(ξ)), ∆e(ξ)
i δe(ξ), obliczane w wybranych punktach w obr¦bie elementu na podstawie kla-
sycznego schematu interpolacji. Punkty te nazywane s¡ punktami pomiarowymi
(ang. sampling points), a ich poªo»enie okre±lane jest przez warto±ci wspóªrz¦d-
nych naturalnych ξ ≡ (ξ1, ξ2).

Niech

ξ(p,q) ≡
(
ξ1|(pα,qα) , ξ2|(pα,qα)

) ∈ [−1,+1]× [−1, +1], (5.5.3)
pα = 1, 2, . . . , L1α , qα = 1, 2, . . . , L2α , α = 1, 2,

oznaczaj¡ wspóªrz¦dne punktów pomiarowych. Wówczas np. wektor ∆e⇀(e) swo-
bodnych parametrów przyrostów odksztaªce« elementu z (5.5.2)1 jest tworzony
z odpowiednich warto±ci przyrostów odksztaªce«, obliczanych w punktach pomia-
rowych w typowy dla sformuªowania przemieszczeniowego sposób

∆e⇀|BI
(p,q) = ∆e(ξ(p,q)) = Be(e)(ξ(p,q))∆q(e) . (5.5.4)
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Ze zbioru warto±ci (5.5.4) dla wszystkich par (p, q), po uporz¡dkowaniu skªa-
dowych ∆e⇀|BI

(p,q) ⇒ ∆e⇀(e) i po odpowiednim przegrupowaniu ju» dyskretnych
warto±ci macierzy Be(e)(ξ(p,q)) ⇒ B

⇀|BI
e(e) = const w punktach (p, q), tworzymy

poszukiwan¡ zale»no±¢
∆e⇀(e) = B

⇀|BI
e(e) ∆q(e) . (5.5.5)

Podstawienie (5.5.5) do (5.5.2)1 prowadzi bezpo±rednio do zde�niowania ope-
ratora macierzowego, ujmuj¡cego dwustopniow¡ interpolacj¦ wariacji lub przyro-
stów odksztaªce« w postaci

B̆e(e)(ξ) = E(ξ)B
⇀|BI

e(e) . (5.5.6)

Wstawiaj¡c operator B̆e(e)(ξ) w miejsce Be(e)(ξ), formuªowanie dalszych za-
le»no±ci elementowych przebiega dokªadnie w taki sam sposób, jak w ramach
klasycznego modelu przemieszczeniowego. Zale»no±ci elementowe obliczane s¡
z zastosowaniem reguªy peªnego caªkowania (FI). Poniewa» parametry odksztaª-
ceniowe ∆e⇀(e) , δe⇀(e) , e⇀(e) s¡ wyra»ane na poziomie elementu przez odpowiednie
przemieszczenia w¦zªowe, powªokowe elementy sko«czone o dwustopniowej inter-
polacji odksztaªce« maj¡ t¦ sam¡ liczb¦ stopni swobody co wyj±ciowe elementy
przemieszczeniowe.

5.5.3. Realizacja techniki dwustopniowej interpolacji odksztaªce«
W ramach rozwa»anej 6-parametrowej teorii powªok, miary odksztaªce« ε(ξ)

skªadaj¡ si¦ z odksztaªce« membranowych e(ξ) i odksztaªce« zgi¦ciowych k(ξ).
Poniewa» efekt blokady zwi¡zany jest tylko z odksztaªceniami membranowymi
e(ξ), technika dwustopniowej interpolacji nie jest stosowana do odksztaªce« zgi¦-
ciowych.

Interpolacj¦ zast¦pczych pól odksztaªce« membranowych w postaci wekto-
rów ε̆β , δε̆β przeprowadzamy w konwekcyjnym ukªadzie wspóªrz¦dnych natural-
nych ξ ≡ (ξ1, ξ2) zwi¡zanym z elementem. Usytuowanie punktów pomiarowych
(tab. 5.5.1) przyjmujemy zgodnie z pracami Dvorkin i Bathe [1984] w ele-
mencie 4-w¦zªowym oraz Huang i Hinton [1986b] w elemencie 9-w¦zªowym.
Stosujemy niejednolit¡ � wyró»niaj¡c¡ kierunek � interpolacj¦ zast¦pczych pól
odksztaªce«, zale»nie od aproksymowanej skªadowej61

ε̆1(ξ) =
NL∑

p1=1

NH∑

q1=1

Lp1(ξ
1) Hq1(ξ

2) ε
⇀

1|BI
(p1,q1) ,

(5.5.7)
ε̆2(ξ) =

NH∑

p2=1

NL∑

q2=1

Hp2(ξ
1) Lq2(ξ

2) ε
⇀

2|BI
(p2,q2) ,

61Symbol ⇀ nad liter¡ podstawow¡ oznacza wielko±¢ zwi¡zan¡ z baz¡ aα i wspóªrz¦dnymi
naturalnymi �α elementu.
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gdzie wektory odksztaªce« ε
⇀

α zestawiane s¡ ze skªadowych w bazie {aα, t0}. Baza
{aα}, wzajemna do {aα}, jest styczna do wspóªrz¦dnych krzywoliniowych na M ,
generowanych ukªadem ξα w elemencie wzorcowym ξ ≡ (ξ1, ξ1) (zob. rys. 5.2.7).

Funkcje interpolacyjne wyst¦puj¡ce w (5.5.7) dla elementu 9-w¦zªowego przyj-
mujemy [(liniowa × kwadratowa) ⇒ (NL = 2, NH = 3)] w postaci

H1(ξ) =
1
2
ξ(ξ + 1) ,

H2(ξ) = 1− ξ2 ,

H3(ξ) =
1
2
ξ(ξ − 1) ,

L1(ξ) =
1
2

(
1 +

√
3 ξ

)
,

L2(ξ) =
1
2

(
1−

√
3 ξ

)
,

(5.5.8)

a dla elementu 4-w¦zªowego [(staªa× liniowa) ⇒ (NL = 1, NH = 2)] w formie

H1(ξ) = 1
2(1 + ξ) ,

H2(ξ) = 1
2(1− ξ) ,

L1(ξ) = 1 . (5.5.9)

Interpolacj¦ operatorów, powi¡zanych z zast¦pcz¡ wirtualn¡ zmian¡ miar od-
ksztaªce« δε̆α , przeprowadzamy w sposób analogiczny do (5.5.7):

B̆"1(ξ) =
NL∑

p1=1

NH∑

q1=1

Lp1(ξ
1) Hq1(ξ

2)B
⇀

"1 |BI
(p1,q1) ,

(5.5.10)
B̆"2(ξ) =

NH∑

p2=1

NL∑

q2=1

Hp2(ξ
1) Lq2(ξ

2)B
⇀

"2 |BI
(p2,q2) .

Analogicznie do (5.5.7), w (5.5.10) warto±ci operatorów dyskretnych
B
⇀

"α |BI
(pα,qα) obliczamy w bazie {aα, t0}. Zastosowana w (5.5.7) kombinacja funk-

cji interpolacyjnych Lpα , Hqα , wyró»niaj¡ca jedn¡ ze wspóªrz¦dnych ξα, jest
w ogólnym przypadku nieci¡gªa na kraw¦dziach mi¦dzyelementowych. Dokªad-
no±¢ z jak¡ odtwarzane s¡ odksztaªcenia zale»y wi¦c od stopnia dyskretyzacji
i geometrycznych dystorsji elementów (zob. uwagi w Dvorkin i Bathe [1984]
w kontek±cie elementów 4-w¦zªowych).

5.5.4. Algorytm dwustopniowej interpolacji odksztaªce«
Algorytm dwustopniowej interpolacji odksztaªce« wpleciony jest w koncepcj¦

elementów przemieszczeniowych, przy jak najdalej id¡cym zachowaniu pierwotnej
struktury sformuªowania. Algorytm skªada si¦ z poni»szych kroków:

1. Obliczamy z pól odksztaªce« εβ(u(ξ)) zbiory warto±ci odksztaªce«{
εβ|BI

(pβ ,qβ)

}
a z pól operatora B"β

(u(ξ)) zbiory warto±ci operatorów{
B"β

|BI
(pβ ,qβ)

}
w punktach pomiarowych (ξ1|(pβ ,qβ) , ξ2|(pβ ,qβ)) (wedªug

tab. 5.5.1).
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2. Transformujemy dyskretne warto±ci
{
εβ|BI

(pβ ,qβ)

}
i

{
B"β

|BI
(pβ ,qβ)

}
z repre-

zentacji przestrzennej {t i} do bazy {aβ, t0} ⇒ {
ε
⇀

β|BI
(pβ ,qβ)

}
,
{
B
⇀

"β
|BI
(pβ ,qβ)

}
.

Baza {aβ} wzajemna do {aβ} jest styczna do wspóªrz¦dnych krzywolinio-
wych ξβ na M (zob. rys. 5.2.7).

3. Interpolujemy pola wielko±ci zast¦pczych ε̆β(ξ) i B̆"β
(ξ) zgodnie z wzorami

(5.5.7) i (5.5.10).
4. Retransformujemy pola wielko±ci zast¦pczych ε̆β(ξ) i B̆"β

(ξ) z bazy
{aβ, t0} do bazy aktualnej w reprezentacji przestrzennej {t i}. Nast¦pnie
wstawiamy je, odpowiednio, w miejsce ε(ξ) i B(e)(ξ) w standardowym al-
gorytmie przemieszczeniowym z zastosowaniem peªnego caªkowania (FI).

5.6. Inne modele elementów sko«czonych

5.6.1. Zdegenerowane elementy powªokowe
W tym punkcie przedstawimy podstawy formuªowania nieliniowych elemen-

tów powªokowych klasy C0 wedªug koncepcji standardowych elementów zdege-
nerowanych, podanej m.in. w Bathe i Bolourchi [1980] oraz Bathe [1982,
1996].

Do bezpo±rednich celów porównawczych opracowano wªasne przemieszcze-
niowe Lagrange'owskie elementy zdegenerowane 4-, 9- i 16-w¦zªowe62. Macie-
rze elementów standardowych caªkowane s¡ numerycznie z u»yciem kwadratury
Gaussa przy zastosowaniu caªkowania peªnego (FI) lub jednolicie zredukowanego
(URI).

W ramach elementów zdegenerowanych zbadano tak»e:
1) koncepcj¦ elementu z tzw. jednowymiarowym przecaªkowaniem po grubo-

±ci, b¦d¡c¡ najprostszym modelem bez trójwymiarowego caªkowania w ob-
j¦to±ci (zob. dyskusj¦ Stanley, Park i Hughes [1986]);

2) algorytm caªkowania selektywnego (SRI);
3) procedur¦ γ-stabilizuj¡c¡ formy paso»ytnicze w elementach 4- i 9-

w¦zªowych, caªkowanych w sposób jednolicie zredukowany (URI) (wg Liu,
Ong i Uras [1985]).

Problematyka punktów 2) i 3) pokrywa si¦ z odpowiednimi zagadnieniami
omawianymi w ramach 6-parametrowej teorii powªok. Dlatego poni»ej, na zasa-
dzie kontrastu, zamieszczamy tylko zarys podstawowych koncepcji zastosowanych
przy formuªowaniu elementów zdegenerowanych.

62Na drodze prostych mody�kacji funkcji interpolacyjnych (zob. np. Bathe [1996]), wcho-
dz¡cych do macierzy ksztaªtu, tworzy si¦ elementy o po±redniej liczbie w¦zªów 5 ÷ 8, 10 ÷ 15
na bazie kwadratu (serendipowskie) oraz elementy o liczbie w¦zªów 3÷ 14 na bazie trójk¡ta.
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Punktem wyj±cia do opracowania elementów zdegenerowanych jest klasyczne
przemieszczeniowe sformuªowanie trójwymiarowe geometrycznie nieliniowej teo-
rii spr¦»ysto±ci. Aproksymacj¦ sko«czenie elementow¡ stosujemy do wyra»onego
w przesuni¦ciach u zlinearyzowanego równania pracy wirtualnej, opisuj¡cego za-
chowanie trójwymiarowego ciaªa liniowo spr¦»ystego.

W przypadku niezale»nego od deformacji obci¡»enia martwego, zlinearyzo-
wane równanie pracy wirtualnej mo»na (por. p. 4.4.2), zapisa¢ w postaci

δGi[u; δu, ∆u] = Ge[u; δu]−Gi[u; δu]. (5.6.1)
W (5.6.1), Gi i Ge reprezentuj¡ wewn¦trzn¡ i zewn¦trzn¡ prac¦ wirtualn¡,
u(x) = ~y(x)− ~x jest trójwymiarowym polem przesuni¦¢, za± ~y i ~x s¡ odpowied-
nio aktualnym i pocz¡tkowym wektorem wodz¡cym tej samej cz¡stki materialnej
ciaªa. Pola δu i ∆u s¡ kinematycznie dopuszczalnymi wirtualnymi przesuni¦-
ciami.

Zapisuj¡c (5.6.1) w skªadowych odniesionych do ukªadu wspóªrz¦dnych kar-
tezja«skich {xi, i = 1, 2, 3} z baz¡ ei , w stacjonarnym opisie Lagrange'a otrzy-
mujemy

δGi[u;∆u, δu] =
∫

B

(
δeijCijkl∆ekl + Sijδ(δηij)

)
dv,

Gi[u; δu] =
∫

B

δeijS
ij dv, (5.6.2)

Ge[u; δu] =
∫

B

δuib
i dv +

∫

∂Bf

δuit
i da.

Wektory b = biei i t = tiei w (5.6.2)3 s¡ obj¦to±ciowym i powierzchniowym
obci¡»eniem zewn¦trznym ciaªa, mierzonym, odpowiednio, na jednostk¦ obj¦to±ci
B i jednostk¦ powierzchni brzegu ∂Bf kon�guracji nieodksztaªconej, natomiast
S = Sij ei ⊗ ej w (5.6.2)1,2 jest drugim tensorem napr¦»e« Pioli�Kirchho�a.

Skªadowe liniowej ∆eij i nieliniowej ∆ηij cz¦±ci przyrostu tensora odksztaªce«
Greena�Lagrange'a ∆E = ∆εij ei⊗ej , gdzie ∆εij = ∆eij +∆ηij , oraz odpowied-
nie ich wariacje maj¡ posta¢

∆eij =
1
2
(∆ui,j + ∆uj,i + uk,i∆uk,j + ∆uk,iuk,j),

∆ηij =
1
2
∆uk,i∆uk,j ,

(5.6.3)
δeij =

1
2
(δui,j + δuj,i + uk,iδuk,j + δuk,iuk,j),

δ(∆ηij) = (δuk,i∆uk,j + ∆uk,iδuk,j).

W rozwa»anym tu przypadku liniowego izotropowego materiaªu spr¦»ystego,
tensor konstytutywny C = Cijkl ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el jest staªy.
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Rys. 5.6.1. Element zdegenerowany: A) wyj±ciowy 18-w¦zªowy element naturalny,
B) 9-w¦zªowy powªokowy element zdegenerowany.

Zdegenerowany element powªokowy tworzy si¦ przez redukcj¦ klasycznego,
trójwymiarowego izoparametrycznego elementu bryªowego do elementu zgodnego
z hipotezami powªokowymi, jednak bez bezpo±redniego odwoªywania si¦ do teorii
powªok (zob. np. Kanok-Nukulchai, Taylor i Hughes [1981]). Wi¦zy kine-
matyczne nakªada si¦ na zdyskretyzowane pola przemieszcze« przez zaªo»enie
liniowych funkcji ksztaªtu w kierunku grubo±ci, pozostawiaj¡c bez zmian funkcje
ksztaªtu w kierunkach powierzchniowych (Ahmad, Irons i Zienkiewicz [1970]).
Jako podstawowe zaªo»enia w procesie degeneracji, stosuje si¦ zwykle klasyczn¡
hipotez¦ kinematyczn¡ Timoszenko�Reissnera (zob. dyskusj¦ w p. 5.1.5). W kon-
cepcji degeneracji, w wyniku poª¡czenia wi¦zów T�R z procesem interpolacji, s¡
one realizowane w sposób dyskretny na drodze numerycznej w w¦zªach i punktach
caªkowania.

Pierwotna dyskretyzacja izoparametrycznym bryªowym elementem sko«czo-
nym o liniowej interpolacji po grubo±ci, poª¡czona z kinematyczn¡ cz¦±ci¡ hipo-
tezy T�R o prostym wªóknie (p. 5.1.5), umo»liwia zapisanie aproksymacji aktual-
nego wektora wodz¡cego dowolnego punktu ~y(ξi), i = 1, 2, 3, z obszaru elementu
w postaci

~̃y(ξ, ξ) =
N∑

a=1

La(ξ)
(

~ya +
1
2
ξhata

)
, ‖ta‖ = 1. (5.6.4)

Tutaj (ξ, ξ) ∈ [−1, +1]2 × [−1,+1] ⊂ R3, gdzie ξ ≡ (ξα, α = 1, 2) s¡ natural-
nymi wspóªrz¦dnymi elementu, odpowiadaj¡cymi powierzchni odniesienia, ξ ≡ ξ3

jest wspóªrz¦dn¡ wyró»nion¡, zwi¡zan¡ z grubo±ci¡ powªoki, za± La(ξ) jest funk-
cj¡ ksztaªtu w w¦¹le a. Pozostaªymi wielko±ciami dyskretnymi we wzorze (5.6.4)
w typowym w¦¹le a na powierzchni podstawowej M powªoki odksztaªconej s¡:
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~ya � wektor wodz¡cy, ta � jednostkowy wektor kierunkowy (direktor), de�niu-
j¡cy obracaj¡ce si¦ proste i nierozci¡gliwe wªókno powªoki, ha � grubo±¢ powªoki
mierzona w kierunku ta .

W ka»dym z w¦zªów elementu a = 1, 2, . . . , N przyjmuje si¦ ortonormaln¡
baz¦ {t1, t2, t}, zwi¡zan¡ z wªóknem zale»no±ci¡63 t ≡ t3 = t1 × t2 . Poniewa»
wektory wodz¡ce ~y(ξi) w ka»dej kon�guracji podczas deformacji wyra»one s¡
przez (5.6.4), aproksymacja przyrostu przemieszcze« ∆ũ(ξi), i = 1, 2, 3, dowol-
nego punktu z obszaru elementu ma analogiczn¡ posta¢

∆ũ(ξ, ξ) =
N∑

a=1

La(ξ)
(

∆ua +
1
2
ξha∆ta

)
,

(5.6.5)
∆ua = ∆ua − ua , ∆ta = ∆ta − ta , ‖∆ta‖ = 1,

gdzie (∆ua , ∆ta) s¡ przyrostami uogólnionych przemieszcze« w¦zªowych przy
przej±ciu od kon�guracji aktualnej (u , t) do poszukiwanej (∆u , ∆t). Dla maªych
zmian, w¦zªowe wektory ∆ta w (5.6.5)3 mog¡ by¢ wyra»one w postaci

∆ta = ∆ϕ2at1a −∆ϕ1at2a . (5.6.6)

Taki element sko«czony ma wi¦c pi¦¢ stopni swobody w ka»dym w¦¹le: trzy
przyrosty translacji ∆ua = (∆ua , ∆va , ∆wa) i dwa przyrosty parametrów ob-
rotu (∆ϕ1a , ∆ϕ2a). Zaznaczamy, »e zale»no±¢ (5.6.6) jest jednoznacznie okre-
±lona przez dwa (maªe) obroty (∆ϕ1a , ∆ϕ2a) tylko w aktualnej bazie lokalnej
{t1a, t2a, ta}, natomiast ∆ua mo»e by¢ okre±lony jednoznacznie w dowolnej ba-
zie przestrzeni wektorowej E (najwygodniej w bazie globalnej {ei}).

W celu speªnienia drugiej cz¦±ci hipotezy T�R, dotycz¡cej pªaskiego stanu
napr¦»e« w warstwach powªoki (p. 5.1.5), konstruujemy lokalny ukªad kartezja«-
ski tzw. wspóªrz¦dnych warstwowych {Xi

`}, i = 1, 2, 3. Baza jednostkowa {e`
i}

de�niuj¡ca wspóªrz¦dne {Xi
`} jest styczna do warstwy ` danej równaniem Xl =

X(ξ, ξ`), gdzie ξ` = ξ ≡ ξ3 jest ustalone. U»ywaj¡c zale»no±ci e`
i(ξ) = T`(ξ) ei ,

wi¡»¡cej baz¦ warstwy ` z baz¡ globaln¡, wykonujemy transformacj¦ i retransfor-
macj¦ niezb¦dnych wielko±ci, wprowadzaj¡c warunek S33

` = 0 zgodny z hipotez¡
typu T�R. Tutaj Tl jest tensorem ortogonalnym.

Obliczanie pochodnych pola przemieszcze« w (5.6.4) wzgl¦dem warstwowych
wspóªrz¦dnych kartezja«skich {Xi

`} wymaga transformacji za pomoc¡ Jacobianu.
Dla warstwy ` przyjmuje ona posta¢

{
∂(·)
∂Xi

`

}
= J−1

`

{
∂(·)
∂ξi

}
, J` =

[
∂Xi

`

∂ξj

]
. (5.6.7)

Jacobian J` zale»y w sposób nieliniowy od wszystkich trzech wspóªrz¦dnych
{ξi} ≡ (ξ, ξ). Macierze i wektory elementowe otrzymujemy przez podstawienie

63Istnieje tu pewna dowolno±¢ wyboru jednego z kierunków {t1, t2}.
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Rys. 5.6.2. Element zdegenerowany: typowe wªókno t i typowa warstwa ` powªoki.

do wyra»e« (5.6.2) i (5.6.3) formuª interpolacyjnych (5.6.4) i (5.6.5) z wyko-
rzystaniem (5.6.7). Ich obliczenie wymaga zastosowania potrójnego caªkowania
w obj¦to±ci elementu.

Bior¡c pod uwag¦ powy»sze rozwa»ania, nasuwaj¡ si¦ nast¦puj¡ce spostrze-
»enia dotycz¡ce formuªowania i stosowania elementów zdegenerowanych.

O ile w przypadku przyj¦cia bazy powierzchniowej {t1, t2} istnieje pewna
dowolno±¢, to ju» przyj¦cie bazy lokalnej {e`

1, e
`
2} wektorów stycznych do war-

stwy ` nie mo»e by¢ dowolne, lecz powinno wynika¢ z przyj¦cia bazy {t1, t2}.
Algorytmy klasyczne de�niowania jednego z wektorów pary {t1, t2} lub {e`

1, e
`
2},

podane np. w Hughes i Liu [1981], Huang i Hinton [1986a], Bathe [1996],for-
muªowane s¡ przez przyj¦cie wyró»nionego kierunku globalnego (np. równole-
gªo±¢ do e2). Sposoby generacji baz wyró»niaj¡ce kierunek w szczególnych (zªo-
±liwych) przypadkach mog¡ prowadzi¢ do zupeªnego zafaªszowania procesu inter-
polacji64.

Krytyk¦ podej±cia klasycznego zamieszczono w pracy Vu-Quoc i Mora
[1989], gdzie zaproponowano inny sposób okre±lenia bazy {t1, t2, t} wykorzy-
stuj¡cy algebr¦ kwaternionów. Jednak w pracy Vu-Quoc i Mora [1989], ope-
ruj¡cej czterema parametrami (kwaterniony), zignorowano fakt, »e liczba pi¦¢
jest minimaln¡ liczb¡ parametrów (Stuelpnagel [1964]) potrzebnych do zde-
�niowania w sposób jednoznaczny aktualnej bazy {t1, t2, t}. Dla koncepcji
z pracy Vu-Quoc i Mora [1989] mo»na wi¦c bez trudu poda¢ kontrprzy-
kªad prowadz¡cy, podobnie jak w prostych algorytmach klasycznych, do osobli-
wo±ci65.

64W wielu przypadkach umiej¦tny dobór orientacji konstrukcji wzgl¦dem ukªadu globalnego
pozwala omin¡¢ ten defekt.

65Przykªadowo, w opisie geometrii ceownika, usytuowanego wzdªu» globalnej osi X, stosuj¡c
wzory z dodatku A (str. 172) pracy Vu-Quoc i Mora [1989], wyst¦puje reorientacja ukªadu.
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We wªasnych elementach zdegenerowanych, podobnie jak w przypadku teo-
rii 6-parametrowej, problem ten rozwi¡zano de�niuj¡c bazy {t1, t2, t} jedno-
znacznie za pomoc¡ sze±ciu parametrów, speªniaj¡cych odpowiednie dla teorii
5-parametrowej wi¦zy.

W przeciwie«stwie do teorii 6-parametrowej, stosowanie standardowych ele-
mentów zdegenerowanych66 ograniczone jest do przypadków, w których w opisie
geometrii konstrukcji zªo»onych udaje si¦ zachowa¢ ci¡gªo±¢ wspóªrz¦dnych mi¦-
dzy pªatami powªoki. Ograniczenie to wynika z faktu, »e bez dodatkowych zaªo»e«
nie jest tu mo»liwe jednoznaczne opisanie poª¡cze«, zawieraj¡cych wi¦cej ni» dwa
pªaty, za pomoc¡ tylko dwóch parametrów obrotu typu (5.6.6).

Wykorzystuj¡c w (5.6.4) rozdzielno±¢ dziaªa«, przy zaªo»eniu staªej grubo±ci
powªoki (ha = h = const), z przeksztaªcenia (5.6.4) mo»na otrzyma¢ wzór na
bezpo±redni¡ interpolacj¦ jednostkowego wektora kierunkowego (tzw. direktora)
t ∈ E, ‖t‖ = 1 w formie

t̃(ξ) =
N∑

a=1

La(ξ) ta . (5.6.8)

W ogólnym przypadku interpolacja typu (5.6.8) wyprowadza jej wynik t̃(ξ) ze
zbioru wektorów jednostkowych, bo na ogóª ‖t̃(ξ)‖ 6= 1 dla ξ 6= ξa . Najcz¦±ciej
po interpolacji (5.6.8), w celu speªnienia warunku ‖t̃(ξ)‖ = 1, stosuje si¦ do-
datkowo normalizacj¦ t̃(ξ)/‖t̃(ξ)‖. Nie zmienia to jednak faktu, »e bezpo±rednia
interpolacja skªadowych pola wektorów jednostkowych t(ξ), ξ ∈ [−1, +1]2 ⊂ R2

w (5.6.8) i (5.6.4) nie jest caªkowicie poprawna.
Przy formuªowaniu wªasnych elementów zdegenerowanych, interpolacj¦ wy-

konujemy ±ci±le, jednocze±nie dla caªej bazy {t1(ξ), t2(ξ), t(ξ)}, u»ywaj¡c algo-
rytmu opisanego w teorii 6-parametrowej. Wykorzystujemy tutaj fakt, »e bazy
{t1a, t2a, ta}, a = 1, 2, . . . , N , tworz¡ macierze ortogonalne, a wi¦c s¡ elementami
grupy SO(3).

Nale»y zauwa»y¢, »e podany w ksi¡»ce Bathe [1982] wzór (6.106) ze str. 373

∆ta = ta +
∫

ϕ1a,ϕ2a

(−t2adϕ1a + t1adϕ2a), (5.6.9)

dotycz¡cy akumulacji obrotów, jest jedynie zapisem symbolicznym i nie nale»y go
interpretowa¢ w ramach teorii caªki. Maj¡c na uwadze, »e w teorii 5-parametrowej
modelem kinematycznym obrotowej cz¦±ci deformacji powªoki jest przestrze« ilo-
razowa SO(3)/SO(2) homeomor�czna ze sfer¡ jednostkow¡ S2, dysponujemy
±cisªym wzorem na akumulacj¦ ∆ta . W takim przypadku nie zachodzi po-
trzeba stosowania podej±cia typu (5.6.9). Ten model kinematyczny jest wynikiem
zaªo»enia kinematycznej cz¦±ci hipotezy typu T�R o prostym wªóknie. W ramach

66Dotyczy to tak»e innych elementów sko«czonych formuªowanych na bazie klasycznych 5-
parametrowych wariantów teorii powªok.
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tego zaªo»enia, obrót wokóª wektora kierunkowego ta (owini¦cie) jest nieokre±lony
i dlatego grupa obrotów SO(3) musi by¢ zast¡piona przez przestrze« ilorazow¡
SO(3)/SO(2).

We wªasnych elementach zdegenerowanych aktualizacj¦ baz w¦zªowych
{t1a, t2a, ta} wykonujemy zgodnie ze ±cisª¡ procedur¡ aktualizacji obrotów
w SO(3), tak jak w teorii 6-parametrowej, jednak po uwzgl¦dnieniu nieokre-
±lono±ci obrotu wokóª wektora kierunkowego ta (bez owini¦cia, por. np. Simo,
Fox i Rifai [1990]).

Nawet gdy mo»liwe jest zapisanie wspóªczynników Jacobianu (5.6.7) w formie
prostej zale»no±ci od wspóªrz¦dnej ξ ≡ ξ3, po odwróceniu Jacobianu zale»no±¢
J−1

` (ξ3) od ξ3 jest uwikªana. Nie pozwala to na jawne caªkowania po ξ3 i omini¦cie
w sformuªowaniu standardowym konieczno±ci kosztownego caªkowania numerycz-
nego w obj¦to±ci elementu. Najprostszy model z tzw. przecaªkowaniem po grubo-
±ci (zob. dyskusj¦ np. w Stanley, Park i Hughes [1986]) otrzymuje si¦ pomi-
jaj¡c, na podstawie zaªo»enia o cienko±ci powªoki, skªadniki wy»szego rz¦du przy
parametrze grubo±ci ξ ≡ ξ3 w jawnie odwróconym Jacobianie przestrzennym.

Inne uwagi dotycz¡ce elementów zdegenerowanych zamieszczono w p. 5.1.5.

5.6.2. Niedostosowany prostok¡tny element pªytowo-tarczowy klasy C1

W tym punkcie omówimy u»ywany do celów porównawczych prosty, niedosto-
sowany, czterow¦zªowy, pªaski element prostok¡tny o sze±ciu stopniach swobody
w ka»dym w¦¹le (BOXe4). Podstaw¡ sformuªowania elementu jest nieliniowa teo-
ria pªyt cienkich von Kármána. Element ten opracowaª Chró±cielewski [1983],
wykorzystuj¡c i rozwijaj¡c koncepcj¦ przedstawion¡ w artykuªach Lee i Har-
ris [1979] oraz Lee, Harris i Hsu [1984].

Pierwotnym zamierzeniem opracowania elementu BOXe4 byªo stworzenie na-
rz¦dzia do nieliniowej analizy metalowych pªyt u»ebrowanych jako fragmentów
przestrzennych prostok¡tnych konstrukcji pªytowo-tarczowych, pracuj¡cych w za-
kresie umiarkowanych deformacji spr¦»ysto-plastycznych67. Dlatego w tym sfor-
muªowaniu nie wykorzystano bezpo±rednio równa« teorii pªyt von Kármána, lecz
trójwymiarowe zale»no±ci mechaniki o±rodków ci¡gªych (5.6.1) i (5.6.2), na które
naªo»ono wi¦zy wªa±ciwe dla teorii pªyt von Kármána. Takie podej±cie umo»liwiªo
analiz¦ równie» deformacji niespr¦»ystych. Zarys procedury tworzenia elementu
jest nast¦puj¡cy:

W ramach teorii pªyt von Kármána zale»no±ci kinematyczne typu (5.6.3), za-
pisane w lokalnym kartezja«skim ukªadzie wspóªrz¦dnych {xi} ≡ {x, y; z} zwi¡-
zanym z przestrzennie zorientowanym pªatem powªoki pªaskiej (pªyty � tarczy),
maj¡ posta¢

67W latach 80. element BOXe4 z powodzeniem stosowano do szacowania nadkrytycznej re-
zerwy no±no±ci d¹wigarów stalowych (zob. Piekarczyk [2002]).
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εxx = u,x +
1
2
(w,x)2, κxx = −w,xx ,

εyy = v,y +
1
2
(w,y)2, κyy = −w,yy ,

εxy =
1
2
(u,y + v,x + w,xw,y), κxy = −w,xy .

(5.6.10)

Tutaj wspóªrz¦dna z wyró»nia kierunek opisuj¡cy grubo±¢ pªata. Trzy parametry
{ui} ≡ {u, v; w} s¡ skªadowymi pola przesuni¦¢ powierzchni ±rodkowej pªyty
zgodnymi z osiami {xi} ≡ {x, y; z}, odpowiednio u, v w powierzchni, za± w
w kierunku normalnym do pªata.

Rys. 5.6.3. Niedostosowany, 4-w¦zªowy, pªaski element prostok¡tny o sze±ciu stopniach
swobody w ka»dym w¦¹le.

Równaniem wyj±ciowym do budowy elementu jest ogólna zasada wirtualnych
przemieszcze« z naªo»onymi wi¦zami teorii pªyt von Kármána, która w stacjo-
narnym opisie Lagrange'a przyjmuje posta¢

∫

B

δeαβ Sαβ dv −
∫

∂Bf

δui t
i da = 0, α, β = x, y, i = x, y, z, (5.6.11)

gdzie Sαβ s¡ skªadowymi kartezja«skimi drugiego tensora napr¦»e« Pioli�
Kirchho�a w pªaskim stanie napr¦»enia, za± skªadowe ti reprezentuj¡ wektor
powierzchniowy obci¡»e« zewn¦trznych na brzegu ∂Bf ciaªa B, mierzonych na
jednostk¦ powierzchni brzegu ∂Bf kon�guracji nieodksztaªconej. Zgodnie z hipo-
tez¡ Kirchho�a, niezerowe skªadowe tensora odksztaªce« Greena wchodz¡ce do
(5.6.11) maj¡ posta¢

exx = εxx + z κxx , eyy = εyy + z κyy , exy = εxy + z κxy . (5.6.12)
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W przypadku materiaªu liniowo spr¦»ystego i po uwzgl¦dnieniu skªadowych od-
ksztaªce« (5.6.12), caªkowanie w kierunku grubo±ci w funkcjonale (5.6.11) wyko-
nuje si¦ analitycznie. W rozwi¡zaniu problemu nieliniowego wykorzystuje si¦ stan-
dardow¡ procedur¦ przyrostowo-iteracyjn¡, obowi¡zuj¡c¡ w stacjonarnym opisie
Lagrange'a.

Struktura teorii, dana zale»no±ciami (5.6.10)�(5.6.12) wskazuje, »e ze wzgl¦du
na obecno±¢ drugiej pochodnej w,αβ funkcje aproksymuj¡ce pole przesuni¦¢ w
winny by¢ co najmniej klasy C1, podczas gdy dla pól u, v wystarczaj¡ca jest ci¡-
gªo±¢ klasy C0. W omawianym czterow¦zªowym elemencie prostok¡tnym warunek
ci¡gªo±ci mi¦dzyelementowej dla pochodnych w nie jest jednak speªniony. Przyj-
muj¡c koncepcj¦ elementów niedostosowanych w ramach aproksymacji niejedno-
litej, ograniczono si¦ do sze±ciu stopni swobody w ka»dym w¦¹le elementu (a),
zde�niowanych jako

ua , va , wa , ϕxa = (w,y)a , ϕya = −(w,x)a ; ϕza = (v,x)a ,

lub alternatywnie ϕza = −(u,y)a , (5.6.13)

a = 1, 2, 3, 4.

Odpowiednio do (5.6.13), skªadniki wielomianów interpolacyjnych przyj¦to w for-
mie

u : 1, x, y, xy,

v : 1, x, y, x2, xy, x3, x2y, x3y,

w : 1, x, y, x2, xy, y2, x3, x2y, xy2, y3, x3y, xy3,

lub alternatywnie
u : 1, x, y, xy, y2, xy2, y3, xy3,

v : 1, x, y, xy.

(5.6.14)

W przypadku skªadania struktury przestrzennej z elementów sko«czonych, np.
obróconych wzgl¦dem siebie wzdªu» wspólnej kraw¦dzi równolegªej do osi68 x,
wyró»niaj¡ca kierunek posta¢ funkcji ksztaªtu (5.6.14)2 zapewnia mi¦dzyelemen-
tow¡ zgodno±¢ przesuni¦¢ v i w. Wªasno±¢ ta narzuca konieczno±¢ specjalnego
modelowania ukªadu przez przyj¦cie osi x jako kolinearnej w ukªadzie lokalnym
i globalnym, zgodnie z kierunkiem wydªu»onej cz¦±ci konstrukcji69.

Pojawienie si¦ w (5.6.13) szóstego w¦zªowego stopienia swobody ϕz wynika
z podniesienia rz¦du interpolacji pola v (lub u), co wyposa»a element w dodat-
kowe cechy. Najistotniejszymi z nich to poprawa wªasno±ci zginania w pªaszczy¹-
nie elementu i zapewnienie nieosobliwo±ci ukªadu równa« w przypadkach ª¡czenia

68Alternatywnie, posta¢ (5.6.14)4 na u dla obrotu o kierunku osi y.
69Dla cz¦±ci konstrukcji, których wydªu»ona forma pokrywa si¦ z lokalnym kierunkiem osi y,

u»ywa si¦ interpolacji alternatywnej (5.6.14)3−5.
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elementów wspóªpªaszczyznowych lub obróconych w stosunku do siebie o maªy
k¡t. Zaznaczmy, »e podczas gdy ϕx i ϕy maj¡ interpretacj¦ geometryczn¡ maªych
obrotów wzgl¦dem odpowiednich osi, to interpretacja geometryczna obrotowego
stopnia swobody ϕz, wprowadzonego tu na poziomie dyskretyzacji, nie jest oczy-
wista.

Zakres stosowalno±ci tego elementu jest ograniczony równie» prostok¡tnym
ksztaªtem elementu i zale»no±ciami kinematycznymi (5.6.10), wa»nymi tylko w za-
kresie maªej pocz¡tkowej nieliniowo±ci. Poniewa» omawiane elementy s¡ pªaskimi
prostok¡tami klasy C1 (równania podstawowe zawieraj¡ drugie pochodne prze-
mieszcze«), nie s¡ one obci¡»one ani blokad¡ rozwi¡za« ani niestabilno±ci¡ siatki
podziaªu.

5.6.3. Pªaski trójw¦zªowy element powªokowy DCT
W tym punkcie omówimy, u»ywany do celów bezpo±redniego porównywania

rozwi¡za«, pªaski trójw¦zªowy element trójk¡tny o sze±ciu stopniach swobody
w ka»dym w¦¹le. Mimo wielu znanych wad pªaskich elementów powªokowych
o maªej liczbie stopni swobody, ciesz¡ si¦ one niezmiennie du»¡ popularno±ci¡
i s¡ ch¦tnie stosowane w obliczeniach in»ynierskich. Wynika to gªównie z niskich
kosztów oblicze« oraz prostoty sformuªowania i interpretacji wyników, towarzy-
sz¡cych niskiemu rz¦dowi elementu. Zakres stosowalno±ci tych elementów, mimo
uproszcze« teorii na bazie których powstaªy, okazuje si¦ cz¦sto wystarczaj¡cy do
analizy wielu konstrukcji wyst¦puj¡cych w praktyce.

Ró»ne warianty omawianego elementu oznaczonego symbolem DCT =
(DKT+CST+RT)70 s¡ dobrze znane z literatury (zob. np. Talbot i Dhatt
[1986, 1987], Fafard, Dhatt i Batoz [1989]). Prezentowana wersja (zob.Chró-
±cielewski, Górski i Iwicki [1995], Chró±cielewski, Janczewski i Ja-
sina [1998]) bazuje (od strony nieliniowo±ci geometrycznej) na koncepcji ele-
mentu przedstawionej mi¦dzy innymi w pracach Bathe i Ho [1981] oraz Ba-
the [1982].

Podstaw¡ do opracowania nieliniowego elementu DCT jest sformuªowanie
trójwymiarowe ciaªa typu pªaska powªoka w uaktualnionym opisie Lagrange'a
(UL). Punktem wyj±cia jest zasada wirtualnych przemieszcze«, zlinearyzowana
w otoczeniu kon�guracji aktualnej. Po naªo»eniu wi¦zów typu T�R na kinematyk¦
trójwymiarow¡ otrzymujemy równanie dwuwymiarowe. Aproksymacj¦ sko«cze-
nie wymiarow¡ tego równania przeprowadzamy za pomoc¡ pªaskich trójk¡tnych
elementów sko«czonych.

Zastosowanie elementów pªaskich jest mo»liwe dopiero po wprowadzeniu pew-
nych uproszcze« w ramach koncepcji wspóªobrotowego ukªadu wspóªrz¦dnych.
Zakªadamy maªe przyrosty mi¦dzy kon�guracj¡ aktualn¡ i poszukiwan¡. Pozwala

70Nazewnictwo pochodzi z j¦zyka angielskiego: DCT � Discrete Composed Triangle; DKT
� Discrete Kirchho� Triangle; CST � Constant Strain Triangle, RT � Rotational Triangle.
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to pomin¡¢ cz¦±¢ zwi¡zanych z deformacj¡ z pªaszczyzny elementu nieliniowych
skªadników tensora odksztaªce« Greena�Lagrange'a, który w uaktualnionym opi-
sie Lagrange'a jest odniesiony do kon�guracji aktualnej. Konsekwencj¡ tego jest
geometryczne rozprz¦»enie stanu membranowego i zgi¦ciowego (zatem sprz¦»e-
nie mo»e wynika¢ tylko z równa« konstytutywnych). Nieliniowo±¢ geometryczna
z pªaszczyzny elementu realizowana jest przez aktualizacj¦ zwi¡zanego z elemen-
tem wspóªobrotowego ukªadu wspóªrz¦dnych.

W rozwa»aniach ogólnych, w ramach uaktualnionego opisu Lagrange'a, za-
sadnicza trudno±¢ wynika z nietrywialnego procesu transformacji i akumulacji
tensora napr¦»e« Cauchy'ego (poprzedzaj¡cy) i przyrostu drugiego tensora napr¦-
»e« Pioli�Kirchho�a (nast¦puj¡cy), obu odniesionych do kon�guracji aktualnej.
Przy zaªo»eniu maªych deformacji wzgl¦dnych w obszarze elementu i odniesieniu
tensorów do wspóªobrotowego ukªadu wspóªrz¦dnych, proces transformacji i aku-
mulacji napr¦»e« upraszcza si¦. Ró»ne tensory napr¦»e« nie s¡ tu ju» rozró»niane
i mog¡ by¢ dodawane bezpo±rednio. Rozprz¦»enie geometryczne w zakresie spr¦-
»ystym stanu membranowego i zgi¦ciowego pozwala, podobnie jak w problemie
liniowym, na niezale»ne formuªowanie macierzy elementowych tych stanów (ele-
ment CST i DKT).

Rdzeniem sformuªowania elementu DCT jest koncepcja aproksymacji stanu
zgi¦ciowego (element DKT). Punktem wyj±cia jest tu 6-w¦zªowy pªytowy element
trójk¡tny typu T�R z w¦zªami w wierzchoªkach i ±rodkach boków. W lokalnym
kartezja«skim ukªadzie wspóªrz¦dnych elementu {xi} ≡ {x, y; z}, przy wspóªrz¦d-
nej z przyj¦tej w kierunku grubo±ci, trzy niezale»ne zmienne teorii pªyt w, θx i θy

interpolujemy w sposób niejednolity: inny dla ugi¦cia w (interpolacja Hermite'a
klasy C1)

w̃ =
3∑

k=1

(H0
kwk + H1

xkw,yk −H1
ykw,xk), (5.6.15)

inny dla obrotów θx , θy (interpolacja Lagrange'a klasy C0)

θ̃x =
6∑

i=1

Liθxi , θ̃y =
6∑

i=1

Liθyi . (5.6.16)

W (5.6.16), Li s¡ funkcjami ksztaªtu 6-w¦zªowego elementu trójk¡tnego. Funkcje
ksztaªtu H0

k , H1
xk , H1

yk z interpolacji Hermite'a wyst¦puj¡ce w (5.6.15) maj¡
tylko znaczenie symboliczne, poniewa» nie s¡ bezpo±rednio wykorzystywane do
budowy zale»no±ci elementowych.

Koncepcja elementu DKT bazuje na sprz¦gni¦ciu niezale»nych zmiennych w
i θx , θy przez wi¦zy naªo»one w w¦zªach (i = 1, 2, . . . , 6) na odksztaªcenia po-
przeczne od ±cinania

γszi = w,si − βsi ≡ 0, (5.6.17)
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gdzie s jest kierunkiem obliczania pochodnej, za± βs k¡tem nachylenia wªókna
w pªaszczy¹nie s−z, st¡d βx = −θy i βy = θx . To podej±cie w literaturze nazywa
si¦ dyskretnymi wi¦zami Kirchho�a.

W wyniku wprowadzenia 9 wi¦zów tego typu oraz 3 wi¦zów na obroty
normalne w ±rodkach boków elementu, 21 w¦zªowych parametrów wyj±ciowych
z (5.6.15) i (5.6.16) redukujemy do 9 wierzchoªkowych stopni swobody

{θx1 , θy1 , θx2 , . . . , θy6}T =

= WθB{w1 , w,y1 , −w,x1 , w2 , . . . , −w,x3}T, (5.6.18)

gdzie WθB jest macierz¡ wi¦zów dyskretnych o wymiarze 12× 9.
Po sformuªowaniu w terminach (5.6.16) klasycznej pªytowej macierzy sztyw-

no±ci Kθ elementu typu T�R o 12 stopniach swobody (pomijaj¡c skªadnik od
±cinania poprzecznego, wobec γsz(x, y) = w,s(x, y) − βs(x, y) ∼= 0), nakªadamy
wi¦zy dyskretne

KB = WT
θBKθWθB , (5.6.19)

redukuj¡ce Kθ do macierzy KB elementu DKT o 9 stopniach swobody wk , w,yk ≡
θxk ,−w,xk ≡ θyk , o w¦zªach tylko w wierzchoªkach trójk¡ta k = 1, 2, 3.

Aproksymacja stanu tarczowego (element CST) bazuje na liniowej interpolacji
Lagrange'a klasy C0

ũ =
3∑

k=1

Lk uk , ṽ =
3∑

k=1

Lk vk , (5.6.20)

gdzie Lk , k = 1, 2, 3, s¡ funkcjami ksztaªtu to»samymi z naturalnymi wspóª-
rz¦dnymi powierzchniowymi trójk¡ta. Interpolacja (5.6.20) prowadzi do klasycz-
nego elementu tarczowego KM o 6 translacyjnych stopniach swobody uk , vk,
k = 1, 2, 3, charakteryzuj¡cego si¦ staªymi odksztaªceniami w obszarze caªego
elementu CST.

W celu unikni¦cia zªego uwarunkowania lub osobliwo±ci globalnej macierzy
sztywno±ci konstrukcji przestrzennych, pojawiaj¡cej si¦ przy ª¡czeniu elementów
le»¡cych lub prawie le»¡cych w jednej pªaszczy¹nie dowolnie zorientowanej w prze-
strzeni, dodajemy �kcyjn¡ sztywno±¢ Kzk bezpo±rednio do w¦zªów k = 1, 2, 3.
Sztywno±¢ Kzk mo»e by¢ okre±lona np. wedªug reguªy Kzk = α min(diagKB),
gdzie wspóªczynnik α zwyczajowo przyjmuje si¦ α = 0.0001. Sztywno±ci Kzk ,
sprz¦»one z szóstym obrotowym stopniem swobody θzk normalnym do pªaszczy-
zny elementu, tworz¡ element RT o diagonalnej macierzy sztywno±ci obrotowej
KRT z trzema obrotowymi stopniami swobody.

Równania konstytutywne w zakresie liniowo spr¦»ystym, zgodnie z przyj¦tymi
zaªo»eniami, s¡ rozprz¦»one i przyjmuj¡ posta¢ zamkni¦tych wzorów, wyra»onych
przez sztywno±ci tarczow¡ i pªytow¡.
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W ogólnym przypadku wynikowa macierz sztywno±ci elementu DCT przyj-
muje nast¦puj¡c¡ posta¢ symboliczn¡:

Ke
(18×18)

=



KM KMB O
KT

MB KB O
O O KRT


 , (5.6.21)

gdzie ró»na od zera macierzKMB o wymiarze 6×9, sprz¦gaj¡ca stan membranowy
ze zgi¦ciowym, pojawia si¦ tylko w przypadku analizy spr¦»ysto-plastycznej71.

W wymienionych wcze±niej pracach powy»sze zale»no±ci sformuªowania li-
niowego elementów odnoszone s¡ do lokalnego wspóªobrotowego ortogonalnego
ukªadu wspóªrz¦dnych {t i}, i = 1, 2, 3, w kon�guracji aktualnej elementu.
W przypadku elementu trójk¡tnego, baza {t i} jest jednoznacznie okre±lona przez
przesuni¦cia trzech w¦zªów naro»nych u1, u2 i u3. W przypadku du»ych prze-
mieszcze« baza {t i} rotuje wraz z elementem. Wtedy podstawowym ¹ródªem
nieliniowo±ci geometrycznej jest transformacja macierzy elementowych (5.6.21)
z zale»nego od rotacji ukªadu lokalnego t i = t i(u1,u2,u3) do staªego ukªadu
globalnego {ei}, i = 1, 2, 3. Ponadto, uwzgl¦dnienie zmian powierzchni elementu
wprowadza, poprzez de�nicj¦ odksztaªce«, dodatkow¡ nieliniowo±¢ geometryczn¡
w stanie czysto membranowym.

Mody�kacj¦ opisanego powy»ej podej±cia zawarto w pracy Jasina [2003].
Zmody�kowany element typu DCT = (AT+DKT) jest zªo»eniem stanu tarczo-
wego, wykorzystuj¡cego niekonwencjonaln¡ interpolacj¦ Allmana (element AT,
por. Allman [1984]), nie wymagaj¡c¡ wprowadzenia �kcyjnej sztywno±ci Kzk ,
oraz stanu zgi¦ciowego otrzymanego na bazie omawianych wcze±niej dyskretnych
wi¦zów Kirchho�a (DKT). Opis du»ych przemieszcze«, w ramach nieliniowego
sformuªowania korotacyjnego trójw¦zªowego pªaskiego elementu powªokowego,
oparto na formalnym uwzgl¦dnieniu sko«czonych obrotów (por. Nour-Omid
i Rankin [1991], Pacoste [1998], Eriksson i Pacoste [2002]).

Podstaw¡ obliczania siª wewn¦trznych jest wektor maªych wzgl¦dnych prze-
mieszcze« u = (u ,Q) w ukªadzie {t i} korotuj¡cym z elementem (rys. 5.6.4
i 5.6.5). Staªy dla elementu ukªad {t i}, zwi¡zany z w¦zªem (1), podlega du»ym
przemieszczeniom u0 = (u0,Q0), tj. przesuni¦ciom ~y0 = ~x 0 + u0 (rys. 5.6.4)
i obrotom T = Q0T 0 (rys. 5.6.5). Koncepcj¦ przyj¦tego sformuªowania koro-
tacyjnego dla przesuni¦¢ u = ~y − ~y0 − r0 przedstawiono na rys. 5.6.4, za± dla

71W zakresie spr¦»ysto-plastycznym tensor materiaªowy nie pozostaje staªy i wymagane jest
caªkowanie numeryczne przy obliczaniu macierzy elementowych. Przekrojowe relacje konsty-
tutywne i uogólnione siªy przekrojowe oblicza si¦ na drodze caªkowania warstw po grubo±ci
powªoki, w których, zgodnie z uogólnion¡ hipotez¡ Kirchho�a, obowi¡zuje pªaski stan na-
pr¦»e«. Caªkowanie przeprowadza si¦ kwadratur¡ Gaussa, stosuj¡c reguªy 3- lub 7-punktowe
w pªaszczy¹nie oraz do 10 punktów po grubo±ci powªoki. Konsekwencj¡ nieliniowych zmian
spr¦»ysto-plastycznych wspóªczynników materiaªowych po grubo±ci elementu jest pojawienie
si¦ macierzy KMB .
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Rys. 5.6.4. Geometria i kinematyka elementu: przesuni¦cia punktu P z obszaru elementu,
A) baza i kon�guracja pocz¡tkowa, B) sztywny ukªad korotuj¡cy, C) zdeformowana

kon�guracja aktualna.

Rys. 5.6.5. Geometria i kinematyka elementu: obroty zwi¡zane z punktem P z obszaru
elementu powªokowego, A) baza i kon�guracja pocz¡tkowa, B) sztywny ukªad korotuj¡cy,

C) odksztaªcona kon�guracja aktualna.
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obrotów Q = TQTT, gdzie Q ≡ TTQT 0 , przedstawiono na rys. 5.6.5. W Ja-
sina [2003], poza okre±leniem kinematyki elementu, wyprowadzono operator pro-
jekcji, którego zadaniem jest wydzielenie czystej deformacji poprzez od�ltrowanie
z uogólnionych przemieszcze« elementu skªadników ruchu ciaªa sztywnego. Po-
dano równie» konstrukcj¦ macierzy transformacji elementowych.

Zastosowanie kolejnych standardowych kroków metody elementów sko«czo-
nych prowadzi do typowego w nieliniowych zagadnieniach statyki równania glo-
balnego

KT ∆u = ∆λpref + zj. (5.6.22)
Równanie (5.6.22), ª¡cznie z reguª¡ akumulacji uogólnionych przemieszcze« ∆u =
u ⊕ ∆u, stanowi podstaw¦ przyrostowo-iteracyjnej procedury rozwi¡zania wyj-
±ciowego problemu nieliniowego.

Badania wªasne potwierdziªy znany z literatury fakt, »e w przypadku ukªadów
spr¦»ystych, w zachowaniu których dominuje stan zgi¦ciowy, elementy DCT do-
brze opisuj¡ nieliniowo±¢ geometryczn¡, pod warunkiem stosowania dostatecznie
g¦stej dyskretyzacji. Z drugiej strony, w przypadku dominacji stanu membrano-
wego w opisie zachowania konstrukcji, elementy te w porównaniu do opisu stanu
zgi¦ciowego wykazuj¡ stosunkowo sªab¡ zbie»no±¢, szczególnie w opisie zachowa-
nia nieliniowego72.

72Sytuacja ta pogarsza si¦ jeszcze w zakresie analizy spr¦»ysto-plastycznej.



Rozdziaª 6

Przykªady liczbowe

6.1. Równania konstytutywne liniowo spr¦»ystych powªok cienkich

6.1.1. Uwagi wst¦pne
W tym rozdziale przedstawimy rozwi¡zania numeryczne szeregu przykªadów

konstrukcji powªokowych. Analizuj¡c te zadania, testujemy i ilustrujemy 6-para-
metrow¡ mechanik¦ powªok regularnych i wielopªatowych, koncepcje formuªo-
wania odpowiednich elementów sko«czonych oraz opracowane programy nume-
ryczne.

Rozwa»amy liniowe i nieliniowe zadania statyki, stateczno±ci i dynamiki po-
wªok spr¦»ystych w zakresie maªych odksztaªce«. Specy�kacja równa« konstytu-
tywnych i katalog testowanych elementów sko«czonych podane s¡ w tym i nast¦p-
nym podrozdziale. Analizowane zadania obejmuj¡ zarówno standardowe przy-
kªady testowe, znane z literatury, jak i badania aspektów numerycznych, maj¡-
cych jedynie szcz¡tkowe odzwierciedlenie w literaturze. Przedstawiamy równie»
szereg wªasnych oryginalnych rozwi¡za« zada« mechaniki powªok1.

W przypadku statyki powªok rozwi¡zania problemów nieliniowych prezentu-
jemy gªównie w postaci wybranych krzywych typu ±cie»ek równowagi. W przy-
padku dynamiki powªok sytuacja jest znacznie bardziej zªo»ona. Dlatego wyniki
przedstawiamy albo w postaci funkcji, obrazuj¡cych zmiany w czasie charakte-
rystycznych parametrów ukªadu dynamicznego, albo w postaci trajektorii ruchu
wybranych punktów w przestrzeni �zycznej lub podprzestrzeni fazowej.

Za punkt odniesienia, gdy jest to mo»liwe, przyjmujemy rozwi¡zania uzyskane
przez innych autorów, zwykle odtworzone tutaj z postaci gra�cznej przedstawia-
nej w dost¦pnych publikacjach. Niestety, odtworzone w ten sposób wyniki s¡
obarczone bª¦dem odczytu (dokªadno±¢ �rysunkowa�). Ponadto, wybrane poje-
dyncze krzywe dost¦pne w literaturze zawieraj¡ cz¦sto zbyt ubog¡ informacj¦,
nie oddaj¡c¡ caªej zªo»ono±ci analizowanego zadania. Z tych powodów, materiaª
porównawczy rozszerzamy równie» o rozwi¡zania wªasne, otrzymane za pomoc¡
podobnych wªasnych lub dost¦pnych innych sformuªowa« elementów sko«czo-
nych. Do wi¦kszo±ci rozwi¡za« wªasnych, poza prezentacj¡ gra�czn¡, dodajemy

1Zob. np. Makowski [1981], Chró±cielewski [1983, 1996], Nolte, Makowski i Stumpf
[1986], Chró±cielewski, Makowski i Stumpf [1992, 1994, 1997], Chró±cielewski, Ma-
kowski i Pietraszkiewicz [2000, 2002], Lubowiecka i Chró±cielewski [2002], Chró±cie-
lewski, Lubowiecka i Pietraszkiewicz [2004].



436 Rozdziaª 6. Przykªady liczbowe

równie» wyniki liczbowe w postaci tabelarycznej uznawane za reprezentatywne
lub charakterystyczne dla analizowanego przykªadu.

Efektywno±¢ algorytmu caªkowania po czasie omówionego w podrozdziale 4.6
ilustrujemy przykªadami dynamicznej analizy konstrukcji gªównie w ruchu swo-
bodnym bez udziaªu siª grawitacyjnych. W analizie dynamicznej stosujemy ele-
menty przemieszczeniowe 16- i 9-w¦zªowe caªkowane w sposób peªny (FI). Wy-
niki otrzymano u»ywaj¡c uogólnionego schematu Newmarka (p. 4.6.4) ze staªymi
β = 1/4 i γ = 1/2.

6.1.2. Równania konstytutywne powªoki liniowo spr¦»ystej
Powªoka liniowo spr¦»ysta jest modelowana przez przyj¦cie liniowej zale»no±ci

mi¦dzy przekrojowymi miarami napr¦»e« s a powªokowymi miarami odksztaª-
ce«2 ε.

Okre±lenie powªoka spr¦»ysta wskazuje, »e rozpatrywana klasa równa« kon-
stytutywnych zale»y jedynie od stanu aktualnego powªoki, a nie od historii jej
deformacji. Rozwi¡zania numeryczne ograniczamy do prostych3 powªok spr¦»y-
stych. Ponadto przyjmujemy, »e pocz¡tkowa kon�guracja powªoki jest jej nieod-
ksztaªconym stanem naturalnym.

Równanie konstytutywne powªoki liniowo spr¦»ystej ma posta¢
s = Cε, C = const. (6.1.1)

Tu s i ε s¡ uogólnionymi wektorami miar napr¦»e« i odksztaªce« zde�niowanymi
w p. 4.1.5, natomiast C jest niezale»n¡ od deformacji macierz¡ konstytutywn¡
o wymiarze 12×12, zawieraj¡c¡ staªe materiaªowe i charakterystyki geometryczne
powªoki. Pojawienie si¦ w C charakterystyk geometrycznych powªoki odró»nia
dwuwymiarowe powªokowe równania konstytutywne od analogicznych zale»no±ci
trójwymiarowych.

W ogólnym przypadku C jest macierz¡ peªn¡. Istotne uproszczenia w struk-
turze macierzy konstytutywnej C (np. zerowanie si¦ du»ej liczby skªadników)
s¡ mo»liwe przy wykorzystaniu dodatkowych zaªo»e«, np. o cienko±ci powªoki
oraz/lub jednorodno±ci i izotropii materiaªu. Uproszczenia te implikuj¡ cz¦±ciow¡
separacj¦ pewnych stanów deformacji, wynikaj¡c¡ z samych zale»no±ci �zycznych.

Poj¦cie izotropii w dwuwymiarowych równaniach konstytutywnych rozu-
miane jest tutaj analogicznie do izotropii ciaªa trójwymiarowego4. Równania

2W sensie liniowo±ci �zycznej, bez zaªo»enia liniowo±ci geometrycznej.
3Termin powªoka prosta wskazuje, »e rozpatrywana klasa równa« konstytutywnych zale»y

tylko od uogólnionych miar odksztaªce«, a nie zale»y od ich pochodnych. Zaznaczmy, »e powªo-
kowe równania konstytutywne, odpowiadaj¡ce trójwymiarowym równaniom konstytutywnym
materiaªu prostego, nie musz¡ pozosta¢ prostymi w sensie powierzchniowym.

4Np. trójwymiarowa powªoka warstwowa, po wprowadzeniu odpowiednich równa« konstytu-
tywnych, mo»e speªnia¢ powierzchniowy warunek izotropii. Z drugiej strony, w wyniku wyst¦po-
wania wielko±ci geometrycznych w de�nicji powierzchniowych równa« konstytutywnych powªok,
mog¡ one zatraci¢ wªasno±¢ zarówno izotropii jak i jednorodno±ci materiaªu trójwymiarowego.
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konstytutywne cienkiej izotropowej powªoki liniowo spr¦»ystej, zapisane w skªa-
dowych �zycznych, przyjmujemy w postaci

N11 = C (ε11 + νε22), N22 = C (ε22 + νε11),

N12 = C (1− ν) ε12 , N21 = C (1− ν) ε21 ,

Q1 =
1
2
αs C (1− ν) ε1 , Q2 =

1
2
αs C (1− ν) ε2 ,

M11 = D (κ11 + νκ22), M22 = C (κ22 + νκ11),

M12 = D (1− ν) κ12 , M21 = D (1− ν) κ21 ,

M1 = αtD (1− ν) κ1 , M2 = αtD (1− ν) κ2 ,

(6.1.2)

gdzie wprowadzono oznaczenia

C =
Eh0

1− ν2
, D =

Eh3
0

12(1− ν2)
. (6.1.3)

Tutaj h0 jest grubo±ci¡ powªoki w kon�guracji odniesienia, E � moduªem Younga,
ν � wspóªczynnikiem Poissona, za± αs i αt s¡, odpowiednio, wspóªczynnikami
±cinania i owini¦cia5, które s¡ równie» staªymi konstytutywnymi w sensie prze-
krojowym.

6.1.3. Dyskusja relacji konstytutywnych
Relacje (6.1.2) s¡ najprostszym przykªadem powªokowych równa« konsty-

tutywnych w ramach ogólnej teorii powªok, ujmuj¡cych zarówno owini¦cie jak
i momenty owini¦cia oraz sprz¦»one energetycznie zginania owini¦cia. Nawi¡zuj¡
one do klasycznej teorii powªok typu Timoszenko�Reissnera, z istotnym propono-
wanym tutaj rozszerzeniem o równania konstytutywne zawieraj¡ce wspóªczynnik
owini¦cia αt. Tego typu równania konstytutywne, ale bez wyró»nienia wspóªczyn-
nika owini¦cia, sugerowano ju» w literaturze (np. Reissner [1974, 1982], Libai
i Simmonds [1983], Wan i Weinitschke [1988]). Odpowiednie rozwi¡zania nu-
meryczne przykªadów testowych powªok, z uwzgl¦dnieniem równa« konstytutyw-
nych (6.1.2), nie s¡ jednak przedstawiane w literaturze, poza pracami zespoªów
badawczych z udziaªem autorów6.

W równaniach (6.1.2) wyst¦puj¡ dwa wspóªczynniki konstytutywne: αs i αt .
Obecno±¢ obu wspóªczynników jednocze±nie nie jest przypadkowa. W propono-

5Za Burzy«ski [1949] � przez analogi¦ do mechaniki pr¦tów � do trzeciego, normalnego
do powierzchni podstawowej parametru obrotu tak»e dla pªyt i powªok proponujemy stosowanie
nazwy owini¦cie. Do wszystkich wielko±ci zwi¡zanych z owini¦ciem proponujemy nazwy: αt �
wspóªczynnik owini¦cia, κα � zginanie owini¦cia, Mα � moment owini¦cia.

6Np. Chró±cielewski, Makowski i Stumpf [1992, 1994, 1997], Chró±cielewski [1996],
Chró±cielewski, Makowski i Pietraszkiewicz [2000, 2002], Lubowiecka [2001], Lubo-
wiecka i Chró±cielewski [2002], Szymczak, Chró±cielewski i Lubowiecka [2003].
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wanej 6-parametrowej teorii powªok uogólnione miary napr¦»e« i odksztaªce«
wprowadzono w diametralnie ró»ny sposób. Miary napr¦»e« s, w postaci prze-
krojowych siª i momentów, zde�niowano w sposób ±cisªy przez caªkowanie po gru-
bo±ci powªoki rozkªadu napr¦»e« trójwymiarowych (p. 1.3.4). Natomiast powªo-
kowe miary odksztaªce« ε wprowadzono ju» na poziomie dwuwymiarowym, jako
energetycznie sprz¦»one pola powierzchniowe wyst¦puj¡ce w g¦sto±ci efektywnej
mocy napr¦»e« powªoki (p. 1.7.6). Dlatego takie powªokowe miary odksztaªce«
nie maj¡ jednoznacznej interpretacji trójwymiarowej. Pewn¡ interpretacj¦ trój-
wymiarow¡ miar odksztaªce« ε mo»na uzyska¢ np. po przyj¦ciu dodatkowych
trójwymiarowych wi¦zów kinematycznych. Zale»nie od wyboru takich wi¦zów
warto±ci liczbowe wspóªczynników αs i αt b¦d¡ równie» ulegaªy zmianie.

Wspóªczynnik na ±cinanie αs byª przedmiotem wielu analiz i jego sens �zyczny
w ramach mechaniki pr¦tów oraz pªyt i powªok jest dobrze ugruntowany. Typowe
warto±ci αs s¡ znane, oscyluj¡ one nieznacznie w otoczeniu 1. Dla pªyt i powªok
zmieniaj¡ si¦ one od π2/12 do 1 (najcz¦±ciej przyjmowana jest warto±¢ 5/6)
w zale»no±ci od przyj¦tego kryterium, por. np. Grigoljuk i Selezow [1973],
Jemielita [2001] (oraz np. Rychter [1987], Janecki [1998] w kontek±cie linio-
wej teorii belek).

Nowym w literaturze jest konstytutywny wspóªczynnik owini¦cia αt . Wpro-
wadzono go na potrzeby rozwini¦tej w tej ksi¡»ce 6-parametrowej teorii powªok.
Oszacowania wskazuj¡, »e gdy zaªo»enia wi¦zów kinematycznych typu T�R s¡
speªnione, to wkªad do energii odksztaªcenia spr¦»ystego czªonów zawieraj¡cych
zginania owini¦cia κ1 i κ2 jest na ogóª maªy. Dlatego, po przyj¦ciu w (6.1.2)6
na podstawie analogii wymiarowej mno»nika D(1 − ν), warto±¢ αt mo»e waha¢
si¦ jednostronnie w bardzo szerokim zakresie. Wobec braku dotychczas podstaw
teoretycznych do okre±lenia warto±ci αt z bada« trójwymiarowych, rola wspóª-
czynnika owini¦cia αt b¦dzie badana numerycznie7. B¦dziemy analizowali wpªyw
warto±ci αt zarówno z punktu widzenia �zyki, tj. jego wkªadu do warto±ci momen-
tów owini¦cia M1 i M2, jak i od strony ogólnego uwarunkowania rozwi¡zania nu-
merycznego, tj. jego wpªywu na stabilno±¢ aproksymacji sko«czenie elementowej.

Zwi¡zki konstytutywne (6.1.2) mo»na rozpatrywa¢ jako uogólnienie klasycz-
nych równa« konstytutywnych cienkich izotropowych powªok liniowo spr¦»ystych.
W szczególno±ci, po symetryzacji (6.1.2) i zaªo»eniu αt = 0 uzyskuje si¦ kla-
syczne równania konstytutywne teorii powªok typu Timoszenko�Reissnera. Na-
le»y wi¦c oczekiwa¢, »e rozwi¡zania uzyskane z wykorzystaniem równa« (6.1.2)
b¦d¡ zgodne z rozwi¡zaniami, otrzymanymi w ramach teorii klasycznych pre-
zentowanych w literaturze. Uzasadnia to przyj¦cie takiej a nie innej ich postaci
w (6.1.2).

7W pracy Eberlein i Wriggers [1999] konstytutywny wspóªczynnik owini¦cia αt bª¦dnie
zinterpretowano jako parametr kary, a szeroki zakres bada« jego wpªywu potraktowano jako
siln¡ zale»no±¢ rozwi¡zania od αt. Nie zauwa»ono, »e w zakresie od 10−10 do 100 (12 rz¦dów
zmienno±ci) rozwi¡zania w przemieszczeniach praktycznie nie ró»ni¡ si¦ (zob. rys. 6.8.8 i 6.8.9).
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6.1.4. Kinetyczne równania konstytutywne
W rozwi¡zaniach zada« dynamiki powªok przyjmujemy nast¦puj¡ce postacie

rozprz¦»onych kinetycznych równa« konstytutywnych, wi¡»¡cych wektory p¦du
i momentu p¦du z odpowiednimi wektorami pr¦dko±ci translacyjnej i k¡towej:

p = J 1υ, m = J 2ω, (6.1.4)

gdzie
J 1 = m01, J 2 = I01, (6.1.5)

s¡ izotropowymi tensorami konstytutywnymi (por. Libai i Simmonds [1998]).
W (6.1.5), m0 jest g¦sto±ci¡ masy a I0 skalarnym wspóªczynnikiem bezwªad-

no±ci przekroju poprzecznego powªoki, mierzonymi na jednostk¦ powierzchni pod-
stawowej powªoki w kon�guracji odniesienia. Do celów obliczeniowych wspóªczyn-
niki m0 i I0 s¡ okre±lone jako staªe przekrojowe, niezale»ne od ruchu

m0 = ρ0h0 , I0 =
ρ0h

3
0

12
, (6.1.6)

gdzie h0 jest pocz¡tkow¡ grubo±ci¡ powªoki, a ρ0 jest g¦sto±ci¡ masy na jednostk¦
obj¦to±ci kon�guracji odniesienia powªoki traktowanej jako ciaªo trójwymiarowe.

6.2. Katalog elementów sko«czonych, oznaczenia w przykªadach
6.2.1. Rodziny sze±cioparametrowych elementów sko«czonych

CAM, CAM-γ, ASC, MIX, SEM
Prezentowane w tym rodziale rozwi¡zania otrzymano przy u»yciu rodziny po-

wªokowych elementów sko«czonych klasy C0, sformuªowanych wedªug koncepcji
przedstawionych w rozdziale 5. W ramach wszystkich sformuªowa« opracowano
elementy sko«czone 4- i 9-w¦zªowe, a w sformuªowaniu przemieszczeniowym tak»e
element sko«czony 16-w¦zªowy8.

Podstawowa przemieszczeniowa wersja autorskiego programu CAM ujmuje
równie» elementy z po±redni¡ liczb¡ 5�8 i 10�15 w¦zªów9 na bazie kwadratu10
oraz 3�14 w¦zªów na bazie trójk¡ta. Wszystkie wyra»enia funkcji interpolacyj-
nych elementów CAM11 o liczbie w¦zªów od 3 do 16 uj¦to w jednym podprogra-
mie, operuj¡cym sterowan¡ danymi technik¡ �dodawania i uzupeªniania� funkcji
ksztaªtu (zob. np. Bathe [1982, 1996]).

8W przypadku elementów przemieszczeniowych, s¡ to elementy typu Lagrange'owskiego.
Termin ten pochodzi od sposobu interpolacji przemieszcze« (Zienkiewicz [1972]).

9Wobec braku odpowiedników tych elementów w sformuªowaniach alternatywnych (CAM-γ,
ASC, MIX, SEM), a tak»e ze wzgl¦du na pewn¡ ich egzotyczno±¢, rozwi¡zania uzyskane z u»y-
ciem tych elementów nie s¡ tutaj prezentowane.

10Tzw. elementy serendipowskie (Zienkiewicz [1972]).
11Tak»e elementów zdegenerowanych SEL (zob. p. 5.6.1).
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W obliczeniach macierzy elementowych u»ywamy caªkowania peªnego (FI)
we wszystkich wersjach programu. W sformuªowaniu przemieszczeniowym CAM,
poza caªkowaniem peªnym (FI), u»ywamy tak»e caªkowania jednolicie zredukowa-
nego (URI) (zob. p. 5.2.13) lub selektywnie zredukowanego (SRI) (zob. p. 5.2.15).

Rys. 6.2.1. Katalog stosowanych elementów: cz¦±¢ A � sze±cioparametrowa teoria powªok.
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W elementach CAM-γ caªkowanie jednolicie zredukowane (URI) wspomagane jest
γ-stabilizacj¡ form paso»ytniczych (zob. p. 5.2.16).

Podstawowe wªasno±ci stosowanych elementów sko«czonych podano na
rys. 6.2.1 i rys. 6.2.2.

Rys. 6.2.2. Katalog stosowanych elementów: cz¦±¢ B � inne sformuªowania teorii powªok.
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6.2.2. Elementy mieszane MIX i cz¦±ciowo mieszane SEM
Dobór bazy wielomianów interpolacyjnych, wyst¦puj¡cych w macierzy ksztaª-

tu P dla modeli mieszanych i cz¦±ciowo mieszanych, jest kluczowym problemem
decyduj¡cym o jako±ci tych elementów (zob. p. 5.3.9). Zasadniczym celem jest
znalezienie takiej bazy wielomianów interpolacyjnych, aby mo»liwe byªo utwo-
rzenie elementu wolnego (w ogólnym przypadku dyskretyzacji i deformacji) od
blokady i form paso»ytniczych, przy nieograniczonym rz¦dzie caªkowania nume-
rycznego12.

Kieruj¡c si¦ nadmienion¡ przesªank¡, zbiór poszukiwanych jednomianów, two-
rz¡cych baz¦ funkcji aproksymacji jednolitej, mo»na ograniczy¢ od góry i od
doªu. Pod poj¦ciem ograniczenia �od góry� tego zbioru rozumiemy maksymalny
podzbiór jednomianów najni»szego rz¦du, z których utworzona funkcja aproksy-
muj¡ca na pewno wywoªa efekt blokady. Odpowiednio, pod poj¦ciem ogranicze-
nia �od doªu� rozumiemy minimalny podzbiór jednomianów najwy»szego rz¦du,
z których utworzonej funkcji aproksymuj¡cej na pewno towarzysz¡ jeszcze formy
paso»ytnicze13.

Wprowadzamy nazwy �model 0, 1 lub 2� dla trzech charakterystycznych funk-
cji aproksymuj¡cych niezale»ne pola napr¦»e«/odksztaªce« w kontek±cie rz¦du
i formy bazy wielomianów. Zbiorom jednomianów wchodz¡cych do funkcji aprok-
symacyjnych, zale»nie od elementu i modelu, przypisujemy etykiet¦ doln¡ w po-
staci eK −m, gdzie eK oznacza element K-w¦zªowy, a m oznacza model funkcji
aproksymacyjnej. Rozwa»amy tylko elementy 4- i 9-w¦zªowe (K = 4 i K = 9).

Model 0 i model 2 s¡ przypadkami skrajnymi w interpolacji jednolitej. Cha-
rakteryzuj¡ je nast¦puj¡ce zbiory jednomianów:

w modelu 0
we4−0 =

{
1, ξ1, ξ2, ξ1ξ2

}
,

we9−0 =
{
1, ξ1, ξ2, (ξ1)2, ξ1ξ2, (ξ2)2, (ξ1)2ξ2, ξ1(ξ2)2, (ξ1ξ2)2

}
,

(6.2.1)

w modelu 2
we4−2 = {1}, we9−2 =

{
1, ξ1, ξ2, ξ1ξ2

}
. (6.2.2)

Zauwa»my, »e z dokªadno±ci¡ do staªych zachodzi tu we9−2 = we4−0 oraz
∂2(weK−0)/∂ξ1∂ξ2 ⇒ weK−2. Model 0 jest tu najni»szym, w którym wyst¦puje

12Ten warunek jest istotny przy analizie powªok wykonanych z materiaªów �zycznie nieli-
niowych, szczególnie niespr¦»ystych. Wtedy zmienno±¢ cech materiaªu w funkcji uogólnionej
deformacji jest cz¦sto bardziej zªo»ona od samej deformacji (np. lokalne strefy uplastycznie«,
utrata stateczno±ci materiaªu itp., zob. np. Weichert [1987]). Dlatego przy ograniczeniu rz¦du
caªkowania od góry, jak ma to miejsce w caªkowaniu zredukowanym (URI, SRI, URI + �ltra-
cja), mo»e doj±¢ do sprzeczno±ci polegaj¡cej na stosowaniu ubo»szej aproksymacji do bardziej
zªo»onych funkcji materiaªu przez punkty caªkowania i odwrotnie � modelowaniu ubo»szej
deformacji przez bogatsze funkcje ksztaªtu.

13Pomocne s¡ tutaj rz¦dy funkcji i kwadratur, odpowiadaj¡ce caªkowaniu peªnemu i zredu-
kowanemu.



6.2. Katalog elementów sko«czonych, oznaczenia w przykªadach 443

efekt blokady, za± model 2 najwy»szym na pewno obarczonym formami paso»yt-
niczymi. Zatem ró»nica odpowiednich zbiorów (6.2.1) i (6.2.2) tworzy racjonaln¡
kolekcj¦ skªadników, które bierzemy pod uwag¦ w poszukiwaniu modeli po±red-
nich14. Oba modele 0 i 2 elementów sko«czonych, wobec stosowania interpolacji
jednolitej nie wyró»niaj¡cej kierunku, nie s¡ wra»liwe na nieregularno±ci siatki
dyskretyzacyjnej.

Model 1, preferowany w obliczeniach przedstawionych w tym rozdziale, ope-
ruje interpolacj¡ niejednolit¡:

we4−1 =

{
wI

e4−1 = {1, ξ2},
wII

e4−1 = {1, ξ1},
(6.2.3)

we9−1 =

{
wI

e9−1 =
{
1, ξ1, ξ2, ξ1ξ2, (ξ2)2, ξ1(ξ2)2

}
,

wII
e9−1 =

{
1, ξ1, ξ2, ξ1ξ2, (ξ1)2, (ξ1)2ξ2

}
.

W wyra»eniach (6.2.3) wprowadzono etykiet¦ górn¡ α = I, II , aby wyró»ni¢
kierunek poszczególnych skªadowych interpolacji niejednolitej15. Model (6.2.3)
interpolacji niejednolitej najcz¦±ciej pojawia si¦ w literaturze dotycz¡cej formu-
ªowania elementów dwupolowych. Dlatego mo»na go uzna¢ za klasyczny16. Ponie-
wa» interpolacja (6.2.3) jest niejednolita i wyró»niaj¡ca kierunek, w przypadku
bezpo±redniego17 jej u»ycia w macierzy P elementu sko«czonego (zob. (5.3.50))
b¦dzie ona powodowa¢ jego wra»liwo±¢ na nieregularno±ci siatki dyskretyzacyjnej.

6.2.3. Elementy wspomagaj¡ce SEL, BOX, RING
Bibliotek¦ autorskiego programu SEL tworzy rodzina elementów powªokowych

klasy C0 o zmiennej liczbie w¦zªów, oparta na standardowej koncepcji degeneracji
(zob. p. 5.6.1). Elementy te maj¡ po pi¦¢ stopni swobody w ka»dym w¦¹le.

W programie BOX u»ywamy 4-w¦zªowego, niedostosowanego, pªaskiego ele-
mentu prostok¡tnego klasy C1 wedªug teorii pªyt von Kármána (zob. p. 5.6.2).
Ten element, w wyniku wzbogacenia funkcji interpolacyjnych stanu tarczowego,
ma po sze±¢ stopni swobody w ka»dym w¦¹le. Umo»liwia to analiz¦ konstrukcji
zªo»onych z pªatów prostok¡tnych.

14Podobny sposób poszukiwania funkcji aproksymuj¡cych u»yto np. w Kemp, Cho i Lee
[1998].

15Tak utworzone wα
eK−1 s¡ ju» zbiorami dwumianów (w odró»nieniu od modelu 0 i 2).

16Por. np. Yamada i Kikuchi [1991], Rengarajan, Aminpour i Knight [1995], Sansour
i Bocko [1998].

17Aby unikn¡¢ wra»liwo±¢ na nieregularno±ci siatki dyskretyzacyjnej, wskazane jest tu zasto-
sowanie odpowiednika tzw. triku Taylora (zob. Taylor, Beresford i Wilson [1976]). Trik
ten stosowany jest w elementach niedostosowanych i w elementach mieszanych o wzbogaconych
polach odksztaªce« (zob. np. Simo i Rifai [1990]). Polega on na odpowiedniej transforma-
cji pochodnych przemieszcze« lub odksztaªce« z u»yciem macierzy Jacobiego, obliczanej tylko
w punkcie centralnym.
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Program RING (Chró±cielewski i Branicki [1989]) wykorzystuje obro-
towo�symetryczny element dwuw¦zªowy klasy C1 (Makowski [1981], Nolte
[1983]) wedªug teorii umiarkowanych, du»ych lub sko«czonych obrotów18.

6.2.4. Oznaczenia wyników oblicze«
W celu ujednolicenia prezentacji wyników oblicze« numerycznych, w poda-

nych dalej przykªadach wprowadzamy nast¦puj¡c¡ symbolik¦:
eN � element N -w¦zªowy,
K × LeN � siatka podziaªu w liczbie K na L elementów N -w¦zªowych,
FI,URI, SRI � typ caªkowania macierzy elementowych (peªny oraz jednolicie

i selektywnie zredukowany),
�l. γ � stabilizacja form paso»ytniczych przy URI ze wspóªczynnikiem

�ltracji γ,
u, v, w � przesuni¦cia w kierunku osi wspóªrz¦dnych globalnych x, y, z.

Oznaczenia stosowanej wersji elementów i wykorzystywanego sformuªowania:
CAM � podstawowa wersja przemieszczeniowa (e3�e16; FI, SRI; URI, �l. γ),
ASC � elementy mieszane o dwustopniowej interpolacji (e4, e9; FI),
MIX � elementy mieszane (przemieszczenia/napr¦»enia) (e4, e9; FI),
MIXe � elementy mieszane (przemieszczenia/odksztaªcenia) (e4, e9; FI),
SEM � elementy cz¦±ciowo mieszane (przemieszczenia/siªy N) (e4 ,e9; FI),
SEMm1, SEMm2 � elementy cz¦±ciowo mieszane (model 1, 2 interpolacji siª N).

Ponadto:
SEL � standardowe elementy zdegenerowane (e3�e16; FI, SRI; URI, �l. γ),
CAT � pªaski trójk¡tny element typu DCT, zginanie � dyskretne wi¦zy

Kirchho�a, stan tarczowy � staªe odksztaªcenia, sztywno±¢ normalna
� �kcyjna,

ALF � pªaski trójk¡tny element typu DCT, zginanie � dyskretne wi¦zy
Kirchho�a, stan tarczowy � niekonwencjonalna interpolacja Allmana,

BOX � niedostosowane pªaskie elementy prostok¡tne (C1; e4; 3×3),
RING � obrotowo�symetryczny element jednowymiarowy (C1; e2; 3).
W rozwi¡zaniach, dla uproszczenia, przyj¦to wspóªczynnik ±cinania αs = 1

(zob. p. 6.1.5).

6.2.5. Oznaczenia obci¡»e«
Etykiet¡ �ref� oznaczamy obci¡»enie odniesienia, np. typu skupionego (siªa

Pref , moment Mref) lub typu rozªo»onego (powierzchniowe qref , zaªo»one wzdªu»
18Zob. np. Pietraszkiewicz [1977, 1984], Makowski [1981], Pietraszkiewicz i Szwabo-

wicz [1981], Schmidt [1982], Nolte [1983], Nolte, Makowski i Stumpf [1986], Chró±cie-
lewski i Schmidt [1986a].
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krzywej: siªy pref , momenty mref) . Obci¡»enie aktualne (pseudo wieloparame-
trowe) obliczamy zgodnie z de�nicj¡ obci¡»enia przedziaªami jednoparametro-
wego wedªug zasady p = λ pref + pold (podrozdziaª 4.5). Tutaj λ i pref s¡, od-
powiednio, aktualnym mno»nikiem i aktualnym wektorem obci¡»e« odniesienia,
za± pold ujmuje sumaryczn¡ histori¦ wszystkich obci¡»e«, które zmieniaªy swój
charakter z przedziaªu na przedziaª.

Zaburzenia ukªadów idealnych wprowadzane w badaniu zagadnie« stateczno-
±ci nazywamy imperfekcjami i oznaczamy etykiet¡ �impf�. W przypadku obci¡-
»enia podstawowego w postaci siªy skupionej Pref , imperfekcj¦ (obci¡»eniow¡)
przyjmujemy przewa»nie w formie ortogonalnej do obci¡»enia podstawowego
λPref siªy rz¦du Pimpf = 0,001× λPref .

6.3. Klasyczne przykªady testowe
6.3.1. Uwagi wst¦pne

Analiza numeryczna pªyt i maªowyniosªych powªok nale»y do standardowych
testów oceny poprawno±ci sformuªowania MES. O popularno±ci tych testów decy-
duje fakt, »e s¡ one nielicznymi zadaniami, dla których cz¦sto istniej¡ niekwestio-
nowane rozwi¡zania analityczne. W tym podrozdziale przedstawiamy wybrane
wyniki kilku tego typu przykªadów.

6.3.2. Pªyty utwierdzone o ró»nym k¡cie ukosowania
Zadanie zaczerpni¦to z pracy Pica, Wood i Hinton [1980]. W przykªadzie

badamy wpªyw nieregularno±ci siatki podziaªu na rozwi¡zania. Rozwa»amy ró»ne
k¡ty ukosowania β (rys. 6.3.1 A,B), pierwotnie kwadratowej (rys. 6.3.1 C,D),
utwierdzonej na obwodzie pªyty pod równomiernym obci¡»eniem typu martwego.

Rys. 6.3.1. Pªyta utwierdzona o ró»nym k¡cie ukosowania: dyskretyzacja.

Sposób dyskretyzacji pokazano na rys. 6.3.1 (L = 300 in, h = 3 in, E =
3 × 107 lb/in, ν = 0,316, β = {0◦, 30◦, 45◦}). W rozwi¡zaniach wykorzystano
podwójn¡ symetri¦, dyskretyzuj¡c 1/4 pªyty w sposób nieregularny jedenastoma
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elementami 9-w¦zªowymi (rys. 6.3.1 A) lub czterdziestoma czterema elementami
4-w¦zªowymi (rys. 6.3.1 B). W wariancie odpowiadaj¡cym pªycie kwadratowej
stosowano równie» siatki regularne (rys. 6.3.1 C,D).

Rysunek 6.3.2 i tabela 6.3.1 zawieraj¡ porównanie wyników wªasnych z re-
zultatami pracy19 Pica, Wood i Hinton [1980]. Wyniki zestawiono dla bezwy-
miarowego obci¡»enia q∗ =

qL4

Eh4
0

i odpowiadaj¡cego mu bezwymiarowego ugi¦cia

±rodka pªyty w∗ =
wc

h0
. Wykresy z rozwi¡za« wªasnych otrzymane za pomoc¡ ele-

mentów CAM(URI)-SEL(URI)-SEMm2 oraz MIX-SEMm1 zgrupowano, gdy» s¡
one nierozró»nialne w skali deformacji na rys. 6.3.2. Dodatkowo, oprócz rozwi¡za«
wªasnych z siatek regularnych (β = 0◦), zamieszczono rozwi¡zanie Lévy'ego20.
Rozwi¡zania elementami przemieszczeniowymi CAMe9, SELe9(URI) i semimie-
szanymi SEMe4m2 oraz elementami o dwustopniowej interpolacji ASCe4 pozo-
staj¡ w bardzo dobrej zgodno±ci z wynikami pracy ¹ródªowej.

Rys. 6.3.2. Pªyta utwierdzona o ró»nym k¡cie ukosowania: rozwi¡zania dla nieregularnych
(β = {0◦, 30◦, 45◦}) i regularnych (β = 0◦) siatek podziaªu.

W przypadku sformuªowania mieszanego MIXm1 i semimieszanego SEMm1
rozwi¡zania wykazuj¡ lekkie przesztywnienie. Sformuªowanie o dwustopniowej
interpolacji ASCe9 ulegªo wyra¹nemu �zmi¦kczeniu�. Porównanie rozwi¡za« wa-
riantu β = 0◦, w siatce regularnej i nieregularnej, wykazuje maª¡ wra»liwo±¢

19W pracy Pica, Wood i Hinton [1980] stosuje si¦ sformuªowany na bazie teorii pªyt typu
Timoszenko�Reissnera 8/9-w¦zªowy element typu heteros caªkowany selektywnie (SRI).

20Lévy [1942] rozwi¡zaª równania von Kármána szeregami Fouriera przy bª¦dzie < 2%.
Wyniki tej pracy przytaczamy na podstawie pracy Pica, Wood i Hinton [1980].
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elementów 9-w¦zªowych na dystorsje siatki podziaªu21. Z drugiej strony, w przy-
padku siatek nieregularnych w rozwi¡zaniach CAM i SEL przy peªnym caªkowa-
niu (FI) obserwowano wyra¹niejsz¡ skªonno±¢ do przesztywnienia.

Tabela 6.3.1. Utwierdzona pªyta uko±na: bezwymiarowe ugi¦cie ±rodka pªyty w*,
CAM 11e9 (URI), αt = 1.

Bezwymiarowe
obci¡»enie q∗ 17,79 38,30 63,40 95,00 134,9 184,0 245,0 318,0 402,0

Odniesienie K¡t β Bezwymiarowe ugi¦cie ±rodka pªyty w∗

CAMe9 0◦ 0,2275 0,4547 0,6750 0,8873 1,093 1,290 1,485 1,674 1,854
Pica, Wood

i Hinton [1980] 0,2291 0,4576 0,6781 0,8900 1,095 1,291 1,484 1,671 1,849

CAMe9 30◦ 0,1419 0,2954 0,4603 0,6333 0,8090 0,9817 1,153 1,320 1,478
Pica, Wood

i Hinton [1980] 0,1412 0,2940 0,4585 0,6309 0,8061 0,9779 1,149 1,314 1,471

CAMe9 45◦ 0,0708 0,1509 0,2451 0,3550 0,4793 0,6110 0,7493 0,8870 1,020
Pica, Wood

i Hinton [1980] 0,0690 0,1473 0,2394 0,3476 0,4703 0,6013 0,7388 0,8762 1,008

6.3.3. Utwierdzony panel walcowy obci¡»ony ci±nieniem
Maªowyniosªy panel walcowy (rys. 6.3.3, R = 2540 mm, L = 254 mm,

h0 = 3,175 mm, E = 3,10275 kN/mm2, ν = 0,3, θ = 0,1 rad) utwierdzony na
obwodzie i obci¡»ony ci±nieniem typu martwego, jest cz¦sto stosowanym testem
sformuªowa« MES. W analizie wykorzystano podwójn¡ symetri¦, dyskretyzuj¡c
1/4 powªoki w siatce regularnej. Porównanie rozwi¡za« wªasnych z wybranymi
z literatury pokazuje rys. 6.3.4. Reprezentatywne wyniki liczbowe zawiera równie»
tab. 6.3.2.

Rys. 6.3.3. Utwierdzony panel walcowy: schemat zadania.

Ró»nice pomi¦dzy rozwi¡zaniami CAM i SEL (elementy zdegenerowane) s¡
niezauwa»alne w skali deformacji rys. 6.3.4. Rozwi¡zania przemieszczeniowe CAM

21Po wykluczeniu rozwi¡za« obarczonych pozostaªo±ci¡ blokady przy peªnym caªkowaniu (FI).
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i SEL elementem 9-w¦zªowym, caªkowanym w sposób jednolicie zredukowany
(URI), pozostaj¡ w dobrej zgodno±ci z wynikami prac Saleeb i inni [1990] oraz
Dhatt [1970]. W stosunku do rezultatów pracy Sabir i Lock [1973] wyst¦puj¡
wyra¹ne ró»nice. Równie» w dobrej zgodno±ci jest rozwi¡zanie BOX pªaskim nie-
dostosowanym elementem 4-w¦zªowym klasy C1. Zastosowanie caªkowania peª-
nego (FI) do elementów 9-w¦zªowych CAM i SEL powoduje wyra¹ne przesztyw-
nienie dopiero w zaawansowanym stadium nieliniowej deformacji.

Tabela 6.3.2. Utwierdzony panel walcowy: krzywa ci±nienie (q) � ugi¦cie (wc), 4×4e9 (URI).

CAM q kN/m2 0,500 1,000 1,250 1,441 1,600 1,864 2,392 2,892
αt = 1 wc mm 0,585 1,397 2,050 3,050 5,050 7,050 9,050 10,28
SEL q kN/m2 0,500 1,000 1,250 1,440 1,599 1,864 2,394 2,894

wc mm 0,585 1,398 2,053 3,053 5,053 7,053 9,053 10,27

Rys. 6.3.4. Utwierdzony panel walcowy: porównanie rozwi¡za«.

6.3.4. Panel walcowy swobodnie podparty obci¡»ony siª¡
Maªowyniosªa powªoka walcowa z rys. 6.3.5 (R = 2540 mm, L = 254 mm, θ =

0,1 rad, h0 = 3,175 mm, E = 3,10275 kN/mm2, ν = 0,3) jest popularnym testem
sformuªowania MES i efektywno±ci algorytmów ±ledzenia ±cie»ek równowagi.

Na prostych brzegach powªoka jest nieprzesuwnie swobodnie podparta, brzegi
zakrzywione s¡ swobodne. Powªoka jest obci¡»ona centralnie siª¡ skupion¡. Wo-
bec podwójnej symetrii rozpatrzono tylko 1/4 konstrukcji. Dyskretyzacj¦ oparto
na dwóch regularnych siatkach w¦zªów 5× 5 i 9× 9.
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Rys. 6.3.5. Swobodnie podparty panel walcowy obci¡»ony siª¡: schemat zadania.

Na rys. 6.3.6 porównano rozwi¡zania wªasne uzyskane 4- i 9-w¦zªowymi ele-
mentami z wynikami prac Noor i Andersen [1982] oraz Surana [1983]. Re-
prezentatywne wyniki liczbowe podano równie» w tab. 6.3.3.

Rys. 6.3.6. Swobodnie podparty panel walcowy obci¡»ony siª¡: porównanie rozwi¡za«.

Tabela 6.3.3. Wolnopodparty panel walcowy obci¡»ony siª¡ P : ugi¦cia wc ,
CAM 4×4e9 (URI), αt = 1.

PR/Eh3
0 0,650 1,300 1,725 1,869 1,745 1,485 0,8354 0,1854 −0,1396

wc [mm] 2,55 6,48 10,39 13,66 14,97 15,77 16,65 17,02 16,91
PR/Eh3

0 −0,6459 −0,8734 −1,140 −1,234 −0,9580 −0,4740 0,2099 1,009 1,870
wc [mm] 15,53 14,64 14,47 16,20 20,25 23,05 25,50 27,54 29,28
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Wyra¹ne ró»nice mi¦dzy wynikami obserwuje si¦ przy podziale 2×2 elementy,
w przypadku elementów 9-w¦zªowych tylko z caªkowaniem peªnym (FI), za± dla
elementów 4-w¦zªowych ju» przy caªkowaniu jednolicie zredukowanym (URI). Po-
zostaªe wyniki (w tym BOX) pozostaj¡ w zadawalaj¡cej zgodno±ci mi¦dzy sob¡.

6.3.5. Panel walcowy i pªyta kwadratowa ±ciskane jednokierunkowo

Zakrzywiona do powªoki walcowej (rys. 6.3.7 A), jednokierunkowo obustronnie
±ciskana, przesuwnie swobodnie podparta na caªym obwodzie pªyta kwadratowa
(rys. 6.3.7 B) jest przykªadem demonstruj¡cym jako±ciow¡ zmian¦ rozwi¡za«. Za-
krzywienie zmienia typ punktu bifurkacji � z symetrycznego statecznego (pªyta)
na niesymetryczny (powªoka walcowa) � czyni¡c ukªad wra»liwym na imperfek-
cje. Bogat¡ analiz¦ tego zadania w kontek±cie wybranych parametrów zawiera
m.in. praca22 Radwa«ska [1990].

Rys. 6.3.7. Jednokierunkowo ±ciskany panel walcowy i pªyta kwadratowa: schemat zadania.

Schemat statyczny zadania pokazano na rys. 6.3.7. Przyj¦to nast¦puj¡ce dane
liczbowe: L = 1000 mm, h0 = 10 mm, R = ∞ i R = 8330 mm, E = 3400 N/mm2,
ν = 0,2, py,ref = 10 N/mm. Wobec podwójnej symetrii ukªadu, dyskretyzowano
w sposób regularny tylko 1/4 konstrukcji. Na rys. 6.3.8 zestawiono wybrane wy-
niki wªasne i dost¦pne z prac Harte i Eckstein [1986], Stein, Lammering
i Wagner [1989] oraz Radwa«ska [1990]. Reprezentatywne wyniki liczbowe
podano w tab. 6.3.4.

Tabela 6.3.4. Jednokierunkowo ±ciskany panel walcowy: przesuni¦cia wC , vB [mm],
CAM 4×4e16 (FI), αt = 1.

λ 2,0 1,702 1,417 1,199 1,138 1,213 1,450 1,568 1,765 1,971
wC −37,88 −32,00 −25,69 −18,79 −13,59 −7,393 −1,192 1,065 4,332 7,448
vB 2,224 1,528 0,9915 0,5944 0,3988 0,2623 0,2200 0,2270 0,2608 0,3221

22Analiz¦ stochastyczn¡ w zakresie spr¦»ysto�plastycznym tego typu powªoki, z u»yciem ele-
mentów BOXe4, zawiera praca Bielewicz i inni [1994].
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Rozwi¡zania otrzymano w zamkni¦tym cyklu obci¡»ania py w trzech fazach:
obci¡»enie, cofanie si¦ po ±cie»ce II, odci¡»enie. Jako siª¦ zaburzaj¡c¡ przyjmo-
wano nast¦puj¡ce warto±ci Pimpf = {−1 , 0 , +1} [N].

We wszystkich rozwi¡zaniach wªasnych krytyczny mno»nik obci¡»enia byª
w przedziale λkr ∈ [1,511 , 1,525] ⇔ [CAM 4×4e9 (URI), SEL 4×4e9 (FI)].

Rys. 6.3.8. Jednokierunkowo ±ciskany panel walcowy i pªyta: porównanie rozwi¡za«.

Rys. 6.3.9. Jednokierunkowo ±ciskany panel walcowy: formy paso»ytnicze (URI).
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Przedziaª oszacowano metod¡ interpolacji liniowej, poniewa» uzyskanie zerowych
(numerycznie) ugi¦¢ w sterowaniu przemieszczeniowym (±cie»ka II) okazaªo si¦
niemo»liwe. Przy dochodzeniu do deformacji odpowiadaj¡cej poªo»eniu bifurkacji
nast¦powaªo (niezale»nie od techniki sterowania) samorzutne zej±cie rozwi¡zania
ze ±cie»ki pobifurkacyjnej (II) na ±cie»k¦ pierwotn¡ (I).

W przypadku pªyty otrzymano wynik λkr = 1,164, CAM 4×4e16 (FI), na-
tomiast odpowiednia warto±¢ λkr rozwi¡zania analitycznego dla pªyty cienkiej
wedªug Timoshenko i Gere [1963] wynosi λkr =

π2Eh3
0

3py(1− ν2)L2
= 1,165. Do-

kªadniejsza analiza deformacji wykazaªa, »e równie» w tym przykªadzie wyst¦puj¡
zeroenergetyczne formy paso»ytnicze przy stosowaniu caªkowania zredukowanego
(RI). Obecno±¢ tych form pokazano na rys. 6.3.9. Wyst¦puj¡cy na rys. 6.3.9 zanik
postaci paso»ytniczej w rozwi¡zaniu CAM 4×4e9 (URI), pozornie mog¡cy ±wiad-
czy¢ o poprawno±ci rozwi¡zania, jest tylko siln¡ redukcj¡ warto±ci jej waha«.

6.3.6. Pr¦t spr¦»ysty w locie swobodnym bez udziaªu siª grawitacji
Zadanie to byªo analizowane w wielu pracach po±wi¦conych dynamice pr¦tów,

formuªowane zarówno jako zagadnienie pªaskie (np. Simo i Vu-Quoc [1986],
Iura i Atluri [1988], Hsiao, Lin i Lin [1999], Iura i Iwakuma [1992])
jak i przestrzenne (np. Simo i Vu-Quoc [1988]), a tak»e jako zagadnienie
przestrzenne powªokowe (np. Simo, Fox i Rifai [1990]). W tym przykªadzie

Rys. 6.3.10. Pr¦t spr¦»ysty w locie swobodnym: dane, historia obci¡»enia, pocz¡tkowe
kon�guracje lotu.
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pochylony w pªaszczy¹nie (e1 , e3) pr¦t jest obci¡»ony na dolnym ko«cu ustalo-
nymi w przestrzeni siª¡ P i momentem M , których skªadowe i histori¦ dziaªania
w czasie przedstawiono na rys. 6.3.10.

W rozwi¡zaniu, dyskretyzowanym w siatce 1×10 elementami powªokowymi
CAMe16 caªkowanymi w sposób peªny (FI), przyj¦to nast¦puj¡ce dane liczbowe:
L = 10, Lx = 6, Ly = 8, b = h0 = 1, Eh0 = 104, Eh3

0/12 = 500, ν = 0, m0 = 1,
I0 = 10, w tym krok caªkowania po czasie ∆t = 0,1 s.

Kilka kolejnych kon�guracji pr¦ta z pierwszych 10 s, obrazuj¡cych jego defor-
macj¦ w pªaszczy¹nie lotu, przedstawiono na rys. 6.3.11, którego odpowiednikiem
w widoku przestrzennym jest rys. 6.3.10. Na rys. 6.3.12 przedstawiono wykres

Rys. 6.3.11. Pr¦t spr¦»ysty w locie swobodnym: deformacja w czasie.

Rys. 6.3.12. Pr¦t spr¦»ysty w locie swobodnym: energia.
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zmian energii ukªadu w czasie. Rysunek wskazuje wzrost energii w okresie odpo-
wiadaj¡cym dziaªaniu obci¡»enia. Po zaniku obci¡»enia widoczne s¡ maªe oscyla-
cje energii kinetycznej i energii potencjalnej w trakcie swobodnego lotu pr¦ta, jed-
nak ich suma jest równa dostarczonej do ukªadu pracy obci¡»enia zewn¦trznego
i pozostaje staªa. Otrzymany opis zachowania dynamicznego ukªadu pozostaje
w dobrej zgodno±ci z wynikami innych prac dotycz¡cych tego zadania.

6.3.7. Uwagi
We wszystkich zadaniach równowagi (statyki) rozwa»anych w tym podroz-

dziale deformacje pozostaj¡ w zakresie umiarkowanej nieliniowo±ci. Przykªady
te nie mog¡ by¢ zatem traktowane jako realne testy nieliniowej teorii powªok.
Ten wniosek potwierdza równie» dobra zbie»no±¢ w tym zakresie deformacji pªa-
skich elementów BOXe4, sformuªowanych na podstawie teorii pªyt von Kármána
(p. 5.6.2). W przypadku stosowania caªkowania zredukowanego (RI) nie s¡ rów-
nie» wyra¹nie obserwowalne (w skali deformacji i geometrii) formy paso»ytnicze.
Dlatego tych zada« nie mo»na uwa»a¢ za wªa±ciwe testy oceny sformuªowania
ogólnych powªokowych elementów sko«czonych.

Badania zbie»no±ci rozwi¡za« metody elementów sko«czonych doprowa-
dziªy do sformuªowania trzech ogólnych kryteriów, dotycz¡cych doboru funk-
cji ksztaªtu (zob. np. Zienkiewicz [1972], Gomuli«ski i Witkowski [1993],
Kleiber [1989]):

a) kryterium ci¡gªo±ci przemieszcze«23,
b) kryterium ruchu sztywnego24,
c) kryterium staªego odksztaªcenia25.

Kryterium a) nazywane jest równie» warunkiem zgodno±ci, za± kryteria b) i c)
warunkami zupeªno±ci modelu MES.

Elementy speªniaj¡ce wszystkie wymienione kryteria nazywamy elementami
dostosowanymi. Odpowiednio, je±li które± z tych kryteriów nie jest speªnione,
elementy takie nosz¡ nazw¦ elementów niedostosowanych. Okazuje si¦, »e kla-
syczny przemieszczeniowy element dostosowany (zgodny i zupeªny) ma wªasno±¢
monotonicznej zbie»no±ci do rozwi¡zania ±cisªego ze wzrostem liczby stopni swo-
body. W wielu przypadkach (szczególnie dotyczy to skomplikowanych pªytowych
i powªokowych elementów sko«czonych klasy C1), przy formuªowaniu elementów
wygodnie jest zrezygnowa¢ z peªnej zgodno±ci modelu. Wówczas jednak otrzy-

23Kryterium ci¡gªo±ci przemieszcze« : funkcje ksztaªtu powinny zapewnia¢ ci¡gªo±¢ przemiesz-
cze« i ich pochodnych wª¡cznie do rz¦du o jeden ni»szego, ni» rz¡d maksymalnych pochodnych
w zale»no±ciach geometrycznych sformuªowania.

24Kryterium ruchu sztywnego: przy ruchu sztywnym w¦zªów, wewn¡trz elementu sko«czonego
(ciaªa) nie mog¡ powsta¢ odksztaªcenia i napr¦»enia.

25Kryterium staªego odksztaªcenia: funkcje ksztaªtu musz¡ zapewnia¢ realizacj¦ stanu staªego
odksztaªcenia wewn¡trz elementu sko«czonego.
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mujemy elementy niedostosowane, przy u»yciu których zbie»no±¢ rozwi¡za« ze
wzrostem liczby stopni swobody mo»e zachodzi¢ zarówno od góry jak i od doªu
oraz nie musi mie¢ charakteru monotonicznego.

Wa»nym krokiem w ocenie jako±ci niedostosowanych elementów sko«czonych
(Kleiber [1989]), traktowanym nawet jako warunek konieczny zbie»no±ci ele-
mentów niezgodnych, byªo opracowanie tzw. patch testu26. Wyniki p. 6.3.2 w pew-
nym sensie odpowiadaj¡ zadaniom traktowanym jako patch test27. Przedstawiaj¡
one bowiem pewne fragmentaryczne badania wpªywu silnej nieregularno±ci siatki
podziaªu na rozwi¡zania. Mimo uznania przez nas wagi patch testu, w niniej-
szej ksi¡»ce nie po±wi¦camy mu specjalnej uwagi. Patch test nie dotyczy bowiem
samej mechaniki powªok i ogólnego sformuªowania na jej podstawie elementów
sko«czonych. Jest on zwi¡zany z badaniem wªasno±ci elementów niedostosowa-
nych, a konkretnie ich specjalnych modeli.

Na podstawie do±wiadcze« wªasnych i analizy literatury mo»na stwierdzi¢, »e
trudno±ci ze speªnieniem patch testu pojawiaj¡ si¦ w elementach niskiego rz¦du,
u»ywaj¡cych niestandardowej aproksymacji niejednolitej. Szczególnie dotyczy to
elementów 4-w¦zªowych typu CAMe4-γ, ASCe4, MIXe4m1, SEMe4m1, alterna-
tywnych do sformuªowania przemieszczeniowego. Test wpªywu nieregularno±ci
siatki na rozwi¡zania stosunkowo dobrze przechodzi element ASCe4. W przy-
padku elementów cz¦±ciowo mieszanych (semimieszanych) SEMe4 i mieszanych
MIXe4 dla modelu 0 i modelu 2 (zob. p. 6.2.2), zamiast trudno±ci ze speªnie-
niem tego testu pojawia si¦ albo blokada (zakleszczanie) rozwi¡za« lub wyst¦-
powanie postaci paso»ytniczych. O elementach 9-w¦zªowych mo»na stwierdzi¢,
»e speªniaj¡ one stosunkowo dobrze (w porównaniu z 4-w¦zªowymi) ten typ te-
stu. Przykªadowo, porównanie w p. 6.3.1 wyników oblicze«, uzyskanych przy
u»yciu modelu 1 sformuªowania cz¦±ciowo mieszanego SEMe9 (tak»e mieszanego
MIXe9), z innymi wynikami wskazuje na pozostaªo±¢ w modelu 128 pewnego nie-
znacznego przesztywnienia i/lub wra»liwo±ci na nieregularno±¢ siatki podziaªu.
Zjawiska tego nie obserwujemy w przypadku modelu 229.

26Patch test przeprowadza si¦ w nast¦puj¡cy sposób: a) na regularnej dziedzinie, obszarze (np.
pªaski prostok¡t, bryªowy równolegªo±cian, prostok¡tny wycinek walca, symetryczny czworok¡t
sfery) tworzy si¦ zbiór elementów z co najmniej jednym, najcz¦±ciej nie centralnie poªo»onym,
w¦zªem wewn¦trznym; b) w¦zªom zewn¦trznym nadaje si¦ przemieszczenia lub przykªada do
nich siªy, które prowadzi¢ powinny do staªego stanu odksztaªcenia w caªym ukªadzie; c) je±li
w ka»dym z elementów powstaje taki sam stan odksztaªcenia to przyjmujemy, »e dany element
speªnia patch test. Krytyczne uwagi dotycz¡ce patch testu, od formalnej matematycznej strony,
mo»na odnale¹¢ w pracy Stummel [1980].

27Problem patch testu pojawiª si¦ w kontek±cie warunku zupeªno±ci modelu MES dla niezgod-
nych elementów hybrydowych, mieszanych i innych sformuªowa« alternatywnych w stosunku
do sformuªowania przemieszczeniowego. Warunek speªnienia patch testu nie dotyczy klasycz-
nych izoparametrycznych elementów przemieszczeniowych, które s¡ elementami dostosowanymi
i speªniaj¡ go z zaªo»enia.

28Model SEMm1 opiera si¦ na niejednolitej interpolacji siª N (p. 6.2.2).
29W modelu SEMm2 wykorzystuje si¦ niskiego rz¦du jednolit¡ interpolacj¦ siª N (p. 6.2.2).
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W elementach mieszanych MIX stwierdzono, »e u»ycie nawet najbogatszego
modelu 0 aproksymacji momentów M nie miaªo wpªywu na zjawisko blokady,
w przeciwie«stwie do modelu aproksymacji siª N , wykazuj¡cego bardzo silny
wpªyw na blokad¦. Wobec �praktycznie� braku ró»nic w rozwi¡zaniach elemen-
tami SEM i MIX (przy zgodnej interpolacji siª N i stosowaniu w elemencie MIX
modelu 0 dla momentów M ), zaniechali±my dalszych bada« nad elementami
MIX. W dalszych rozwa»aniach uwag¦ skupiamy na bardziej ekonomicznych ele-
mentach SEM, preferuj¡c model 1 o interpolacji niejednolitej (p. 6.2.2) w regu-
larnych siatkach podziaªu.

6.4. Sko«czone przemieszczenia konstrukcji typu belek
6.4.1. Uwagi wst¦pne

W podrozdziaªach 6.4 i 6.5 analizujemy nieliniowe deformacje ukªadów pseu-
dopr¦towych. W takich ukªadach wyst¦puj¡ du»e translacje i rotacje o silnej in-
terakcji sztywno±ci membranowej z sztywno±ci¡ zgi¦ciow¡ i skr¦tn¡. Rozwa»ane
zadania w wi¦kszo±ci maj¡ równie» rozwi¡zania w ramach nieliniowej teorii belek
(pr¦tów).

6.4.2. Wsporniki prosty i zaªamany, obci¡»one momentem lub siª¡
Wspornik obci¡»ony na ko«cu momentem lub siª¡ nale»y do najcz¦±ciej ba-

danych zada« o silnej nieliniowo±ci geometrycznej. Na rys. 6.4.1 zamieszczono
cztery warianty zadania i odpowiadaj¡ce im postacie deformacji.

Rys. 6.4.1. Prosty i zaªamany wspornik pªytowy: warianty zadania, posta¢ deformacji.

We wszystkich wariantach zadania do oblicze« przyj¦to nast¦puj¡ce dane licz-
bowe: L = 12 m, B = 3 m, h0 = 0,03 m, E = 30 × 106 kN/m2, ν = 0. Wobec
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braku udziaªu kierunku poprzecznego, zadania dyskretyzujemy jednym rz¦dem
elementów 9-w¦zªowych, caªkowanych w sposób jednolicie zredukowany (URI).

W ramach elementarnej teorii belek, de�niuj¡c czyste zginanie w pªaszczy¹nie
x−y (my 6= 0, my(s) = const, nx(s) = qz(s) = 0) z zaªo»eniem, »e sztywno±¢
EJy(s) = const i s = x w kon�guracji pocz¡tkowej (rys. 6.4.1 A), otrzymujemy

1
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=
dϕ

ds
=

my(s)
EJy(s)

= const,

dz

ds
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1
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ϕ(s) =
my

EJy
=

1
ρx

s,

z(s) = ρx[1− cosϕ(s)],

x(s) = ρx sinϕ(s).

(6.4.1)

W przypadku czystego zginania ukªadu przedstawionego na rys. 6.4.1 A i C,
dobr¡ miar¡ poprawno±ci rozwi¡za« numerycznych jest utrzymanie koªowej formy
deformacji oraz dokªadno±¢ cyklicznego tra�ania ko«ca zawijanego wspornika
w lini¦ utwierdzenia. Na przykªad, w rozwi¡zaniu elementami CAM (rys. 6.4.1 A),
po trzykrotnym zawini¦ciu (ψ = 6π) bezwzgl¦dny bª¡d �tra�enie w podpor¦� po-
zostawaª poza czwartym znacz¡cym miejscem.

Wariant wspornika zaªamanego, obci¡»onego momentem (rys. 6.4.1 C),
w pracy Simo [1993] przyj¦to jako test zaproponowanego tam sformuªowania teo-
rii powªok, prowadz¡cego do elementów o tzw. 5/6 stopniach swobody w w¦¹le.
Rozwi¡zania dla powªok zªo»onych z poª¡czenia tylko dwóch pªatów (tj. zaªama-
nia powªoki, rys. 6.4.2) i speªniaj¡cych warunki ci¡gªo±ci mo»na otrzyma¢ równie»
w ramach 5-parametrowej teorii powªok z direktorem zde�niowanym w sposób
podany np. w pracach Bathe i Bolourchi [1980] i Bathe [1982, 1996], zob.
rys. 6.4.2 B. Sposób ten wykorzystano przy modelowaniu zaªama« powªok wªa-
snymi elementami zdegenerowanymi SEL o pi¦ciu parametrach w ka»dym w¦¹le.

Rys. 6.4.2. Modelowanie zaªamania powªoki, de�nicje wektorów kierunkowych i grubo±ci.

W elementach wªasnych o sze±ciu stopniach swobody w w¦¹le (CAM, MIX,
SEM, ASC) mo»emy wykorzysta¢ oba pokazane na rys. 6.4.2 sposoby modelowa-
nia poª¡czenia dwóch pªatów powªoki. Wybrane rozwi¡zania wariantów zadania
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z rys. 6.4.1 pokazano na rys. 6.4.3 i 6.4.4. Wobec szcz¡tkowych ró»nic wyników
CAM w stosunku do rozwi¡za« analitycznych (6.4.1) wedªug teorii belek, tych
ostatnich nie zamieszczamy na wykresach.

Rys. 6.4.3. Prosty i zaªamany wspornik pªytowy: krzywe deformacji.

W rozwi¡zaniach czystego zginania (wariant A i C z rys. 6.4.1), pojawiaj¡
si¦ ró»nice (zob. rys. 6.4.3 � krzywe przemieszcze« opisane jako funkcje M ,
oraz rys. 6.4.4 C) na niekorzy±¢ standardowego sformuªowania elementu zde-
generowanego SEL. Okazaªo si¦, »e w miar¦ rozwoju deformacji czystego zgi-
nania w rozwi¡zaniach SEL narastaj¡ trudno±ci w utrzymaniu re»imu zbie»-
no±ci procesu iteracyjnego. Ostatecznie, przy tych samych parametrach steru-
j¡cych jak w obliczeniach CAM, dla obrotu rz¦du ψ ≈ 5 rad nast¡piªo za-
ªamanie si¦ rozwi¡za« SEL. Zjawisko to nie wyst¡piªo dla zada« obci¡»onych
siª¡, por. wariant B i D z rys. 6.4.1 (zob. rys. 6.4.3 � krzywe przemieszcze«
opisane jako funkcje P oraz rys. 6.4.4 D). St¡d wynika, »e ró»nice rozwi¡-
za« SEL w stosunku do rozwi¡za« CAM i analitycznych oraz trudno±ci ze
zbie»no±ci¡, wyst¦puj¡ce w czystym zginaniu belki zaªamanej, s¡ raczej wyni-
kiem implementacji MES ni» u»ytego sposobu modelowania poª¡czenia pªatów.
To wskazuje, »e konstrukcje o poª¡czeniach dwugaª¦ziowych raczej nie mog¡
by¢ traktowane jako przykªady rzeczywi±cie testuj¡ce wpªyw szóstego parame-
tru teorii powªok. Ponadto, wobec ograniczenia deformacji do zagadnienia pªa-
skiego, zarówno ten przykªad jak i inne popularne przykªady pªaskie, takie jak
ªuki, rama Lee'go, rama Misesa itp., pozwalaj¡ tylko na cz¦±ciow¡ wery�ka-
cj¦ poprawno±ci nieliniowego sformuªowania teorii powªok i jego implementacji
MES.
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Rys. 6.4.4. Zaªamany wspornik pªytowy: zakres deformacji.

6.4.3. Stateczno±¢ wspornika pªytowego obci¡»onego wzdªu»nie
i poprzecznie

Rozwa»ono dwa warianty obci¡»enia � siª¡ wzdªu»n¡ A) i siª¡ poprzeczn¡ B)
� dªugiego w¡skiego wspornika pªytowego (rys. 6.4.5). W obliczeniach za prac¡
Talbot i Dhatt [1986] przyj¦to nast¦puj¡ce dane liczbowe: L = 1600 mm,

Rys. 6.4.5. Wspornik pªytowy: schemat zadania.
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b = 100 mm, h0 = 5 mm, E = 2× 105 MPa, ν = 0,3, Pimpf = P/1000. Schemat
zadania i formy deformacji przedstawiono na rys. 6.4.5. Przyj¦to dyskretyzacj¦
w siatce 10×2 elementami 4- i 9-w¦zªowymi caªkowanymi w sposób jednolicie zre-
dukowany (URI). Pocz¡tek ±cie»ek deformacji i uzyskane warto±ci siª krytycznych
zamieszczono na rys. 6.4.6.

Rys. 6.4.6. Wspornik pªytowy: pocz¡tek krzywych deformacji i siªy krytyczne.

Obci¡»enia krytyczne, otrzymane analitycznie na podstawie teorii belek
wg Timoshenko i Gere [1963], dla przypadku obci¡»enia A) (Eulerowskie)
wynosi Pkr =

π2EJ

4L2
= 200,8 N, za± w przypadku obci¡»enia B) (skr¦tno-gi¦tne)

ma warto±¢ Pkr = 4,013
√

EJGJs

L2
= 405,1 N. W wariancie obci¡»enia B) w fazie

przedwyboczeniowej dominuje udziaª sztywno±ci tarczowej (jak w dwuwymia-
rowym zagadnieniu pªaskim). Wskutek wyboczenia pojawia si¦ silne sprz¦»enie
sztywno±ci membranowej ze zgi¦ciow¡ i skr¦tn¡. Rysunek 6.4.6 wskazuje na ogra-
niczony zakres stosowalno±ci elementów sformuªowanych na bazie teorii pªyt von
Kármána (du»ych ugi¦¢, umiarkowanych obrotów), u»ywanych w programie BOX
(p. 5.6.2). Dodatkowo na rys. 6.4.6 zamieszczono wyniki (Jasina [2003]) uzyskane
programem ALF (p. 5.6.3), które pozostaj¡ w bardzo dobrej zgodno±ci z rozwi¡-
zaniami CAM.

Przykªad ten analizowano w pracachTalbot iDhatt [1986, 1987] za pomoc¡
trzech pªaskich elementów trójk¡tnych30 (DCT, DQT, DLT). W tych pracach

30Elementy te s¡ superpozycj¡ elementu pªytowego o dyskretnych wi¦zach Kirchho�a
(DKT) z trzema odmianami elementu tarczowego w ramach aproksymacyjnego sformuªowania
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w wariancie obci¡»enia B) element DCT (=CST+DCT), najsªabiej opisuj¡cy
stan tarczowy, okazaª si¦ zawodny. Pozostaªe elementy daªy nast¦puj¡ce warto±ci
siª krytycznych: A) � 203,5 N, B) � 425,8 N. Zaskakuje przytoczona w pracy
Talbot i Dhatt [1986] du»a liczba (nawet kilkaset) kroków przyrostowych31
wymaganych do osi¡gni¦cia rozwi¡za« pokrytycznych. Tak du»a liczba kroków
sugeruje albo niewªa±ciwy sposób uj¦cia nieliniowo±ci geometrycznej, albo kªo-
poty z zachowaniem zbie»no±ci procesu iteracyjnego i/lub u»ycie niewªa±ciwej
techniki sterowania procesem rozwi¡zania nieliniowego. Bowiem problemów tych
nie obserwowano w rozwi¡zaniach CAT i ALF (p. 5.6.3), które wykorzystuj¡
zbli»one koncepcje formuªowania elementów sko«czonych.

6.4.4. Wspornik pªytowy zaªamany w planie obci¡»ony siª¡
Prostok¡tn¡ ram¦ wspornikow¡ w ksztaªcie litery L przedstawion¡ na

rys. 6.4.7, wariant obci¡»enia A (siªa PA zwrócona od podpory), badano w pracy
Argyris i inni [1978]. W tej pracy podano warto±¢ (liniowej) siªy krytycznej
otrzyman¡ z rozwi¡zania elementami pr¦towym. Warto±¢ obci¡»enia krytycznego,
otrzymana z dyskretyzacji pªaskimi elementami powªokowymi TRUMP, zamiesz-
czono w pracy Argyris i inni [1979].

Rys. 6.4.7. Wspornik L: obci¡»enia PA i PB, schemat zadania, skala deformacji.

Zadanie to badano, m.in. w pracy Simo i Vu-Quoc [1986] w ramach teorii
pr¦tów oraz w Gruttmann [1988], Gruttmann, Stein i Wriggers [1989],
Simo, Fox i Rifai [1990], Wriggers i Gruttmann [1993] w ramach teorii
uaktualnionego opisu Lagrange'a (AULF). Koncepcja elementu DCT jest analogiczna do sfor-
muªowania przedstawionego w p. 5.6.3.

31Rozwi¡zania CAM, w peªnym zakresie obci¡»enia z pracy Talbot i Dhatt [1986] (ze
wzgl¦du na skal¦ deformacji nie mieszcz¡ce si¦ na rys. 6.4.4), uzyskiwano bez trudno±ci w kilku
(wariant A) lub kilkunastu (wariant B) krokach przyrostowych.



462 Rozdziaª 6. Przykªady liczbowe

powªok. Porównanie wyników rozwi¡za« wªasnych dla obci¡»enia krytycznego
z wynikami cytowanych prac zawieraj¡ tab. 6.4.1 i 6.4.2 oraz rys. 6.4.8 i 6.4.9.

Tabela 6.4.1. Wspornik L: siªy krytyczne Pkr [N], warianty obci¡»enia A i B,
rozwi¡zania z literatury.

Odniesienie Wariant Teoria Dyskretyzacja, wynik Pkr

Argyris i inni [1979] A pr¦tów 20e2, liniowy 1,088
powªok 86e3 TRUMP, liniowy 1,1453

Simo i Vu-Quoc [1986] A pr¦tów 20e2, nieliniowy 1,090
Simo, Fox i Rifai [1990] A powªok zbie»ne: e4 SemMix, liniowy 1,128

B liniowy (odczyt z rys.) 0,742
Wriggers i Gruttmann [1988] A powªok 17e9 URI, nieliniowy 1,113

99e9 URI, nieliniowy 1,123

Tabela 6.4.2. Wspornik L: siªy krytyczne Pkr [N], warianty obci¡»enia A i B,
rozwi¡zania wªasne nieliniowe.

sformuªowanie podziaª: 44e4 176e4 44e9 99e9 44e16
wªasne wariant siªa krytyczna Pkr [N]
CAM (URI) A 1,180 1,183 1,182 1,182

przemieszczeniowe B 0,7025 0,7024 0,7018 0,7018
CAM (FI) A 1,212 1,199 1,190

przemieszczeniowe B 0,7091 0,7057 0,7035
ASC A 1,207 1,193 1,188

2-stop. interpolacja B 0,7096 0,7048 0,7032
SEM model 1 A 1,988 1,952 1,194
semimieszane B 0,9095 0,8977 0,7043
SEM model 2 A 1,197 1,190 1,194
semimieszane B 0,7084 0,7046 0,7044

SEL (URI) A 1,164 1,181 1,179 1,181
zdegenerowane B 0,6977 0,7018 0,7009 0,7015

SEL (FI) A 1,212 1,199 1,190
zdegenerowane B 0,7091 0,7057 0,7035

BOX (3× 3) C1 A 1,209
teoria von Kármána B 0,7140

Przykªadowe formy paso»ytnicze obrotów z kraw¦dzi ko«ca belki w rozwi¡-
zaniach SELe4 pokazano na rys. 6.4.10. Zjawisko to nie wyst¦puje na tak¡ skal¦
w rozwi¡zaniu uzyskanym przy u»yciu zdegenerowanych elementów 9-w¦zªowych
SELe9 (rys. 6.4.9), a tak»e w rozwi¡zaniach (URI) u»ywaj¡cych elementów
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CAMe9 i CAMe4 (!). Podkre±lamy jednak, »e we wszystkich przypadkach,
gdy stosowano caªkowanie jednolicie zredukowane (URI), wyst¡piªy co najmniej
szcz¡tkowe formy paso»ytnicze.

W rozwi¡zaniach wªasnych za prac¡ Argyris i inni [1978] przyj¦to nast¦pu-
j¡ce dane liczbowe: L = 240 mm, b = 30 mm, h0 = 0,6 mm, E = 71240 N/mm2,

Rys. 6.4.8. Wspornik L: rozwi¡zania z literatury i wªasne CAM, pocz¡tkowe krzywe
deformacji, obci¡»enie A.

Rys. 6.4.9. Wspornik L: rozwi¡zania wªasne SEL i CAM, pocz¡tkowe krzywe deformacji,
obci¡»enie A.
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ν = 0,31, Pref = 0,1 N, Pimpf = P/100, P = λPref , gdzie λ jest parametrem
obci¡»enia. Rozwa»ane warianty dyskretyzacji, schematy caªkowania i odpowia-
daj¡ce obci¡»enia krytyczne Pkr ujmuje tab. 6.4.2. Krytyczne siªy Pkr uzyskane
w rozwi¡zaniach nieliniowych obliczono po usuni¦ciu obci¡»enia perturbacyjnego
Pimpf , a nast¦pnie cofni¦ciu si¦ na wtórnej ±cie»ce równowagi (od w(a) rz¦du
10 mm do poziomu rz¦du 10−4 mm wszystkich przemieszcze« z pªaszczyzny
belki). W przypadku elementów SEM i ASC siª¦ Pkr obliczono na podstawie
ekstrapolacji, bowiem w blisko±ci punktu bifurkacji (w(a) rz¦du 10−2 mm) nast¦-
powaªo samorzutne zej±cie rozwi¡za« na ±cie»k¦ pierwotn¡ (SEM � pod, a ASC �
ponad punkt rozgaª¦zienia).

Rys. 6.4.10. Wspornik L: formy paso»ytnicze w rozwi¡zaniach SEL.

W rozwi¡zaniach pokrytycznych, uzyskanych 4-w¦zªowym elementem zdege-
nerowanym SELe4 caªkowanym w sposób jednolicie zredukowany (URI), powy»ej
poziomu translacji w(a) rz¦du 30 mm obserwujemy w przemieszczeniach rotacyj-
nych gwaªtowne narastanie form paso»ytniczych. Zapewne jest to gªówn¡ przy-
czyn¡ zaªamania si¦ tych rozwi¡za« (rys. 6.4.9).

Zauwa»one ró»nice rozwi¡za« pokrytycznych, uzyskanych w ramach teorii be-
lek i powªok, wspóªgraj¡ z warto±ciami liniowego obci¡»enia krytycznego poda-
nymi w Argyris i inni [1979] (tab. 6.4.1). Istotne jest to, »e rozwi¡zania CAM
i SEL (element zdegenerowany, pi¦¢ parametrów) w dyskretyzacjach 44e16, 44e9
i 99e9 przy peªnym caªkowaniu (FI) wykazuj¡ caªkowit¡ zgodno±¢ w caªym za-
kresie rozwa»anej deformacji (rys. 6.4.11).

W rozwi¡zaniu CAM i SEL 44e9, caªkowanym w sposób jednolicie zreduko-
wany (URI), pojawia si¦ nieznaczna ró»nica (zob. rys. 6.4.8 i 6.4.9), któr¡ mo»na
tªumaczy¢ wi¦ksz¡ skªonno±ci¡ elementów zdegenerowanych SEL do kumulowa-
nia form paso»ytniczych. Potwierdza to fakt, »e 4-w¦zªowy element SELe4 (w
przeciwie«stwie do CAMe4), caªkowany w sposób jednolicie zredukowany, prowa-
dzi do rozbie»no±ci rozwi¡za« w zaawansowanym stadium deformacji (rys. 6.4.9).
Ró»nice wyst¦puj¡ce pomi¦dzy powªokowymi rozwi¡zaniami wªasnymi a przyto-
czonymi z prac Gruttmann [1988], Simo, Fox i Rifai [1990] oraz Wriggers
i Gruttmann [1993] s¡ znaczne.
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Rys. 6.4.11. Wspornik L: rozwi¡zania wªasne, element 9-w¦zªowy, obci¡»enie A.

Rozwa»aj¡c przyczyny tak znacznych ró»nic trzeba wzi¡¢ pod uwag¦ nast¦-
puj¡ce fakty. Rozwi¡zania w Gruttmann [1988] oraz Simo, Fox i Rifai [1990]
otrzymano za pomoc¡ elementów 4-w¦zªowych. Wyniki wªasne, uzyskane przy
u»yciu elementów 4-w¦zªowych CAMe4 (URI) (rys. 6.4.12), zaczynaj¡ w zaawan-
sowanym stadium deformacji wykazywa¢ wra»liwo±¢ na g¦sto±¢ siatki podziaªu.

Rys. 6.4.12. Wspornik L: rozwi¡zania wªasne, element 4-w¦zªowy, obci¡»enie A.
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Gruttmann [1988] otrzymaª rozwi¡zanie 44e4 przy jednopunktowym caªkowa-
niu jednolicie zredukowanym (URI) z γ-stabilizacj¡. Mo»na uzna¢ (wyª¡czaj¡c
faz¦ dochodzenia do ±cie»ki wtórnej), »e rozwi¡zanie to pozostaje w dobrej zgod-
no±ci z analogicznymi rozwi¡zaniami CAMe4 i SELe4 w zakresie |w(a)| < 30 mm,
to jest do momentu kumulacji form paso»ytniczych w rozwi¡zaniach SELe4. Za-
tem przyczyna zauwa»onych ró»nic mo»e tkwi¢ w niezupeªnym od�ltrowaniu
w pracy Gruttmann [1988] postaci paso»ytniczych.

Tabela 6.4.3. Wspornik L: translacje ko«ca, warianty obci¡»enia A i B, CAM 44e16 (FI),
αt = 1.

PA
ref = 0,1 N A [mm] PB

ref = −0,1 N B [mm]
λ u v −w λ −u v −w

11,90 0,0857 0,2219 0,0 7,035 −0,051 0,1312 0,0
11,98 0,8052 1,136 10,00 7,039 0,0245 0,3381 10,00
12,22 3,057 3,984 20,00 7,139 1,850 5,366 50,00
12,66 7,179 9,141 30,00 7,572 9,654 26,86 110,0
13,42 14,03 17,56 40,00 8,539 26,20 72,10 170,0
14,96 27,05 32,99 50,28 10,07 48,43 131,1 210,0
16,30 37,25 44,56 54,24 11,71 67,63 179,9 225,9
18,24 50,40 58,81 56,12 13,82 86,78 225,9 230,6
21,12 66,72 75,41 54,95 16,75 106,5 270,5 226,6
24,99 84,06 91,74 50,70 20,81 126,0 312,1 215,6
30,41 102,3 107,5 43,92 30,28 153,6 368,0 190,8
40,00 124,2 124,9 33,73 40,00 170,3 401,3 171,4
60,00 149,7 143,6 20,64 60,00 190,4 443,0 145,5
80,00 163,7 153,7 13,70 80,00 202,4 470,8 129,3
100,0 172,6 160,4 9,665 100,0 210,5 492,3 118,1

Pewnego potwierdzenia tego przypuszczenia mo»na si¦ dopatrzy¢ w rozwi¡-
zaniu 99e9 (URI) z pó¹niejszej pracy Wriggers i Gruttmann [1993]. Podana
tam krzywa pokrywa si¦ z rozwi¡zaniem Simo, Fox i Rifai [1990] i nie ma fazy
sªabszego wznoszenia (|w(a)| < 30 mm), jak w przypadku rozwi¡zania elemen-
tami 4-w¦zªowymi w Gruttmann [1988]. Zaskakuj¡ce jest jednak zdecydowane
�obni»enie� si¦ rozwi¡zania, jako skutek zmiany elementu z 4- na 9-w¦zªowy. Jest
to bardziej znacz¡ca rozbie»no±¢, któr¡ w przypadku Simo, Fox i Rifai [1990]
powodowa¢ mo»e, oprócz dyskretyzacji, tak»e inny sposób formuªowania i imple-
mentacji 4-w¦zªowego elementu mieszanego.

Na rysunkach 6.4.11 i 6.4.12 zestawili±my rozwi¡zania wªasne dla wariantu ob-
ci¡»enia A. W przypadku elementu 9-w¦zªowego (rys. 6.4.8) caªkowanego w spo-
sób peªny (FI), w zaawansowanym stadium deformacji (zakrzywienie) ujawnia si¦
efekt blokady, który w pewnym stopniu redukuje zag¦szczenie siatki podziaªu.
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W przypadku elementów cz¦±ciowo mieszanych SEMm1 o bogatych funkcjach
aproksymacji siª, szczególnie 4-w¦zªowego, widoczne jest pojawienie si¦ blokady.

W pracy Simo, Fox i Rifai [1990] dostrze»ono, »e ta rama ma dwie ró»ne
siªy krytyczne, zale»ne od zwrotu przyªo»enia siªy. Poniewa» problem ten wydaje
si¦ interesuj¡cy, w tab. 6.4.3 zamieszczamy reprezentatywne wyniki liczbowe roz-
wi¡zania pokrytycznego CAM 44e16 (FI) w szerokim zakresie deformacji.

6.4.5. Wspornik zakrzywiony obci¡»ony siª¡
Zadanie z rys. 6.4.13 � opisany k¡tem 45◦ ªuk wspornikowy zakrzywiony

w planie � jest standardowym testem sformuªowa« teorii pr¦tów (R = 100,
α = 45◦, A = b× h = 1× 1 = 1, E = 107, ν = 0).

Rys. 6.4.13. Utwierdzony ªuk koªowy 45◦: schemat zadania, skala deformacji.

Przykªad badano MES w ramach ró»nych teorii pr¦tów mi¦dzy innymi w pra-
cach Bathe i Bolourchi [1979], Simo i Vu-Quoc [1986], Cardona i Géra-
din [1988], Crisfield [1990] oraz Crivelli i Felippa [1993]. Dost¦pne z lite-
ratury wyniki liczbowe zestawiono w tab. 6.4.4.

Tabela 6.4.4. Utwierdzony ªuk koªowy 45◦: rozwi¡zania pr¦towe z literatury.

Siªa P : 300 450 600
Przesuni¦cia ko«ca: −u −v w −u −v w −u −v w

Bathe i Bolourchi [1979] 6,8 11,5 39,5 � � � 13,4 23,5 53,4
Simo i Vo-Quoc [1986] 6,96 11,87 40,08 10,68 18,39 48,39 13,50 23,48 53,37

Cardona i Géradin [1988] 7,15 12,07 40,35 10,91 18,60 48,59 13,74 23,67 53,50
Crisfield [1990] 7,13 12,18 40,53 10,86 18,79 48,79 13,68 23,87 53,71

Crivelli i Felippa [1993] 6,99 11,85 40,08 10,71 17,36 48,39 13,55 23,45 53,37

W rozwi¡zaniach z literatury stosowano przewa»nie podziaª na osiem 2-w¦-
zªowych elementów pr¦towych. Bathe i Bolourchi [1979] uwzgl¦dnili tak»e
dyskretyzacj¦ szesnastoma izoparametrycznymi 16-w¦zªowymi elementami bry-
ªowymi.
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Wªasne wyniki rozwi¡za«, uzyskane przy u»yciu elementów CAM, zamiesz-
czamy w tab. 6.4.5 oraz na rys. 6.4.14, uzupeªniaj¡c je wynikiem Simo i Vu-
Quoc [1986] otrzymanym w na podstawie teorii powªok. Rozwi¡zania powªo-
kowe dobrze koresponduj¡ z rozwi¡zaniami pr¦towymi. Ponadto, nie zaobserwo-
wano istotnego wpªywu zag¦szczenia siatki podziaªu na uzyskane rozwi¡zania.

Tabela 6.4.5. Utwierdzony ªuk koªowy 45◦: przesuni¦cia ko«ca, CAM 2×20e4 (URI),
αt = 1, rozwi¡zanie wªasne.

P : 100 200 300 450 600 1000 2000 3000
−u: 1,172 3,783 6,593 10,20 12,97 17,67 22,65 24,69
−v: 2,085 6,743 11,79 18,34 23,45 32,42 42,79 47,67
w: 17,46 30,77 39,79 48,18 53,22 60,05 66,04 68,47

Rys. 6.4.14. Utwierdzony ªuk koªowy 45◦: ±cie»ki równowagi.

6.4.6. Pier±cie« utwierdzony obci¡»ony liniowo
Zadanie z rys. 6.4.15, w postaci przeci¦tego peªnego pier±cienia utwierdzonego

z jednej strony i obci¡»onego liniowo z drugiej, zaproponowano w pracach Ba³ar
i Ding [1990, 1992] jako test teorii powªok w zakresie sko«czonych obrotów.

Do oblicze« wªasnych za prac¡ Ba³ar i Ding [1990] przyj¦to nast¦puj¡ce
dane liczbowe: R1 = 6 m, R2 = 10 m, h0 = 0,03 m, E = 2,1 × 107 kN/mm2,
ν = 0, pref = 0,1 kN/mb, p = λpref .

Rozwi¡zania z pracy Ba³ar i Ding [1992], przytoczone na rys. 6.4.16,
uzyskano w ramach teorii powªok typu Kirchho�a�Love'a stosuj¡c trójboczne
(KLFR54) i czworoboczne (KLFR54) krzywiznowe elementy powªokowe klasy C1.
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Rys. 6.4.15. Utwierdzony pier±cie« koªowy: schemat zadania, skala deformacji.

Zadanie to badali tak»e: Holzapfel [1991] metod¡ ró»nic sko«czonych (w ra-
mach zaproponowanej przez Ba³ar [1987] mody�kacji teorii powªok Kirchho�a�
Love'a), Büchter i Ramm [1992] 16-w¦zªowymi elementami zdegenerowanymi
oraz Wriggers i Gruttmann [1993] 4-w¦zªowymi elementami powªokowymi
(bazuj¡cymi na teorii typu Timoszenko�Reissnera z napr¦»eniami Biota). Po-
równanie rozwi¡za« wªasnych (CAM, SEL 2×16e16 FI) z wynikami cytowanych
prac zawiera rys. 6.4.16, na którym tak»e za prac¡ Holzapfel [1991] podano
rozwi¡zanie systemem ABAQUS (Hibbitt, Karlsson i Sorensen [1987]).

Rys. 6.4.16. Utwierdzony pier±cie« koªowy: porównanie rozwi¡za«.
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Istotne rozbie»no±ci wyst¦puj¡ mi¦dzy wynikami otrzymanymi przez Ba³ar
i Ding [1992], Holzapfel [1991] na podstawie teorii powªok Kirchho�a�Love'a,
a wynikami Büchter i Ramm [1992], ABAQUS i wªasnymi otrzymanymi ele-
mentami CAM i SEL. �ródªo tak znacznych ró»nic mo»e tkwi¢ nie tylko w sfor-
muªowaniu samej teorii powªok typu Kirchho�a�Love'a (jak to si¦ cz¦sto sugeruje
w literaturze), ale równie» w sposobie komputerowej implementacji odpowiednich
elementów klasy C1 i dyskretyzacji.

Rozwi¡zania wªasne zamie±cili±my w tab. 6.4.6 i na rys. 6.4.17. Wobec zgod-
no±ci wyników CAM i SEL z elementami 9- i 16-w¦zªowymi przy peªnym caªkowa-
niu (FI), rozwi¡zaniom tym przyporz¡dkowano na rys. 6.4.17 wspólne oznaczenia
(por. rys. 6.4.16). Elementy 9-w¦zªowe caªkowane w sposób peªny (FI) w sformu-
ªowaniu przemieszczeniowym (CAM, SEL) wykazuj¡ wzrost tendencji do blo-
kady w miar¦ rozwoju deformacji. Wyniki uzyskane elementami 9-w¦zªowymi,
w ramach sformuªowania o dwustopniowej interpolacji ASC i semimieszanego
SEMm1, s¡ w dobrej zgodno±ci z przyj¦tym za odniesienie rozwi¡zaniem elemen-
tem 16-w¦zªowym CAM (FI).

Tabela 6.4.6. Utwierdzony pier±cie« koªowy: przesuni¦cia ko«ca, CAM 2×16e16 (FI),
αt = 0,01.

W¦zeª (A) � wewn¦trzny (S) � ±rodkowy (B) � zewn¦trzny
λ −u −v w −u −v w −u −v w

1 0,0095 0,0281 0,9118 0,0082 0,0243 0,7889 0,0070 0,0205 0,6659
2 0,0365 0,1082 1,787 0,0317 0,0936 1,546 0,0269 0,0789 1,304
6 0,2552 0,7689 4,704 0,2213 0,6633 4,063 0,1873 0,5577 3,423

10 0,5376 1,663 6,845 0,4656 1,432 5,916 0,3935 1,202 4,986
15 0,8639 2,784 8,805 0,7484 2,397 7,628 0,6330 2,009 6,451
20 1,119 3,755 10,24 0,9713 3,233 8,903 0,8233 2,711 7,564
30 1,423 5,288 12,27 1,240 4,556 10,74 1,056 3,824 9,202
40 1,533 6,401 13,68 1,341 5,520 12,03 1,149 4,639 10,38
60 1,380 7,820 15,66 1,212 6,749 13,89 1,045 5,678 12,13
80 0,9317 8,411 17,27 0,8150 7,242 15,45 0,6982 6,073 13,64

Rozwi¡zania otrzymane za pomoc¡ elementów 4-w¦zªowych sformuªowa« ASC
i SEMm1 okazaªy si¦ zdecydowanie przesztywnione. W rozwi¡zaniach ASCe4
w miar¦ rozwoju deformacji narastaj¡ trudno±ci z utrzymaniem standardowej
tolerancji bª¦du w kontroli procesu iteracyjnego. Tendencja ta utrzymywaªa si¦
nawet po 100-krotnej, w stosunku do innych modeli, redukcji parametru obci¡»e-
nia λ, co potraktowali±my ju» jako rozbie»no±¢ procesu numerycznego. Zjawisko
to nie ujawniªo si¦ w innych przypadkach. Zmiana w 4-w¦zªowym elemencie cz¦-
±ciowo mieszanym SEMe4 sposobu interpolacji siª przekrojowych N z modelu
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Rys. 6.4.17. Utwierdzony pier±cie« koªowy: zestawienie rozwi¡za« wªasnych, przesuni¦cia
w¦zªa ±rodkowego (S) na ko«cu wspornika.

SEMm1 na model SEMm2 powoduje odblokowanie rozwi¡zania, jednak kosztem
pojawienia si¦ (nieznacznych w tym zadaniu) form paso»ytniczych.

Naszych rozwi¡za« CAM i SEL, otrzymanych z zastosowaniem caªkowania
jednolicie zredukowanego (URI), tutaj nie przedstawiamy. Jedynie stwierdzamy,
»e s¡ one nieznacznie �zmi¦kczone� w stosunku do wyniku CAM i SEL 2×16e16
(FI). W rozwi¡zaniach tych (URI), szczególnie elementem 4-w¦zªowym, w miar¦
rozwoju deformacji obserwowano narastanie form paso»ytniczych, wyra¹nie wi-
docznych na przebiegu parametrów obrotów.

6.4.7. Wirowanie ta±my obci¡»onej centralnie momentem
Redukuj¡c 100-krotnie grubo±¢ belki, analizowanej w przykªadzie p. 6.3.5, ba-

damy dynamik¦ swobodnie wiruj¡cej bardzo cienkiej ta±my. Na ta±m¦ w punkcie
centralnym dziaªa zmienny w czasie moment o gªównej skªadowej Mx(t), skiero-
wanej wzdªu» osi ta±my i maªej skªadowej poprzecznej do osi My(t) = 0,05Mx(t),
speªniaj¡cej rol¦ zaburzenia ruchu obrotowego wzgl¦dem osi x (rys. 6.4.18).

Do oblicze« przyj¦to nast¦puj¡ce dane liczbowe: L = Lx = 10, b = 1,
h0 = 0,01, E = 104, ν = 0,25, ρ0 = 1. Ta±ma przestrzennie dyskretyzowana jest
przy pomocy siatki 2×10, 16-w¦zªowych elementów CAM caªkowanych w sposób
peªny (FI). W obliczeniach przyj¦to krok caªkowania po czasie ∆t = 0,005 s. Za-
danie ilustruje pocz¡tkow¡ faz¦ utraty stabilno±ci dynamicznej ruchu obrotowego
ta±my wokóª osi x, wzgl¦dem której, policzony jak dla ciaªa sztywnego, moment
bezwªadno±ci ta±my ma najmniejsz¡ warto±¢.
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Rys. 6.4.18. Wiruj¡ca swobodnie ta±ma: schemat zadania, postacie deformacji
z kolejnych chwil.

Na rys. 6.4.18 zamieszczono kilka kolejnych postaci deformacji w ruchu swo-
bodnym po zaniku obci¡»enia. Odpowiednie trajektorie rzutowane na pªaszczyzn¦
y−z dwóch punktów (a) i (b) z przeciwlegªych ko«ców ta±my zamieszczono na
rys. 6.4.19. Na rys. 6.4.20 przedstawiono wykres zmian energii ukªadu w czasie.
Obrazuje on wzrost energii w okresie odpowiadaj¡cym dziaªaniu obci¡»enia. Po
zaniku obci¡»enia widoczne s¡ du»e oscylacje energii kinetycznej i energii po-
tencjalnej w trakcie swobodnego wirowania ta±my, jednak ich suma jest równa
dostarczonej do ukªadu pracy obci¡»enia zewn¦trznego i pozostaje staªa.

Przykªad ten obrazuje przestrzenny ruch ukªadu, zªo»ony z du»ych spr¦»y-
stych wzgl¦dnych deformacji ta±my naªo»onych na wielokrotne jej obroty jako
ciaªa sztywnego. W tym zadaniu geometryczny punkt centralny swobodnego

Rys. 6.4.19. Wiruj¡ca swobodnie ta±ma: trajektorie punktów (a) i (b).
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Rys. 6.4.20. Wiruj¡ca swobodnie ta±ma: energia ukªadu.

ukªadu, b¦d¡cy jednocze±nie ±rodkiem masy, do którego przyªo»one jest tylko
obci¡»enie momentem, powinien caªy czas pozostawa¢ w tym samym miejscu
w przestrzeni. Speªnienie tego warunku mo»na traktowa¢ jak jeden z testów po-
prawno±ci sformuªowania algorytmu obliczeniowego. W prezentowanej analizie
warunek ten byª speªniony.

6.4.8. Prostok¡tna ramka wspornikowa obci¡»ona dynamicznie siª¡
prostopadª¡ do planu

Problem ten, odpowiadaj¡cy rozwa»anemu w p. 6.4.3 zadaniu stateczno±ci,
analizowano w ró»nych wariantach w wielu pracach po±wi¦conych dynamice pr¦-
tów, m.in. w Simo i Vu-Quoc [1986], Iura i Atluri [1988], Crisfield, Ga-
lvanetto i Jeleni¢ [1997], Ibrahimbegovi¢ i Al Mikdad [1998], Bottasso
i Borri [1998], Jeleni¢ iCrisfield [1998], [1999],Bauchau i Bottasso [1999]
oraz Hsiao, Lin i Lin [1999]. W rozwa»anym wariancie zadania prostok¡tna
ramka wspornikowa jest obci¡»ona w naro»u (a) zale»n¡ od czasu siª¡ skupion¡
dziaªaj¡c¡ prostopadle do planu belki, jak to pokazuje rys. 6.4.21.

W rozwa»anym przypadku modelowania elementami powªokowymi przyj¦to
nast¦puj¡ce dane liczbowe: Lx = Ly = 10, b = h0 = (12/103)1/2, E = 109/12,
ν = 0, ρ0 = 103/12, aby mo»liwie blisko speªni¢ charakterystyki przekrojowe mo-
delu pr¦towego, które w wy»ej cytowanych pracach wynosiªy EA = 106, ρ0A = 1,
EJ = 103. Jednak, obliczone na bazie modelu powªokowego, warto±ci odpowied-
ników pr¦towej sztywno±ci na skr¦canie i momentu bezwªadno±ci na skr¦canie s¡
ró»ne od odpowiednich warto±ci przyjmowanych w obliczeniach modelem pr¦to-
wym. Dlatego prezentowane tu wyniki, wobec istotnego udziaªu charakterystyk
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Rys. 6.4.21. Prostok¡tna ramka wspornikowa: schemat zadania, postacie deformacji.

skr¦tnych w opisie zachowania ukªadu, nie s¡ w sensie ilo±ciowym porównywalne
z rozwi¡zaniami pr¦towymi.

Oba ramiona i naro»nik ramki dyskretyzowane s¡ w siatce 2×(2×10)+4 = 44
elementami 9-w¦zªowymi CAM caªkowanymi w sposób peªny (FI). W fazie bada«
po zaniku dziaªania obci¡»enia, ramka drga swobodnie z du»ymi warto±ciami wy-
chylenia, b¦d¡cymi skutkiem deformacji gi¦tno-skr¦tnej ukªadu (zob. rys. 6.4.21).

Rys. 6.4.22. Prostok¡tna ramka wspornikowa: przesuni¦cia punktów (a) i (b) z pªaszczyzny
ukªadu.
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Histori¦ zmian w czasie przesuni¦¢ punktu naro»nego (a) i ko«ca belki (b) w kie-
runku poprzecznym do pocz¡tkowej pªaszczyzny ukªadu pokazano na rys. 6.4.22.
Mimo »e w tej fazie analizy zmiany energii potencjalnej i kinetycznej wykazuj¡
du»e oscylacje, rys. 6.4.23, to ich suma pozostaje staªa w czasie.

Rys. 6.4.23. Prostok¡tna ramka wspornikowa: energia ukªadu.

6.4.9. Uwagi
Wszystkie zadania analizowane w podrozdziale 6.4 charakteryzuje brak krzy-

wizny pocz¡tkowej. Zatem, mimo obecno±ci rzeczywi±cie du»ych przemieszcze«,
nie s¡ one peªnymi testami poprawno±ci sformuªowania teorii powªok. Z drugiej
strony, du»y zakres zmian warto±ci i kierunków wektora obrotu upowa»nia do
traktowania tych zada« jako dobrych testów sprawdzaj¡cych poprawno±¢ sfor-
muªowania cz¦±ci algorytmu opisuj¡cej obroty ukªadu.

Ze wzgl¦du na specy�k¦ deformacji (izometria), istotny jest test czystego zgi-
nania (p. 6.4.1 A,C). Wskazuje on na potrzeb¦ uwzgl¦dnienia w standardowym
sformuªowaniu elementu zdegenerowanego (SEL) pomini¦tych tak jak w pracy
Bathe [1982] skªadników, oznaczanych w literaturze przez Kσ2 i Kσ3 , cz¦±ci geo-
metrycznej macierzy sztywno±ci (zob. dyskusj¦ np. w Surana [1983] dla powªok
czy w Kreja i Cywi«ski [1991] w odniesieniu do pªaskich zagadnie« jedno-
wymiarowych). Jest to jednak zadanie pªaskie (podobnie jak belki, ªuki, rama
Lee'go, rama Misesa itp.) dostarczaj¡ce istotnej, ale tylko cz¦±ciowej wery�kacji
ogólnych powªokowych sformuªowa« MES.

Przykªady o silnej interakcji sztywno±ci membranowej ze zgi¦ciow¡ s¡ znane
jako ostry egzamin poprawno±ci sformuªowa« pªaskich elementów powªokowych
niskiego rz¦du (Yang, Saigal i Liaw [1990]). Podobnie jak w podrozdziale 6.3,
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ze wzgl¦du na �dobre� warunki brzegowe, w przypadku stosowania caªkowania
zredukowanego (RI) nie s¡ dostatecznie wyra¹nie obserwowalne (w skali defor-
macji i geometrii) postacie paso»ytnicze. Dlatego nie mo»na uwa»a¢ tych zada«
za peªne testy oceny skuteczno±ci samych elementów sko«czonych.

Utwierdzony pier±cie« koªowy (p. 6.4.6) charakteryzuje specy�czna defor-
macja, przejawiaj¡ca si¦ narastaniem �spaczenia� elementów wraz ze wzrostem
obci¡»enia. Okazaªo si¦, »e w zaawansowanym zakresie deformacji rozwi¡zanie
ASCe4 z podziaªem 6×48 w ramach sformuªowania o dwustopniowej interpolacji
odksztaªce« jest rozbie»ne. Zjawisko to nie miaªo miejsca w pocz¡tkowym zakre-
sie deformacji, gdzie proces zbie»no±ci przebiegaª typowo. Wynik ten wskazuje,
»e sformuªowanie ASC o dwustopniowej interpolacji odksztaªce« mo»e nie od-
twarza¢ w sposób wªa±ciwy deformacji charakteryzuj¡cej si¦ silnym spaczeniem
elementu.

6.5. Ukªady pseudopr¦towe, szósty parametr teorii

6.5.1. Uwagi wst¦pne

Przykªady zebrane w tym podrozdziale przypominaj¡ ukªady pr¦towe i mo-
deluj¡ deformacje w zakresie sko«czonych translacji i obrotów.

W ramach rozwini¦tej 6-parametrowej teorii powªok, jednym z gªównych za-
da« jest sformuªowanie odpowiednich równa« konstytutywnych dla momentów
owini¦cia mβ powi¡zanych z szóstym (obrotowym) parametrem teorii. Zbada-
nie wpªywu tych równa« konstytutywnych na rozwi¡zania umo»liwia wprowa-
dzony wcze±niej konstytutywny wspóªczynnik owini¦cia αt . Poza typowym za-
kresem analizy, przez zmian¦ warto±ci αt badamy tu równie» zale»no±¢ roz-
wi¡za« od warto±ci parametru owini¦cia. Szeroki zakres rozwa»anej zmienno±ci
10−10 ≤ αt ≤ 10+10 umo»liwia analiz¦ zachowania si¦ rozwi¡za« równie» dla war-
to±ci skrajnych przy αt → 0 lub αt →∞. Podczas bada« wpªywu wspóªczynnika
owini¦cia αt , eliminacj¦ efektów ubocznych (wpªyw blokady, form paso»ytniczych
i typu modelu) uzyskujemy stosuj¡c gªównie 16-w¦zªowy element przemieszcze-
niowy CAM z peªnym caªkowaniem (FI).

6.5.2. Wspornik tarczowy o ksztaªcie litery L obci¡»ony w planie
momentem skupionym

W przykªadzie badamy wpªyw ekstremalnych warto±ci wspóªczynnika owi-
ni¦cia αt . Rozwa»amy prostok¡tn¡, jednostronnie utwierdzon¡, pªask¡ ram¦
z p. 6.4.4 obci¡»on¡ w punkcie (a) momentem skupionym M (rys. 6.5.1).

Poniewa» moment M jest energetycznie sprz¦»ony z szóstym stopniem swo-
body (owini¦ciem), zadanie to w sposób naturalny wykracza poza zakres sto-
sowalno±ci 5-parametrowej teorii powªok. Do oblicze« przyj¦to dane z p. 6.4.3:



6.5. Ukªady pseudopr¦towe, szósty parametr teorii 477

Rys. 6.5.1. Wspornik tarczowy L obci¡»ony momentem: schemat zadania, postacie
deformacji.

L = 240 mm, b = 30 mm, h0 = 0,6 mm, E = 71240 N/mm2, ν = 0,31. Na podsta-
wie rozwi¡zania (6.4.1) ustalono wªa±ciw¡ dla czystego zginania warto±¢ momentu
odniesienia Mref =

2πEJ

2L
(= 1258914,7 Nmm), M = λMref . Aby unikn¡¢ efektu

lokalnego zawini¦cia materiaªu wokóª punktu (a) w wyniku dziaªania skupionego
momentu32 M , podczas dyskretyzacji w miejscu 10% szeroko±ci ostatniego rz¦du
elementów wprowadzono warstw¦ elementów o zwi¦kszonym module spr¦»ysto±ci
równym 106 × E.

Rysunek 6.5.2, na przykªadzie unormowanych uogólnionych przemieszcze«
punktu (a), pokazuje wpªyw wspóªczynnika owini¦cia αt na rozwi¡zania liniowe.
Jako wielko±ci normuj¡ce przyj¦to warto±ci odpowiednich przemieszcze« otrzy-
mane przy αt = 0,001. Na wykresie z rys. 6.5.2 wydzieli¢ mo»na trzy fazy zale»-
no±ci rozwi¡zania od warto±ci wspóªczynnika owini¦cia: a) faz¦ ustabilizowanego
rozwi¡zania, od numerycznego zera do αt < 0,1, pozbawion¡ wpªywu warto-
±ci wspóªczynnika αt na rozwi¡zanie, b) faz¦ przej±ciow¡ pomi¦dzy warto±ciami
0,1 < αt < 107 oraz c) ponownie faz¦ ustabilizowanego rozwi¡zania dla αt > 107,
charakteryzuj¡c¡ si¦ praktycznie zanikiem deformacji.

Na rys. 6.5.1 pokazano sekwencj¦ kon�guracji dla wzrastaj¡cego parametru
obci¡»enia z rozwi¡zania CAM (44+2)e16 (FI) przy αt = 0,001. �cie»ki defor-
macji zamieszczono na rys. 6.5.3. Nieci¡gªo±ci krzywych ψ × 10 z rys. 6.5.3, re-
prezentuj¡cych przeskalowany obrót ×10 w punkcie (a), s¡ wynikiem uªomno±ci

32Problem ten wyst¡piª np. w te±cie czystego zginania w pracach Ibrahimbegovi¢ [1993],
Ibrahimbegovi¢ i Frey [1995].
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Rys. 6.5.2. Wspornik tarczowy L obci¡»ony momentem: wpªyw wspóªczynnika owini¦cia,
zakres liniowy.

przeliczenia (tylko na potrzeby rysunku � trzy parametry) z globalnej parame-
tryzacji obrotów tensora T . Wyst¦powanie tego typu �przeskoków� potwierdza
potrzeb¦ stosowania interpolacji z przesuni¦ciem (podrozdziaª 4.3).

Rozwi¡zanie zadania jest szczególnym przypadkiem problemu typu czyste zgi-
nanie belki. Dlatego (tak jak w p. 6.4.1) informacj¡ o poprawno±ci rozwi¡zania
jest utrzymanie walcowej formy deformacji oraz dokªadno±¢ tra�ania ko«ca zawi-
janego wspornika w punkt utwierdzenia. Efekty te obrazuj¡ rys. 6.5.1 i 6.5.3. Na
rys. 6.5.3 zamieszczono tak»e wyniki z dyskretyzacji elementem CAM (44+2)e9
(FI) dla dwóch warto±ci parametru owini¦cia αt = 0,001 i αt = 100. Znikome ró»-
nice wyników rozwi¡za« nieliniowych dla obu warto±ci parametru αt ró»ni¡cych
si¦ o pi¦¢ rz¦dów wskazuj¡, podobnie jak i wyniki rozwi¡za« liniowych, na nie-
wielki wpªyw momentów owini¦cia mβ na rozwi¡zania.

Badane przez nas rozwi¡zania dla αt = 0,01, otrzymane elementami CAM
z zastosowaniem caªkowania zredukowanego (URI) oraz przy u»yciu elementów
sformuªowa« alternatywnych, okazaªy si¦ rozbie»ne ju» w pocz¡tkowej fazie defor-
macji (λ ≈ 0,2). Wyj¡tek stanowi tu rozwi¡zanie przy u»yciu elementów SEMm0,
które uzyskano w caªym rozwa»anym zakresie λ.

Dodatkowy negatywny wpªyw na uwarunkowanie zadania, poza siln¡ zmien-
no±ci¡ αt , mo»e mie¢ wprowadzenie w obszarze obci¡»enia momentem skupionym
jednego rz¦du elementów o powi¦kszonej o sze±¢ rz¦dów warto±ci moduªu spr¦-
»ysto±ci 106 × E. W rozwi¡zaniach CAM z u»yciem caªkowania zredukowanego
wyst¡piªy silne formy paso»ytnicze na parametrze obrotu, wskazuj¡ce na skªon-
no±¢ charakterystyk owini¦cia do kumulacji form paso»ytniczych.
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Rys. 6.5.3. Wspornik tarczowy L obci¡»ony momentem: wpªyw wspóªczynnika owini¦cia,
zakres nieliniowy.

6.5.3. Wspornik o ksztaªcie znaku zapytania obci¡»ony na ko«cu siª¡
poprzeczn¡ do planu

Zadanie z rys. 6.5.4 (poª¡czenie pªyty i powªoki cylindrycznej w formie
znaku zapytania), jako test poª¡cze« konstrukcji, zasugerowaª C. Balch (zob.
Simo [1993]).

Rys. 6.5.4. Wspornik o ksztaªcie �?� obci¡»ony siª¡: schemat zadania, postacie deformacji.

Dane przyj¦to zgodnie z prac¡ Simo [1993]: R = 5, B = 1, h0 = 0,01,
E = 3×107, ν = 0,3 oraz Pref = 10−3, P = λPref . W dyskretyzacji przyjmujemy
w cz¦±ci pªytowej i cylindrycznej t¦ sam¡ liczb¦ elementów. Prezentujemy wyniki
dla warto±ci przemieszcze« punktu (a) w miejscu przyªo»enia siªy.
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W tabelach 6.5.1 i 6.5.2 zestawiono rozwi¡zania liniowe, obrazuj¡ce zbie»-
no±¢ przy zmianie siatki podziaªu dla ró»nych sformuªowa«, elementów i typów
caªkowania.

Rysunek 6.5.5 na przykªadzie unormowanych przemieszcze« pokazuje wpªyw
warto±ci wspóªczynnika owini¦cia αt w zakresie liniowym. Podobnie jak w po-

Tabela 6.5.1. Wspornik o ksztaªcie �?�: zbie»no±ci podziaªu, ugi¦cie va pod siª¡ Py = 0,001.

Siatka Simo [1993] CAM SEL SEMm1 ASC
w¦zªów e4 e4 URI e9 URI e4 URI e9 URI e4 e9 e4 e9
3× 9 0,1486 0,1325 0,1478∗ 0,1147 0,1362∗ 0,1239 0,1418∗ 0,1280 0,1451∗

5× 17 0,1497 0,1454 0,1499 0,1351 0,1436 0,1425 0,1482 0,1437 0,1486
5× 25 0,1499 0,1480 0,1500 0,1407 0,1443 0,1465 0,1492 0,1471 0,1494
7× 49 0,1500 0,1497 0,1501∗ 0,1459 0,1465∗ 0,1491 0,1499∗ 0,1493 0,1499∗

αt = 0,01, (.)∗� obci¡»enie w¦zªa wewn¦trznego na boku elementu

Tabela 6.5.2. Wspornik o ksztaªcie �?�: zbie»no±ci podziaªu, ugi¦cie va pod siª¡ Py = 0,001.

Siatka CAMe16, αt = 0,01 SELe16
elementów URI FI URI FI

2× (8+8) 0,1501 0,1399 0,1456 0,1268
2× (10+10) 0,1501 0,1458 0,1467 0,1388
4× (20+20) 0,1475
2× (8+12) 0,1501 0,1477 0,1472 0,1431
4× (16+24) 0,1499

Rys. 6.5.5. Wspornik o ksztaªcie �?� obci¡»ony siª¡: wpªyw wspóªczynnika owini¦cia,
zakres liniowy.
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przednim przykªadzie, wydzieli¢ tu mo»na trzy zakresy tej zale»no±ci. Zakres nie
wykazuj¡cy wpªywu αt na rozwi¡zanie od αt = 10−10 do αt ≈ 0,1, zakres o wi-
docznym wpªywie αt na wyniki od αt > 0,1 do αt ≈ 107 i zakres powy»ej warto±ci
αt = 107, w którym deformacja stabilizuje si¦.

�cie»ki równowagi, odpowiadaj¡ce pokazanej na rys. 6.5.4 sekwencji kon�-
guracji, zamieszczono na rys. 6.5.6 i 6.5.7. Przedstawiaj¡ one rozwi¡zania dla
ró»nych elementów, typów caªkowania i sformuªowa« przy dwóch siatkach po-

Rys. 6.5.6. Wspornik o ksztaªcie �?� obci¡»ony siª¡: pocz¡tek krzywych deformacji.

Rys. 6.5.7. Wspornik o ksztaªcie �?� obci¡»ony siª¡: krzywe deformacji.
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dziaªu: 4×(20+20) dla elementów 4-w¦zªowych oraz 2×(10+10) dla elementów
9- i 16-w¦zªowych. W rozwi¡zaniach ASC o dwustopniowej interpolacji e4 i e9
z rys. 6.5.6 (tak jak w poprzednich przykªadach), w miar¦ rozwoju deformacji
nast¦powaªo (w stosunku do innych sformuªowa«) pogarszanie si¦ zbie»no±ci pro-
cesu iteracyjnego.

W ramach rozwi¡za« nieliniowych w pracy Simo [1993] ograniczono si¦ do
zamieszczenia tylko kon�guracji z pocz¡tkowego stadium deformacji (w zakresie
odpowiadaj¡cym rys. 6.5.6). Niestety, brak opublikowanych wyników liczbowych
rozwi¡zania uniemo»liwia odpowiednie porównania. Rozwi¡zania wªasne w za-
awansowanym zakresie deformacji podajemy na rys. 6.5.7. Tabela 6.5.3 zawiera
reprezentatywne wyniki liczbowe, gdzie równie» podano warto±ci zaczerpni¦te
z prac Ba³ar, Itskov i Eckstein [2000] orazMenzel [1996] w których, podob-
nie jak w pracy Simo [1993], zadanie analizowano tylko w pocz¡tkowym zakresie
deformacji.

Tabela 6.5.3. Wspornik o ksztaªcie �?�: przemieszczenia punktu (a).

CAM 2× (10+10)e16 (FI, αt = 0,01) Ba³ar i inni [2000]
6E-R 2×24

Menzel [1996]
MIX6S 2×24

P u v w ψ2 −ψ1 −ψ3 u v w u v w

0,01 0,0669 1,424 0,1128−1,563 −0,0256 0,1701 0,1177 1,4412 0,1641 0,0959 1,4368 0,1625
0,02 0,2266 2,694 0,5398−1,530 −0,0359 0,3106 0,3161 2,6864 0,6258 0,2926 2,6731 0,6207
0,025 0,3206 3,283 1,041 −1,485 −0,0233 0,3611 0,4234 3,2583 1,1607 0,3979 3,2388 1,1520
0,03 0,4507 3,940 2,082 −1,384 0,0228 0,3884
0,0325 0,5920 4,365 2,985 −1,292 0,0690 0,3900
0,035 0,8722 4,933 4,154 −1,165 0,1356 0,3848
0,04 1,671 6,090 6,003 −0,9444 0,2463 0,3905
0,05 3,912 8,332 8,595 −0,5551 0,4389 0,4132
0,06 6,078 10,06 9,800 −0,2758 0,5793 0,4387
0,08 9,253 12,31 10,34 0,0825 0,7697 0,4775
0,1 11,18 13,68 10,05 0,2993 0,8934 0,5039
0,15 13,61 15,60 8,905 0,6121 1,081 0,5389
0,2 14,77 16,68 8,021 0,8020 1,197 0,5488
0,3 15,99 18,02 6,891 1,060 1,350 0,5304
0,4 16,69 18,93 6,149 1,242 1,463 0,4893
0,5 17,13 19,52 5,777 1,363 1,530 0,4548
0,6 17,49 20,01 5,405 1,475 1,599 0,4049

W rozwi¡zaniach stosuj¡cych technik¦ caªkowania zredukowanego (URI) nie
zaobserwowali±my istotnych form paso»ytniczych. Dobra zgodno±¢ wyników SEL
(teoria 5-parametrowa) z pozostaªymi (rys. 6.5.6) potwierdza, »e konstrukcje
dwugaª¦ziowe rozpatrzonego tu typu nie mog¡ by¢ traktowane jako przykªady
rzeczywi±cie w peªni testuj¡ce nieliniow¡ teori¦ 6-parametrow¡.
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6.5.4. Skr¦cona o 90◦ belka wspornikowa obci¡»ona siª¡
Wspornik z rys. 6.5.8 zaproponowano w pracy MacNeal i Harder [1985]

jako test elementów sko«czonych � belkowych, powªokowych i bryªowych. Ze
wzgl¦du na wst¦pne skr¦cenie belki typowe dla ±migieª, ªopatek turbin itp.,
jest to wa»ny test stosowalno±ci elementów sko«czonych. W badaniach wªasnych
uwzgl¦dniamy trzy warianty grubo±ci powªoki: h0 = 0,32, 0,032, 0,0032; L = 12,
b = 1,1, k¡t skr¦cenia równy 90◦, E = 29× 106, ν = 0,22.

Rys. 6.5.8. Skr¦cony o 90◦ wspornik (h0 = 0,032) obci¡»ony siª¡: poziom¡ Pz, pionow¡ Px .

Pierwotnie w pracy MacNeal i Harder [1985] zaproponowano wariant
z h0 = 0,32. Badania liniowe tego przykªadu z h0 = 0,32 podj¦to w wielu pracach.
Liniow¡ analiz¦ zbie»no±ci podziaªu typu h dla elementów 4-w¦zªowych przedsta-
wia rys. 6.5.9, na którym dla porównania zamieszczono wyniki z pracy Jaamei,
Frey i Jetteur [1989] oraz Taylor [1988]. Powi¡zane z rys. 6.5.9 siatki po-
dziaªu na elementy zawiera tab. 6.5.4. Wszystkie wyniki s¡ przesuni¦ciami punktu
(a) w miejscu przyªo»enia siªy. Rozwi¡zania dost¦pne z literatury oraz wªasne
uzyskane elementami 9-w¦zªowymi dla h0 = 0,32 zestawiono w tab. 6.5.5.

Tabela 6.5.4. Skr¦cony o 90◦ wspornik: siatki podziaªu, elementy 4-w¦zªowe.

Siatka Siatka Liczba Liczba stopni swobody
elementów w¦zªów elementów CAM SEL JET

1×6 2×7 6 � � 84
2×12 3×13 24 234 195 234
4×24 5×25 96 750 625 750
6×36 7×37 216 1554 1295 1554
8×48 9×49 384 2646 2205 2646
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Tabela 6.5.5. Skr¦cony o 90◦ wspornik obci¡»ony siª¡: rozwi¡zania liniowe (h0 = 0,32).

Kierunek siªy � przesuni¦cie: Px � u(a) Pz � w(a)

Odniesienie, Siatka w¦zªów: 3× 13 5× 25 3× 13 5× 25

sformuªowanie Typ elementu
MacNeal i Harder [1985] QUAD2(2C) 100,4 228,9
elementy powªokowe QUAD4 SRI 0,993 0,985

QUAD8 SRI 0,998 0,998
MacNeal i Harder [1985] HEXA(8) SRI 0,983 0,977
elementy bryªowe HEXA20 FI 0,991 0,995

HEXA20R URI 0,993 0,999
Saleeb, Chang i Graf [1987] HMSH5 3×3×2 1,001 0,997
mieszany element zdegenerowany
Belytschko i inni [1989] e4 URI 1,009 1,001 1,076 1,014
zdegenerowane elementy e9 URI 1,002 1,000 0,998 1,000
powªokowe e4 SRI 0,995 0,998 0,924 0,976

e9 SRI 0,986 0,998 0,992 0,999
e9 FI 0,979 0,997 0,980 0,997

Belytschko i inni [1989] e4 URI 1,004 0,999 1,070 1,012
przekrojowe elementy e9 URI 1,002 0,999 0,998 0,999
zdegenerowane e9γ-ψ 0,997 0,998 0,996 0,998
Belytschko i inni [1989] e4 URI 1,436 1,411 1,377 1,361
przekrojowe elementy zdegenerowane e9 URI 1,413 1,406 1,358 1,359
Naganarayana i Prathap [1989] Q4-0 109,2
pªaskie elementy powªokowe Q4-1 0,971
Jetteur i Frey [1986], element e4 URI 1,059 1,234 1,128 1,519
powªokowy JET wg teorii Marguerre
Jaamei, Frey i Jetteur [1989] e4 URI 0,993 0,995 0,993 0,996
zmody�kowany element JET (DKT)
Frey [1990], element JET2/a e4 URI 0,826 0,948 0,820 0,946
White i Abel [1989] QUAD 2×2 1,235 1,136
element semiloof QUAD 3×3 1,233 1,359
wªasne, CAM (αt = 1) e9 URI 0,997 0,997 0,990 0,990

e9 FI 0,973 0,994 0,970 0,988
wªasne, SEMm1 (αt = 1) e9 0,995 0,997 0,989 0,990
wªasne, ASC (αt = 1) e9 0,999 0,998 1,005 0,996
wªasne, e9 URI 1,001 0,999 0,998 0,998
SEL elementy zdegenerowane e9 FI 0,977 0,996 0,978 0,995
teoria belek (siªa P = 1,0) 0,5424× 10−2 0,1754× 10−2
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Rys. 6.5.9. Skr¦cony o 90◦ wspornik (h0 = 0,32): zbie»no±ci podziaªu, elementy 4-w¦zªowe.

W pracy Belytschko, Wong i Stolarski [1989] zaproponowano stukrotne
pocienienie tej belki w celu pobudzenia efektu blokady membranowej. Rezultaty
bada« rozwi¡za« liniowych dla h0 = 0,0032 oraz wyniki bada« wªasnych zamiesz-
czamy w tab. 6.5.6. W rozwi¡zaniach wªasnych, w celu odniesienia si¦ do istnie-
j¡cych w literaturze wyników, zachowujemy odpowiedni¡ dyskretyzacj¦ i sposób
caªkowania.

Tabela 6.5.6. Skr¦cony o 90◦ wspornik obci¡»ony siª¡: rozwi¡zania liniowe (h0 = 0,0032).

Kierunek siªy � przesuni¦cie: Px � u(a) Pz � w(a)

Odniesienie, Siatka w¦zªów: 3× 13 5× 25 3× 13 5× 25

sformuªowanie Typ elementu
Belytschko i inni [1989] e4 URI 1,013 1,002 0,990 0,998
zdegenerowane elementy e9 URI 1,013 1,005 1,002 1,002
powªokowe e4 SRI 0,983 0,993 0,978 0,994

e9 SRI 0,017 0,094 0,029 0,097
e9 FI 0,007 0,091 0,007 0,090

Belytschko i inni [1989] e4 URI 1,007 1,000 0,984 0,996
przekrojowe elementy e9 URI 1,012 1,004 1,001 1,002
zdegenerowane e9γ-ψ 0,903 0,995 0,958 1,001
Belytschko i inni [1989] e4 URI 1,393 1,368 1,704 1,703
przekrojowe elementy zdegenerowane e9 URI 1,392 1,375 1,719 1,713
wªasne, CAM (αt = 1) e9 URI 1,008 1,004 1,002 1,001

e9 FI 0,006 0,084 0,007 0,089
wªasne, SEMm1 (αt = 1) e9 1,001 0,998 1,002 0,999
wªasne, ASC (αt = 1) e9 1,004 0,998 1,003 0,999
wªasne, SEL e9 URI 1,012 1,004 1,002 1,002

e9 FI 0,007 0,091 0,007 0,090
teoria belek (siªa P = 1,0) 0,5256× 10−2 0,1294× 10−2
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Porównanie dost¦pnych z literatury wyników dla dyskretyzacji 24. elemen-
tami z rozwi¡zaniami wªasnymi pokazuje podobne wªasno±ci elementów CAM
i SEL oraz SEM i ASC. Szczególnie ma to miejsce dla belki h0 = 0,32, gdzie nie
wyst¦puj¡ uboczne efekty blokady. W przypadku belki h0 = 0,0032, stosowanie
caªkowania peªnego (FI) w modelach przemieszczeniowych daje kilkusetkrotne
przesztywnienie.

Zaskakuj¡co wiele z dost¦pnych w literaturze elementów powªokowych
nie speªnia tego testu. Przykªadowo, dotyczy to rodziny elementów QUAD2
(MacNeal i Harder [1985]). Podobnie (wg White i Abel [1989]) nie speªnia
tego testu sformuªowany w pracy Irons [1976] element typu semiloof, prefero-
wany w tym okresie jako jeden z najbardziej skutecznych elementów powªokowych
(np. Martins i Oliveira [1988]). Przekrojowy element zdegenerowany, orygi-
nalnie prezentowany w pracy Liu i inni [1986], gdzie zamieszczono pozytywne
wyniki z innych testów, w tym przypadku daje ponad 70% bª¡d rozwi¡zania
(wg Belytschko, Wong i Stolarski [1989]).

Ze wzgl¦du na uj¦cie szóstego stopnia swobody, interesuj¡ce s¡ elementy 4-
w¦zªowe: JET � zaproponowany przez Jetteur i Frey [1986], bazuj¡cy na teo-
rii maªowyniosªych powªok Marguerre'a, oraz JETmod (zmody�kowany JET)
z pracy Jaamei, Frey i Jetteur [1989], opracowany na podstwie dyskretnej
teorii Kirchho�a (DKT)33. W pierwotnym sformuªowaniu Jetteur i Frey [1986]
element JET nie speªnia tego testu, prowadz¡c przy zag¦szczaniu podziaªu do
rozbie»no±ci, por. Jaamei, Frey i Jetteur [1989] (tab. 6.5.5). Na rys. 6.5.9,
w zestawieniu z wynikami wªasnymi uzyskanymi elementami 4-w¦zªowymi CAM
i SEL (URI) oraz SEM i ASC, wskazujemy na zbie»no±¢ naszych rozwi¡za« z ele-
mentem JETmod (o zmody�kowanym w stosunku do JET powi¡zaniu szóstego
stopnia).

W rozwi¡zaniach CAMe4 (rys. 6.5.9) rozwa»amy dwie warto±ci wspóªczynnika
owini¦cia: αt = 0 i αt = 1. Dla obu tych warto±ci w rozwi¡zaniu CAMe4 i rozwi¡-
zaniu SELe4 wyst¦puje podobny typ zbie»no±ci, charakterystyczny dla caªkowa-
nia zredukowanego (RI), w przeciwie«stwie do rozwi¡za« SEMe4 i ASCe4, gdzie
pojawia si¦ zbie»no±¢ typowa dla caªkowania peªnego (FI).

Kontynuacj¦ analizy liniowej zawiera rys. 6.5.10. Przedstawia on unormo-
wane (przez warto±ci rozwi¡za« uzyskanych dla αt = 0,01) przesuni¦cie u
punktu (a) w funkcji wspóªczynnika owini¦cia αt dla trzech grubo±ci belki
h0 = {0,32, 0,032, 0,0032}. Wyniki uzyskano 16-w¦zªowym elementem CAM
przy caªkowaniu peªnym (FI) w siatce 2×12 elementów. W granicach zmienno-
±ci 10−10 ≤ αt ≤ 10+10 wyst¦puj¡ ponownie trzy zakresy wpªywu wspóªczyn-
nika αt . Dopiero powy»ej warto±ci αt = 0,1 uwidacznia si¦ wpªyw αt , najsilniej
w przypadku belki najgrubszej h0 = 0,32. Jednak porównanie wyników dla po-
zostaªych dwóch przypadków grubo±ci pokazuje, »e wpªyw αt dla belki o ±redniej

33Sformuªowanie szóstego stopnia swobody w elementach JET ma ¹ródªo w klasycznej kon-
cepcji uzupeªnienia elementów tarczowych o obrotowy stopie« swobody (na drodze �dyskrety-
zacyjnej�, zob. np. Allman [1984], czy �wariacyjnej�, np. Hughes i Brezzi [1989]).
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Rys. 6.5.10. Skr¦cony o 90◦ wspornik obci¡»ony siª¡: wpªyw wspóªczynnika owini¦cia, zakres
liniowy.

grubo±ci h0 = 0,032 jest mniejszy ni» dla belki najcie«szej h0 = 0,0032. Trudno
o racjonalne wytªumaczenie tego faktu. W zakresie αt < 0,1 translacje uzyskane
elementami CAM s¡ w peªni zgodne z uzyskanymi elementami SEL (cztery miej-
sca znacz¡ce).

Podobn¡ analiz¦ wpªywu wspóªczynnika owini¦cia αt w zakresie nieliniowym
wykonali±my dla belki o ±redniej grubo±ci h0 = 0,032. Rozwi¡zania dla czte-
rech warto±ci wspóªczynnika owini¦cia αt = {0, 1, 100, 1000} z dyskretyzacji
2×12e16 przy peªnym caªkowaniu (FI) pokazuje rys. 6.5.11. W obu przypadkach,
liniowym i nieliniowym, wyst¦puje podobna charakterystyka zale»no±ci rozwi¡-
za« od warto±ci wspóªczynnika owini¦cia αt . Interesuj¡c¡ jest caªkowita zgodno±¢
wyników CAMe16 przy αt = 0 i αt = 1 z rozwi¡zaniem SELe16. Dla warto±ci
wspóªczynnika αt = 100 i αt = 1000 istotne ró»nice pojawiaj¡ si¦ wraz z nara-
staniem deformacji typu skr¦tnego.

Rozwi¡zania z rys. 6.5.11 dotycz¡ ograniczonego zakresu deformacji nielinio-
wej. Peªny zakres deformacji ilustruje rys. 6.5.12, a reprezentatywne warto±ci
liczbowe zestawiono równie» w tab. 6.5.7. W caªym pokazanym zakresie defor-
macji wyst¦puje praktycznie caªkowita zgodno±¢ wyników CAMe16 (FI) i SELe16
(FI) (z tego wzgl¦du tych ostatnich nie podajemy).

Porównanie wyników rozwi¡za« nieliniowych w ramach sformuªowania prze-
mieszczeniowego CAM (URI), o dwustopniowej interpolacji odksztaªce« ASC
i cz¦±ciowo mieszanego SEMm1 zawiera rys. 6.5.13. Porównuje si¦ warto±ci prze-
mieszcze« punktu (a), poprzecznych w stosunku do kierunku siªy obci¡»aj¡cej,
uzyskane z rozwi¡za« o tej samej liczbie stopni swobody (750). Przemieszczenia
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poprzeczne wykazuj¡ skªonno±¢ do najsilniejszych wzajemnych dysproporcji. Na
rys. 6.5.13 zamieszczono, nawi¡zuj¡cy do wcze±niejszych rozwa»a«, wynik rozwi¡-
zania CAM 2×12e16 (FI). W rozwi¡zaniach ASC wraz z rozwojem deformacji
narastaªy trudno±ci z osi¡gni¦ciem zbie»no±ci. Proces iteracyjny nabieraª charak-
teru oscylacji, nie mog¡c osi¡gn¡¢ zaªo»onego progu dokªadno±ci.

Rys. 6.5.11. Skr¦cony o 90◦ wspornik (h0 = 0,032) obci¡»ony siª¡: krzywe deformacji, faza
pocz¡tkowa, wpªyw wspóªczynnika owini¦cia.

Rys. 6.5.12. Skr¦cony o 90◦ wspornik (h0 = 0,032) obci¡»ony siª¡: krzywe deformacji.
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Tabela 6.5.7. Skr¦cony o 90◦ wspornik h0 = 0,032: przesuni¦cia punktu (a) ko«ca wspornika,
CAM 2×12e16 (FI), αt = 1.

Siªa Px (pionowa) Pz (pozioma)
P u v −w −u −v w

0,5 2,544 0,3602 0,8938 0,9285 0,0790 0,6497
1 4,511 1,166 1,518 1,801 0,3064 1,293
2 6,842 2,855 2,059 3,220 1,091 2,514
3 8,038 4,141 2,159 4,137 2,070 3,563
5 9,179 5,759 2,018 4,911 3,865 5,047
7 9,722 6,713 1,813 5,047 5,174 5,951
10 10,16 7,591 1,554 4,916 6,480 6,774
15 10,53 8,421 1,257 4,547 7,743 7,545
20 10,73 8,912 1,065 4,214 8,475 8,008
30 10,96 9,487 0,8320 3,718 9,300 8,567
50 11,18 10,05 0,6061 3,119 10,07 9,149
70 11,29 10,35 0,4939 2,763 10,46 9,470

100 11,39 10,61 0,4008 2,422 10,80 9,765
150 11,48 10,85 0,3205 2,079 11,10 10,05

Rys. 6.5.13. Skr¦cony o 90◦ wspornik (h0 = 0,032) obci¡»ony siª¡: porównanie elementów.

Rozwi¡zania zarówno liniowe jak i nieliniowe, otrzymane przy caªkowaniu
jednolicie zredukowanym (URI), zawieraj¡ formy paso»ytnicze o ró»nym stop-
niu intensywno±ci. Obserwowano równie» wi¦ksz¡ skªonno±¢ obrotowych stopni
swobody do kumulowania form paso»ytniczych.
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6.5.5. Wiruj¡ca swobodnie tarcza obci¡»ona momentem skupionym

Wpªyw szóstego stopnia swobody (owini¦cia) na dynamik¦ powªok badali-
±my, rozwa»aj¡c ruch obrotowy swobodnej tarczy (belki) pod dziaªaniem normal-
nego do powierzchni podstawowej momentu skupionego przyªo»onego w punkcie
centralnym (c), rys. 6.5.14. Porównano dwa rozwi¡zania tej samej bisymetrycz-
nej belki w pªaskim ruchu obrotowym uzyskane przez odpowiedni¡ zmian¦ kie-
runku dziaªania wektora momentu obci¡»aj¡cego. Dlatego pierwsze z rozwi¡za«
z rys. 6.5.14 opisane jest deformacj¡ tarczy spr¦»ystej w pªaskim stanie napr¦»e«,
za± drugie po obróceniu ukªadu modelem powªoki.

Rys. 6.5.14. Wiruj¡ca swobodnie tarcza: porównanie rozwi¡za« membranowego
i powªokowego.

Rys. 6.5.15. Wiruj¡ca swobodnie tarcza: energia ukªadu.
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W obliczeniach przyj¦to nast¦puj¡ce dane liczbowe: L = Lx = 10, b = h0 = 1,
E = 104, ν = 0, ρ0 = 1 i αt = 0,01. Ukªad zdyskretyzowano przyjmuj¡c podziaª
na 2 × 10, 16-w¦zªowych elementów CAM caªkowanych w sposób peªny (FI).
Dynamiczne równania ruchu caªkowano z krokiem ∆t = 0,1 s.

W tym zadaniu dziaªaj¡cy w punkcie (c) moment jest czystym momentem
owini¦cia. To zadanie nie mo»e wi¦c by¢ analizowane na podstawie modeli po-
wªok, w których nie wyst¦puje energetycznie z nim sprz¦»ony obrotowy stopie«
swobody, odpowiadaj¡cy owini¦ciu. W rozwa»anym zakresie kilkunastu obrotów
belki nie zaobserwowano istotnych ró»nic miedzy rozwi¡zaniem membranowym
i powªokowym. Rysunek 6.5.15 przedstawia wykres zmian energii ukªadu w czasie.

6.5.6. Uwagi
Warto±ci konstytutywnego wspóªczynnika owini¦cia αt , podobnie jak i rów-

nania konstytutywne w których on wyst¦puje, powinny w ogólnym przypadku
ujmowa¢ równie» cechy geometryczne powªoki typu grubo±¢ w pot¦dze lub krzy-
wizna. Przyj¦cie, w podanej wy»ej analizie, tak szerokiego przedziaªu zmienno±ci
wspóªczynnika owini¦cia αt gwarantuje wªa±ciw¡ interpretacj¦ charakteru jego
wpªywu na rozwi¡zania.

Badania zada« liniowych wykazaªy istnienie w przedziale 10−10 ≤ αt ≤ 10+10

trzech wyra¹nych zakresów wpªywu wspóªczynnika owini¦cia αt na rozwi¡zania.
Obecno±¢ podobnych trzech zakresów wpªywu równie» w zadaniach nieliniowych,
z kilku dobranymi ró»ni¡cymi si¦ co do rz¦du warto±ciami αt, wydaj¡ si¦ potwier-
dza¢ wnioski z rozwi¡za« zada« liniowych.

Najistotniejszy, z obliczeniowego punktu widzenia, zakres warto±ci αt niewy-
kazuj¡cy wpªywu na rozwi¡zania i charakteryzuj¡cy si¦ ustabilizowan¡ deforma-
cj¡, ma bardzo szeroki zasi¦g od zera (numerycznego) do warto±ci rz¦du αt ≈ 0,1,
a nawet do warto±ci rz¦du αt ≈ 1. Pozostaªe dwa zakresy, ze wzgl¦du na
wyra¹ny efekt wpªywu αt na rozwi¡zania, maj¡ charakter poznawczy, mniej
znacz¡cy dla oblicze« in»ynierskich. Zakres przej±ciowy, o narastaj¡cym wpªy-
wie αt, jest obserwowany w przedziale 0,1 < αt < 10+7. Warto jednak zauwa»y¢,
»e znacz¡cy wpªyw na rozwi¡zania wyst¦puje dopiero powy»ej warto±ci rz¦du
αt ≈ 10. Trzeci zakres wpªywu ustabilizowanej deformacji okre±li¢ mo»na nie-
równo±ci¡ αt > 10+7.

W dwóch ostatnich zakresach zmienno±ci αt widoczny jest ilo±ciowo inny
charakter oddziaªywania warto±ci wspóªczynnika owini¦cia αt na zachowanie si¦
ukªadu, zale»nie od charakterystyki sztywno±ciowej konstrukcji (powªoki) jako ca-
ªo±ci. W przypadku dominuj¡cego wpªywu sztywno±ci membranowej (tarczowej),
wzrost αt powy»ej 10+3 prowadzi praktycznie do zaniku deformacji. W przypadku
dominacji sztywno±ci zgi¦ciowej (pªytowej), przy warto±ci αt powy»ej 10+3 na-
st¦puje stabilizacja przemieszcze« na nieznacznie ni»szym poziomie w stosunku
do rozwi¡za« z zakresu pierwszego.

Zbli»one badania rozwi¡za« liniowych, zwi¡zane z szóstym stopniem swobody,
zawiera praca Kanok-Nukulchai [1979] po±wi¦cona 4-w¦zªowemu elementowi,
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opracowanemu w ramach koncepcji degeneracji. Nale»y jednak podkre±li¢ zu-
peªnie inny sens badanego tam wspóªczynnika kT , który jest parametrem kary,
w przeciwie«stwie do αt , peªni¡cego tutaj rol¦ wspóªczynnika konstytutywnego.
Parametr kT pojawia si¦ na poziomie energii odksztaªcenia spr¦»ystego, w ra-
mach koncepcji wª¡czenia do elementu trzeciego obrotowego stopnia swobody za
po±rednictwem funkcji kary.

Wyniki bada« parametru kary kT z przedziaªu 10−9 ≤ kT ≤ 10+5 poka-
zuj¡, »e zwi¦kszaniu warto±ci kT towarzyszy �±ci¡ganie� rozwi¡za« do warto±ci
�oczekiwanych�, odwrotnie ni» to ma miejsce w przypadku zwi¦kszania warto±ci
wspóªczynnika owini¦cia αt. Taki wynik dla kT jest typowy dla metody funkcji
kary. Jednak nadmierne zwi¦kszanie parametrów kary mo»e prowadzi¢ do niesta-
bilno±ci caªego algorytmu. Jetteur i Frey [1986] zauwa»yli, »e w przypadku
skr¦conych belek (p. 6.5.3) rozwi¡zania s¡ szczególnie wra»liwe na warto±¢ wspóª-
czynnika sztywno±ci, powi¡zanego z szóstym stopniem swobody. Stwierdzono, »e
niewªa±ciwe jego uwzgl¦dnienie mo»e prowadzi¢ do du»ych bª¦dów.

Nasze badania numeryczne pokazuj¡ specy�czny wpªyw warto±ci wspóªczyn-
nika owini¦cia αt na rozwi¡zania. Ale nawet dla tak prostych relacji konstytu-
tywnych (podrozdziaª 6.1) nie pojawiaªy si¦ »adne trudno±ci numeryczne. Kon-
trastuje to ze znanymi problemami wyst¦puj¡cymi przy wprowadzaniu szóstego
stopnia swobody w koncepcjach podobnych do zastosowanej w elemencie JET
(Frey [1990]). Mimo pojawiaj¡cych si¦ w literaturze wielu ró»nych sformuªowa«
dotycz¡cych szóstego stopnia swobody, brak jest nadal podobnego typu bada«
w zakresie nieliniowym. Porównanie w zakresie rozwi¡za« nieliniowych wyników
uzyskanych wªasnymi elementami sko«czonymi, przedstawionymi w tej ksi¡»ce,
z innymi elementami powªokowymi byªoby bardzo interesuj¡ce.

Rozwa»ane w tym podrozdziale konstrukcje dwupªatowe, ze wzgl¦du na mo»-
liwo±¢ ich analizy równie» przy u»yciu elementów sko«czonych opartych na teo-
riach 5-parametrowych (SEL, p. 5.6.1), nie mog¡ jednak by¢ traktowane jako
przykªady testuj¡ce w peªnym zakresie sformuªowania 6-parametrowe.

6.6. Ukªady o du»ej sztywno±ci przestrzennej

6.6.1. Uwagi wst¦pne

Zebrane w tym podrozdziale przykªady zakrzywionych w dwóch kierunkach
powªok (z wyj¡tkiem ostatniego) dotycz¡ nieliniowego zachowania si¦ czasz kuli-
stych o warunkach brzegowych sprzyjaj¡cych powstawaniu du»ej sztywno±ci prze-
strzennej. W tych zadaniach wyst¦puj¡ sko«czone translacje i obroty. Zadane ob-
ci¡»enia skupione, w warunkach du»ej sztywno±ci powªoki jako caªej struktury,
wywoªuj¡ w swoim otoczeniu znaczne deformacje lokalne. W ostatnim zadaniu
utwierdzonej powªoki, zªo»onej z sztywnego poª¡czenia walca i sto»ka, badane s¡
drgania wªasne tak zªo»onej konstrukcji jako ukªadu liniowego.
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6.6.2. Czasza o rzucie kwadratu swobodnie nieprzesuwnie podparta,
obci¡»ona siª¡ skupion¡

Pokazany na rys. 6.6.1 wycinek czaszy kulistej, rozpi¦ty w sposób swobodnie
nieprzesuwnie podparty na kraw¦dziach o rzucie kwadratu i obci¡»ony central-
nie siª¡ skupion¡, nale»y do najpopularniejszych nieliniowych zada« powªok za-
krzywionych w obu kierunkach. W obliczeniach znanych z literatury najcz¦±ciej
przyjmowane s¡ nast¦puj¡ce dane liczbowe: R = 2,54 m, 1

2
L = 0,7849 m, h0 =

0,09945 m, E = 68950 kN/m2, ν = 0,3 i obci¡»enie odniesienia Pref = 1000 N.
Przykªad ten ma cztery pªaszczyzny symetrii, jednak w obliczeniach najcz¦±ciej
wykorzystuje si¦ tylko symetri¦ podwójn¡, dyskretyzuj¡c w sposób regularny 1/4
konstrukcji.

Rys. 6.6.1. Czasza o rzucie kwadratu: A) schemat, B) posta¢ deformacji,
C) forma paso»ytnicza.

Na rys. 6.6.2 porównano wªasne rozwi¡zania nieliniowe z trzema rozwi¡za-
niami wybranymi z literatury: Leicester [1968] � rozwi¡zanie uzyskane przy
u»yciu rozwini¦¢ w szeregi podwójne, Horrigmoe i Bergan [1978] � rozwi¡za-
nie otrzymane przy u»yciu (korotuj¡cego) pªaskiego elementu trójk¡tnego w uak-
tualnionym opisie Lagrange'a, oraz Surana [1983] � rozwi¡zanie otrzymane ele-
mentami zdegenerowanymi (URI). W tab. 6.6.1 zamieszczono reprezentatywne
wyniki liczbowe rozwi¡zania wªasnego elementami CAM 8×8e16 przy peªnym
caªkowaniu (FI).

Tabela 6.6.1. Czasza o rzucie kwadratu: ugi¦cie ±rodka, CAM 8×8e16 (FI), αt = 0,01.

P [N] 10 20 30 40 46,165 48,435 48,363
wc [mm] 15,646 34,001 56,734 88,240 120,43 149,93 163,19
P [N] 45,337 40,162 36,609 37,235 40,703 48,032 60,218
wc [mm] 194,46 221,35 246,88 260,54 275,67 292,84 312,39
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Rysunek 6.6.2 mo»na by opatrzy¢ najcz¦±ciej pojawiaj¡cym si¦ w takim kon-
tek±cie komentarzem: �wyniki pozostaj¡ w dobrej zgodno±ci�, i tªumaczy¢ ¹ródªo
�drobnych� ró»nic jako �efekt wªasnej propozycji� teorii lub wªasnych elementów
sko«czonych. Jednak analiza odksztaªconej geometrii, podana np. na rys. 6.6.3,

Rys. 6.6.2. Czasza o rzucie kwadratu: porównanie wyników analizy nieliniowej.

Rys. 6.6.3. Czasza o rzucie kwadratu: geometria kraw¦dzi w pªaszczy¹nie symetrii.
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ujawnia obecno±¢ form paso»ytniczych w rozwi¡zaniach stosuj¡cych caªkowanie
zredukowane (URI) i w modelu ASCe9 o dwustopniowej interpolacji odksztaªce«.

Analiza tych wyników wskazuje, »e w tym przykªadzie wyst¦puje mechanizm
generowania takich form paso»ytniczych, które � o ile powstan¡ � stanowi¡ ¹ró-
dªo istotnych ró»nic ugi¦cia wc punktu centralnego powªoki. Zaistniaªe zjawisko

Rys. 6.6.4. Czasza o rzucie kwadratu: wpªyw postaci paso»ytniczych, rozwi¡zania liniowe.

Rys. 6.6.5. Czasza o rzucie kwadratu: zbie»no±¢ podziaªu, element 9-w¦zªowy (URI),
wpªyw postaci paso»ytniczych, rozwi¡zania liniowe.
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wyst¦puje tak»e w zakresie liniowym. Uwidacznia to rys. 6.6.4, przedstawiaj¡cy
krzyw¡ ugi¦cia powªoki w pªaszczy¹nie symetrii, otrzyman¡ przy u»yciu ró»nych
elementów. Powstaªe formy paso»ytnicze, zgodne w w¦¹le przyªo»enia siªy z defor-
macj¡ lokaln¡, wpªywaj¡ na znacz¡ce pogª¦bienie si¦ ugi¦cia punktu centralnego
powªoki.

Rys. 6.6.6. Czasza o rzucie kwadratu: zbie»no±¢ podziaªu, rozwi¡zania liniowe.

Zjawisko powstawania ró»nic w wynikach oblicze« demonstruje rys. 6.6.5 na
przykªadzie elementu 9-w¦zªowego z caªkowaniem zredukowanym (URI). Zag¦sz-
czanie podziaªu powoduje wzgl¦dny wzrost amplitudy postaci paso»ytniczej na-
kªadaj¡cej si¦ na deformacj¦. Przedstawione na rys. 6.6.6 wyniki analizy zbie»-
no±ci podziaªu wskazuj¡ na istotny udziaª efektów lokalnych w badanym procesie
deformacji. Rysunek 6.6.6 pokazuje tak»e, »e w zale»no±ci od przyj¦tego typu
caªkowania � zredukowane (URI) lub peªne (FI) � otrzymuje si¦ zbie»no±¢ roz-
wi¡za« do ró»nych warto±ci.

6.6.3. Póªsfera podparta przegubowo nieprzesuwnie obci¡»ona radialnie
Powªoka kulista z rys. 6.6.7 o parametrach R = 100 m, h0 = 1 m, E =

104 N/m2, ν = 1/3, qref = 100 N/mb posªu»yªa w pracach Nolte [1983]
oraz Nolte, Makowski i Stumpf [1986] jako osiowo-symetryczny przykªad
do badania ró»nych wariantów nieliniowej teorii izotropowych powªok liniowo-
spr¦»ystych34 typu Kirchho�a�Love'a.

34Wyniki z zakresu spr¦»ysto-plastycznego zawieraj¡ prace Nolte i Chró±cielewski [1986,
1987].
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Rys. 6.6.7. Póªsfera podparta przegubowo nieprzesuwnie: schemat zadania, postacie
deformacji.

Rozwi¡zania elementami CAMe4 (URI) z dwóch dyskretyzacji porównano na
rys. 6.6.8 z obliczeniami Nolte [1983]. W obliczeniach cz¦±ciowo wykorzystano
symetri¦ (osiow¡) ukªadu, dyskretyzuj¡c 1/4 powªoki. Mimo u»ycia caªkowania
jednolicie zredukowanego (URI), w tym przykªadzie nie ujawniaj¡ si¦ postacie
paso»ytnicze. W s¡siedztwie skupionego obci¡»enia radialnego zadanie wymaga
dyskretyzacji dostatecznie g¦stej, zdolnej do odtworzenia efektów lokalnych o sto-
sunkowo krótkiej fali deformacyjnej. Znaczenie i wpªyw podziaªu pozwala oceni¢
podwojenie zag¦szczenia siatki podziaªu. Zag¦szczenie dyskretyzacji daje pocz¡t-
kowo ilo±ciowe, a nast¦pnie (w miar¦ rozwoju deformacji), jako±ciowe zmiany
bli»sze rozwi¡zaniu Nolte [1983].

Ujawniona utrata obrotowo-symetrycznej postaci rozwi¡za« z rys. 6.6.7 C nie
byªa celem zamierzonym. Efekt lokalnej utraty stateczno±ci jest wynikiem ist-
nienia niekontrolowanych zaburze« w obrotowej symetrii typu danych, form pa-
so»ytniczych itp. Przypadkowo±¢ wychwycenia nieobrotowo-symetrycznej utraty
stateczno±ci potwierdza ograniczony zakres przydatno±ci nieliniowych rozwi¡za«
zada« obrotowo-symetrycznych.

To zadanie potraktowano w pracach Ding [1989], Ba³ar i Ding [1990] oraz
Bout [1993] jako sprawdzian sformuªowa« wªasnych35. Wyniki odniesiono do
pocz¡tkowego zakresu rozwi¡zania z Nolte, Makowski i Stumpf [1986], do-
chodz¡c w obu przypadkach do konkluzji o dobrej zgodno±ci tych wyników. Aby
unikn¡¢ niepoprawnego odczytania wyników z wykresu, co wyst¦puje w pracach
Ding [1989] i Ba³ar i Ding [1990], zamieszczamy tabelaryzacj¦ rozwi¡zania

35W obu przypadkach dyskretyzowano sekcj¦ szeroko±ci 2◦ jednym rz¦dem elementów trój-
k¡tnych, u»ywaj¡c odpowiednio 45 elementów typu KLFR27 w pracy Ding [1989], za± 139
elementów o staªych odksztaªceniach w pracy Bout [1993].
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Tabela 6.6.2. Póªsfera podparta przegubowo nieprzesuwnie: rozwi¡zanie osiowo-symetryczne
RING 200e2 C1.

q w(a)(45◦) −v(b) q w(a)(45◦) −v(b) q w(a)(45◦) −v(b)

19,180 1,3600 0,10430 14,042 −0,15224 12,555 90,776 0,03664 16,849
32,351 2,7058 0,56755 20,146 −0,81585 12,111 89,611 0,66905 17,345
38,950 3,7797 1,1881 35,904 −0,76105 11,498 80,094 1,6912 18,517
42,376 4,8535 2,0275 50,441 −0,25393 11,186 62,354 2,7478 20,297
43,102 5,8073 2,9481 64,944 0,57693 11,109 47,338 3,1170 21,673
42,228 6,6429 3,8820 71,763 1,6630 11,599 39,714 2,7431 22,214
39,326 7,7366 5,2768 69,601 2,6703 12,548 36,853 2,1598 22,269
34,008 8,9876 7,1217 60,075 3,9647 14,260 34,926 0,73600 21,954
26,480 10,282 9,4239 37,284 5,5631 17,604 35,615 −0,34252 21,574
20,363 11,030 11,277 28,395 5,4566 18,804 40,459 −1,4554 21,033
17,372 11,211 12,206 23,512 4,0996 19,176 60,604 −2,0495 20,325
14,471 11,083 13,113 22,327 2,0516 18,831 80,039 −1,6963 20,263
11,895 10,170 13,852 24,564 −0,29615 18,159 87,161 −1,2097 20,762
10,814 8,8070 14,015 36,474 −1,5407 17,369 87,989 −0,92117 21,190
10,057 3,8968 13,434 57,897 −1,4747 16,769 85,605 −0,15216 22,485
11,120 1,1937 12,955 77,534 −0,93311 16,534 79,529 0,84308 24,187

Rys. 6.6.8. Póªsfera podparta przegubowo nieprzesuwnie: porównanie krzywych deformacji.

(tab. 6.6.2) oddaj¡c¡ jego charakter w zakresie deformacji z rys. 6.6.8. Podane
wyniki s¡ reobliczeniami prezentowanymi w Nolte [1983], Nolte, Makowski
i Stumpf [1986] oraz Nolte i Chró±cielewski [1986] programem RING36.

36Program RING wykorzystuje bibliotek¦ podprogramów MINIMOD (Chró±cielewski
i Branicki [1989]). Stosuje osiowo�symetryczny element 2-w¦zªowy klasy C1 pierwotnie sfor-
muªowany w Makowski [1981] i rozwini¦ty w Nolte [1983] do zakresu sko«czonych obrotów
(zob. Pietraszkiewicz [1977], Nolte, Makowski i Stumpf [1986]).
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6.6.4. Sfera swobodna obci¡»ona samozrównowa»onym ukªadem
siª skupionych

Analiz¦ deformacji swobodnej sfery z rys. 6.6.9 przeprowadzamy dla warian-
tów obci¡»enia ukªadem dwóch A) i sze±ciu B) siª samozrównowa»onych37.

Rys. 6.6.9. Sfera obci¡»ona dwiema/sze±cioma siªami: schemat zadania, postacie deformacji.

Wzoruj¡c si¦ na MacNeal i Harder [1985], w analizie przyj¦to R = 10,
E = 6,825× 107, ν = 0,3. Wykorzystuj¡c symetri¦ ukªadu, rozwa»amy 1/8 sfery
stosuj¡c dyskretyzacj¦ 243. elementami CAMe4 (URI) i 108. elementami CAMe16
(FI). Dodatkowo w wariancie A) zastosowano jednowymiarow¡ dyskretyzacj¦
osiowo-symetryczn¡ 200. elementami RINGe2. Wyniki s¡ przemieszczeniami
punktów (a), (b), (c), oraz deformacj¡ konturu z pªaszczyzn symetrii. Rezul-
taty liniowych bada« wpªywu grubo±ci h0 na zasi¦g propagacji fali deformacji
zamieszczono na rys. 6.6.10.

W analizie nieliniowej przyj¦to h0 = 0,2, Pref = 105. Fala deformacji przy
grubo±ci h0 = 0,2, w stosunku do rozwi¡za« o h0 < 0,2, obejmuje wi¦kszy obszar
z otoczenia siªy, redukuj¡c cz¦±ciowo efekt lokalny. Reprezentatywne wyniki licz-
bowe nieliniowego rozwi¡zania osiowo-symetrycznego RING 200e2 zamieszczono
w tab. 6.6.3.

37Cz¦±ciow¡ analiz¦ zadania przedstawiono w pracy Walukiewicz i Chró±cielewski [1995].
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Rys. 6.6.10. Sfera obci¡»ona dwiema siªami: zasi¦g deformacji, rozwi¡zania liniowe.

Tabela 6.6.3. Sfera obci¡»ona dwiema siªami: ugi¦cie −v(a), RING 200e2 C1

osiowo-symetryczne, Pref = 105.

λ 0,5 0,75 1 1,25 1,75 2,25 2,75
−v(a) 0,09844 0,17953 0,32524 0,56881 1,0701 1,5820 2,1576

λ 3,25 3,5 3,75 4 4,5 5 5,5
−v(a) 2,8253 3,2001 3,6050 4,0417 5,0142 6,1223 7,3667

W analizie elementami powierzchniowymi poszukujemy efektu utraty natu-
ralnych (dla rozpatrywanych ukªadów) symetrii rozwi¡za« (rozgaª¦zie«) jako
skutku niezamierzonych zaburze«38. W obu przypadkach obci¡»enia A i B
kontrolowane zaburzenie (imperfekcj¦) w postaci czterech samozrównowa»onych
siª Pimpf = ±λPref/1000 przykªadamy na równiku w punktach (b)�(b) i (c)�(c)
(rys. 6.6.9).

Wyniki rozwi¡za« nieliniowych przedstawiamy na rys. 6.6.11÷6.6.14. Repre-
zentatywne wyniki liczbowe rozwi¡zania 108 CAMe16 (FI) bez siª zaburzaj¡-
cych podano w tab. 6.6.4. W geometrii rozwi¡za« 243 CAMe4 (URI), rys. 6.6.5
i 6.6.6, mo»na dostrzec nieznaczne postacie paso»ytnicze (bardziej wyra¹ne s¡
one na obrotach). Zapewne formy paso»ytnicze s¡ tu gªówn¡ przyczyn¡ �samo-

38Pod terminem �niezamierzone zaburzenia� rozumiemy np. zaburzenie wynikaj¡ce z braku
osiowej symetrii w przyj¦tej siatce dyskretyzacyjnej, bª¡d numeryczny typu zaokr¡glenia da-
nych, itp. W programach BOX, CAM, MIX, SEM, ASC, SEL przyj¦to klasyczn¡ dziesi¦ciozna-
kow¡ reprezentacj¦ danych (w tym liczb zmiennoprzecinkowych).
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Rys. 6.6.11. Sfera obci¡»ona dwiema siªami: zasi¦g deformacji, deformacja w pªaszczyznach
x�y i y�z.

rzutnej� utraty osiowej symetrii rozwi¡za« uzyskanych 243. elementami CAMe4
(URI), por. rys. 6.6.7, 6.6.9 A i 6.6.13. Uzyskanie analogicznej postaci utraty
symetrii rozwi¡za« 108. elementami CAMe16 (FI) wolnymi od form zeroenerge-
tycznych, staªo si¦ mo»liwe dopiero przez wprowadzenie imperfekcji w obci¡»e-
niu. Drugi przypadek (rys. 6.6.14) niesymetrycznej postaci rozwi¡zania 108. ele-
mentami CAMe16 (FI), dla wariantu osiowo-symetrycznego przy obci¡»eniu A,
otrzymano �samorzutnie� bez imperfekcji obci¡»eniowej. Zapewne o ksztaªcie de-
formacji z rys. 6.6.11 zadecydowaª tu sposób dyskretyzacji (siatka nie speªnia
warunku osiowej symetrii).

Tabela 6.6.4. Sfera obci¡»ona sze±cioma siªami: ugi¦cia −v(a) = −w(b) = −u(c),
CAM 108e16 (FI), αt = 0,01, Pref = 105.

λ 0,5 0,75 1 1,25 1,75 2,25 2,75 3,25
ugi¦cie 0,10062 0,18457 0,33450 0,57219 1,0746 1,5676 2,1456 2,7209
λ 3,5 3,5908 3,5241 3,4397 3,5238 3,5893 3,5739 3,5430
ugi¦cie 3,1172 3,5238 3,9051 4,1235 3,9117 3,5915 3,4684 3,6591
λ 3,4800 3,3161 2,9268 2,8476 2,8496 3,1797 4,5178 6,9755
ugi¦cie 3,8470 4,0260 4,2788 4,3633 4,4509 4,6396 4,9481 5,3316
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Rys. 6.6.12. Sfera obci¡»ona dwiema siªami: rozgaª¦zienie rozwi¡za«.

Rys. 6.6.13. Sfera obci¡»ona sze±cioma siªami: krzywe deformacji.

W przypadku obci¡»enia B ±ledzenie ksztaªtu deformacji jest utrudnione.
Kontrola przemieszcze« w punktach (a), (b), (c) w rozwi¡zaniu 108 CAMe16 (FI),
przy zaªo»onej symetrii obci¡»enia, ujawniªa utrat¦ symetrii rozwi¡zania w bardzo
zaawansowanym stanie deformacji, rys. 6.6.14 (kontynuacja rys. 6.6.13). Po roz-
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Rys. 6.6.14. Sfera obci¡»ona sze±cioma siªami: kontynuacja rozwi¡zania z rys. 6.6.13.

gaª¦zieniu si¦ ±cie»ek przemieszczenia punktów (a), (b), (c) utworzyªy zamkni¦ty
cykl przemienny (zap¦tlenie), uniemo»liwiaj¡c kontynuowanie rozwi¡zania.

Analogiczne zjawisko �zap¦tlenia� w zamkni¦tym cyklu wyst¡piªo tak»e w roz-
wi¡zaniu 108 CAMe16 (FI) ze wst¦pnym zaburzeniem obci¡»enia. Na rys. 6.6.13
zamieszczono tylko pocz¡tkowy fragment bardzo skomplikowanej ±cie»ki tego roz-
wi¡zania. Wobec jej zªo»ono±ci, nie mo»na wykluczy¢ (mimo zabezpiecze«, zob.
podrozdziaª 5.7), »e w trakcie rozwi¡za« metod¡ kontynuacyjn¡ (sterowanie para-
metrem obci¡»enia-przemieszczenia i ªuku) nast¡piªy niekontrolowane przeskoki
na blisko le»¡ce ±cie»ki o maªo ró»ni¡cych si¦ kon�guracjach.

6.6.5. Powªoka zªo»ona z segmentów walca i sto»ka, drgania wªasne
W pracy Lashkari i Weingarten [1973] przedstawiono studium charak-

terystyk modalnych obrotowej powªoki segmentowej (rys. 6.6.15), otrzymanych
do±wiadczalnie za pomoc¡ hologra�i interferometrycznej i numerycznie metod¡
elementów sko«czonych.

Badano powªok¦ zªo»on¡ z dwóch poª¡czonych ze sob¡ segmentów: walca
o ±rednicy Rwalec = 10 3

16 in i wysoko±ci Hwalec = 12 in oraz sto»ka o wysoko±ci
Hstożek = 6 5

16 in. Model do±wiadczalny wykonano z aluminium (symbol 6061-0)
o grubo±ci blachy h0 = 0,032 in i staªych materiaªowych E = 107 psi, ν = 0,3 oraz
ci¦»arze obj¦to±ciowym µ = 0,1 lb/in3 (masie ρ = µ/g = 2,589× 10−4 lb s2/in4).
Cz¦±¢ walcow¡ zamocowano sztywno w pªycie z masywnej blachy aluminiowej
o grubo±ci 3/4 in. Wyniki bada« do±wiadczalnych pierwszych 10 zestawów cz¦-
sto±ci i postaci drga« wªasnych, z 26 wyników przedstawionych w Lashkari
i Weingarten [1973], przytoczono w tab. 6.6.5.
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Rys. 6.6.15. Powªoka segmentowa sto»ek�walec: schemat zadania i postacie drga« wªasnych.

Tabela 6.6.5. Powªoka segmentowa sto»ek�walec: wyniki do±wiadczalne wg Lashkari
i Weingarten [1973].

Segment Postacie drga« wªasnych, liczba fal deformacji w segmentach

walec m 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2
n 6 5 7 4 3 9 7 9 6 10

sto»ek m 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1
n 0 0 0 4 3 0 0 3 6 4

Cz¦sto±ci drga« wªasnych, Hz (cykli/s)
578 600 650 738 920 962 1094 1160 1210 1320

m � kierunek poªudnikowy, n � kierunek obwodowy.

W rozwi¡zaniach wªasnych analiz¦ ograniczamy do 1/2 symetrycznej cz¦±ci
powªoki stosuj¡c zasad¦ podziaªu na elementy (3n+2n)× 4n, gdzie kolejne sym-
bole oznaczaj¡ liczby elementów siatki podziaªu w nast¦puj¡cych kierunkach:
(wysoko±¢ walca +wysoko±¢ sto»ka)× poªowa obwodu. Na rys. 6.6.16 zamieszcza-
my typow¡ siatk¦ dyskretyzacyjn¡ i dwie wybrane postacie drga« wªasnych. Ry-
sunek 6.6.16 przedstawia analiz¦ zbie»no±ci pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych,
odniesion¡ do wyniku do±wiadczalnego (Lashkari i Weingarten [1973]),
uzyskan¡ przy zag¦szczaniu siatki podziaªu na elementy. Do dalszej analizy wy-
brano dyskretyzacj¦ na 9-w¦zªowe elementy CAM caªkowane w sposób jednolicie
zredukowany (URI) w siatce (12 + 8)× 16.

Przedstawiona na rys. 6.6.17 analiza wpªywu wspóªczynnika owini¦cia αt na
pierwsze cz¦sto±ci drga« wªasnych wskazuje, »e wcze±niejsze wnioski z zakresu
statyki powªok pozostaj¡ nadal wa»ne. Wyra¹nie wyst¦puje tu obszar zmienno-
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Rys. 6.6.16. Powªoka segmentowa sto»ek�walec: zbie»no±¢ podziaªu dla pierwszej cz¦sto±ci
drga« wªasnych.

Rys. 6.6.17. Powªoka segmentowa sto»ek�walec: wpªyw wspóªczynnika owini¦cia na cz¦sto±ci
drga« wªasnych.

±ci αt , od zera numerycznego do warto±ci rz¦du 0,1, a nawet 1, w którym nie wida¢
istotnego wpªywu warto±ci wspóªczynnika owini¦cia na cz¦sto±ci drga« wªasnych.

Na rys. 6.6.18 przedstawiamy pierwsze dziesi¦¢ charakterystyk modalnych
ukªadu, za± na rys. 6.6.19 podajemy przykªadow¡ posta¢ deformacji wzdªu» two-
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Rys. 6.6.18. Powªoka segmentowa sto»ek�walec: cz¦sto±ci i postacie drga« wªasnych.
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Rys. 6.6.19. Powªoka segmentowa sto»ek�walec: przykªadowe postacie deformacji wzdªu»
tworz¡cej.

rz¡cej obu segmentów powªoki. Skojarzenie odpowiednich rozwi¡za« numerycz-
nych (rys. 6.6.18) z wynikami bada« do±wiadczalnych (tab. 6.6.5) wskazuje na
ich dobr¡ zgodno±¢. Badania wªasne potwierdzaj¡ wniosek z pracy Lashkari
i Weingarten [1973], »e geometrycznie ró»ne cz¦±ci powªoki segmentowej mog¡
drga¢ niezale»nie od siebie.

6.6.6. Uwagi
Tak»e w zadaniach o �dobrych� warunkach brzegowych, w przypadku stoso-

wania odmian caªkowania zredukowanego (RI) czy sformuªowa« alternatywnych
nie do ko«ca usuwaj¡cych postacie paso»ytnicze, nawet ±ladowa obecno±¢ tych
postaci mo»e prowadzi¢ do przekªamania wyników39. Ponadto, formy paso»yt-
nicze, tak jak i niezamierzone zaburzenia (zob. przypis 38 w tym podrozdziale),
mog¡ powodowa¢ niepo»¡dane rozwi¡zania typu niekontrolowanej utraty statecz-
no±ci40. Z drugiej strony, wyst¦puj¡ca dla osiowo-symetrycznych zada« tendencja
do niekontrolowanej utraty warunku osiowo±ci rozwi¡za« potwierdza ograniczon¡
przydatno±¢ rozwi¡za« obrotowo-symetrycznych w praktyce in»ynierskiej.

39Najsilniejsze �pogª¦bienie� ugi¦cia w p. 6.6.1, przez naªo»enie si¦ postaci paso»ytniczej,
rys. 6.6.3, wyst¡piªo w modelu ASCe9 o dwustopniowej interpolacji odksztaªce«. Mo»e to tªu-
maczy¢ efekt �zmi¦kczenia� rozwi¡zania ASCe9, rys. 6.6.3.

40Uwaga ta nabiera znaczenia w kontek±cie np. przedstawionych wyników i przekona« auto-
rów pracy Liu i inni [1986] zawartych w ko«cowym fragmencie na str. 292 oraz u»ytego tam
sformuªowania 4-w¦zªowego przekrojowego elementu sko«czonego z γ-stabilizacj¡.
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Okazaªo si¦, »e równie» w analizie drga« wªasnych, tak jak w statyce, naj-
istotniejszy z obliczeniowego punktu widzenia zakres nie wykazuj¡cy wpªywu
warto±ci αt na rozwi¡zania, charakteryzuj¡cy si¦ ustabilizowan¡ deformacj¡, ma
bardzo szeroki zasi¦g od zera do warto±ci rz¦du 0,1, a nawet do rz¦du jedno±ci.

6.7. Powªoki o du»ej wiotko±ci, blokada i postacie paso»ytnicze

6.7.1. Uwagi wst¦pne
Ze wzgl¦du na maª¡ grubo±¢ i geometri¦ ukªadu oraz brak warunków pod-

parcia brzegu, umo»liwiaj¡cy du»¡ swobod¦ deformacji, przykªady regularnych
powªok dwukrzywiznowych zebrane w podrozdziale 6.7 charakteryzuje w zakre-
sie liniowym du»a wiotko±¢ konstrukcyjna. W trakcie analizy tego typu zada«
w zakresie du»ych przesuni¦¢ i obrotów wyst¦puj¡ silne charakterystyczne defor-
macje, odpowiadaj¡ce w du»ych obszarach ukªadu prawie sztywnemu przemiesz-
czaniu si¦ znacznych fragmentów powªoki. Przy stosowaniu caªkowania peªnego
(FI), taka sytuacja ujawnia tendencj¦ do blokady rozwi¡za«, za± w przypadku
u»ycia caªkowania zredukowanego (RI) sprzyja ona powstawaniu form paso»yt-
niczych. Z tego powodu, a tak»e ze wzgl¦du na typowo powªokowy charakter
przykªadów, zawarte w tym podrozdziale zadania uwa»ane s¡ za wymagaj¡cy
test sformuªowa« powªokowych elementów sko«czonych stosowanych do oblicze«
powªok regularnych.

6.7.2. Póªsfera z otworem obci¡»ona siªami samozrównowa»onymi
Zadanie z rys. 6.7.1 (R = 10, h0 = 0,04, α = 18◦, E = 6,825 × 107, ν = 0,3,

Pref = 10) zaproponowali MacNeal i Harder [1985] jako test sformuªowania
elementów powªokowych. Zadanie w zakresie liniowym charakteryzuje si¦ domi-
nacj¡ stanu zgi¦ciowego.

Rys. 6.7.1. Póªsfera z otworem: schemat zadania, posta¢ deformacji.
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Ten przykªad analizowaªo wielu autorów, zarówno w zakresie liniowym jak
i nieliniowym. W rozwi¡zaniach wªasnych stosujemy podziaªy regularne, dyskre-
tyzuj¡c po uwzgl¦dnieniu symetrii 1/4 konstrukcji. W zakresie liniowym badano
wpªyw wspóªczynnika �ltracji γ (rys. 6.7.2), wpªyw wspóªczynnika owini¦cia αt

(rys. 6.7.3) oraz zbie»no±¢ podziaªu (rys. 6.7.4).

Rys. 6.7.2. Póªsfera z otworem: efekt γ-stabilizacji przy (URI), rozwi¡zania liniowe.

Efekt dziaªania procedury γ-stabilizuj¡cej formy paso»ytnicze w elementach
4- i 9-w¦zªowych CAM-γ (URI) pokazuje rys. 6.7.2. Przedstawia on zmian¦ ugi¦-
cia w(a) ( = −u(b)) pod siª¡ w funkcji wspóªczynnika �ltracji γ dla czterech
dyskretyzacji. Wyra¹ny efekt stabilizuj¡cy wyst¦puje dla warto±ci γ > 10−6.
Jednak dziaªanie γ-stabilizacji (rys. 6.7.2) jest tylko cz¦±ciowe, poniewa» oscy-
lacje rozwi¡zania wyst¦puj¡ nadal, ulegaj¡c tylko silnej redukcji do warto±ci
rz¦du maªo widocznych w skali deformacji, a tym bardziej w skali geometrii kon-
strukcji.

Wyniki bada« wpªywu konstytutywnego wspóªczynnika owini¦cia αt na unor-
mowane ugi¦cie w(a)/wref ( = −u(b)/wref), gdzie wref = 0,094, zamieszczamy na
rys. 6.7.3. Wynik tych bada« jest typowy i podobny do rezultatów poprzednich
analiz.

Niezale»nie od stosowanych elementów, dla warto±ci wspóªczynnika αt < 1
nie obserwuje si¦ jego wpªywu na ugi¦cie w(a) . Przy du»ych warto±ciach αt

przemieszczenie w(a) przyjmuje ró»ne warto±ci graniczne dla ró»nych elementów.
W gorzej uwarunkowanych modelach elementów sko«czonych ró»nice te s¡ za-
pewne wynikiem pogorszenia si¦ ogólnego uwarunkowania zadania, spowodowa-
nego wzrostem wspóªczynnika do warto±ci αt > 10+3. Potwierdza to stabilizacja
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Rys. 6.7.3. Póªsfera z otworem: wpªyw wspóªczynnika owini¦cia αt , rozwi¡zania liniowe.

Rys. 6.7.4. Póªsfera z otworem: zbie»no±ci podziaªu, rozwi¡zania liniowe.

w(a) nieznacznie poni»ej warto±ci odniesienia (αt > 10+3), w przypadku najlepiej
uwarunkowanego sformuªowania przemieszczeniowego CAMe16 z caªkowaniem
peªnym (FI).

Liniow¡ analiz¦ zbie»no±ci podziaªu, na przykªadzie ugi¦cia w(a)/wref , przed-
stawia rys. 6.7.4. Z bardzo bogatej bibliogra�i przykªadu ograniczymy si¦ do
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przytoczenia wyników pracy41 Stander, Matzenmiller i Ramm [1989] oraz
pracy42 Aminpour [1992]. W przypadku elementów 16-w¦zªowych CAM i SEL
caªkowanych w sposób peªny (FI) otrzymali±my caªkowit¡ zgodno±¢ wyników43.
Zbie»no±¢ elementów 16-w¦zªowych (FI) jest jednak znacznie wolniejsza ni» ele-
mentów 4- i 9-w¦zªowych, caªkowanych w sposób zredukowany (URI) z u»yciem
procedury γ-stabilizuj¡cej, lub innych sformuªowa« alternatywnych.

Wyniki rozwi¡za« nieliniowych przedstawiono na rys. 6.7.5÷6.7.10, a repre-
zentatywne dane liczbowe zawiera tab. 6.7.1. Wyniki bada« γ-stabilizacji form pa-
so»ytniczych w zakresie nieliniowym podano na rys. 6.7.5. Przedstawia on zmian¦
obrotu w pªaszczy¹nie symetrii x = 0. Widoczne jest pogarszanie si¦ skuteczno±ci
dziaªania procedury γ-stabilizacyjnej wraz ze wzrostem deformacji.

Rys. 6.7.5. Póªsfera z otworem: efekt γ-stabilizacji (URI), rozwi¡zania nieliniowe.

Na rys. 6.7.6 porównujemy reprezentatywne wyniki wªasne z rezultatami
prac Simo, Fox i Rifai [1990], Stander, Matzenmiller i Ramm [1989],
Ding [1989] oraz Gebhardt [1990]. Rysunek 6.7.7 jest zestawieniem rozwi¡za«
wªasnych w zakresie P > 70 (w celu uwydatnienia ró»nic) opartych na tej sa-
mej siatce w¦zªów 19×19 = 361. Tendencj¦ do generowania form paso»ytniczych
w sformuªowaniach alternatywnych, na przykªadzie zmiany obrotu44 w pªaszczy¹-
nie symetrii x = 0, obrazuje rys. 6.7.8 (por. rys. 6.7.5). Dodatkowo na rys. 6.7.7

41Rozwi¡zania elementem S16 (FI), który jest standardowym 16-w¦zªowym elementem zde-
generowanym wedªug Ramm [1977], zgodnym z elementem wªasnym SELe16 (p. 5.6.1).

42Rozwi¡zania 4-w¦zªowymi elementami hybrydowymi o sze±ciu stopniach swobody w w¦¹le.
43Element SELe16 daje identyczny wynik jak S16 z Stander, Matzenmiller iRamm [1989].
44Postacie paso»ytnicze na translacjach (pokazywane w literaturze) w skali geometrii powªoki

s¡ tu praktycznie niezauwa»alne. Dotyczy to tak»e rys. 6.7.5.
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Rys. 6.7.6. Póªsfera z otworem: porównanie rozwi¡za« nieliniowych.

Rys. 6.7.7. Póªsfera z otworem: wªasne rozwi¡zania nieliniowe na siatce 19×19 w¦zªów.

i 6.7.8, jako odniesienie, podajemy rozwi¡zania SELe16 (FI) i/lub CAMe16 (FI)
w siatce 25×25 w¦zªów. Istnienie i narastanie z deformacj¡ form paso»ytniczych
oraz pozostaªo±¢ tendencji do blokady stanowi¡ zapewne gªówne ¹ródªo ukaza-
nych na rys. 6.7.7 ró»nic. Cz¦±ciowym potwierdzeniem tego wniosku jest przed-
stawiona na rys. 6.7.9 i rys. 6.7.10 zró»nicowana zbie»no±¢ podziaªu w zakresie
nieliniowym.
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Rys. 6.7.8. Póªsfera z otworem: geometria form paso»ytniczych, rozwi¡zania nieliniowe.

Rys. 6.7.9. Póªsfera z otworem: zbie»no±¢ podziaªu, rozwi¡zania nieliniowe.

Porównanie rozwi¡za« z trzech ustalonych poziomów obci¡»enia λ={1, 4, 16},
rys. 6.7.9 i 6.7.10, pokazuje problem pogarszania si¦ zbie»no±ci podziaªu ró»nych
modeli elementów sko«czonych wraz ze wzrostem nieliniowej deformacji. Problem
ten mo»na interpretowa¢ jako niemo»liwo±¢ odtworzenia przez siatk¦ dyskrety-
zacyjn¡ fali deformacji skracaj¡cej si¦ przy wzro±cie obci¡»enia. Brakuj¡ce do
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Rys. 6.7.10. Póªsfera z otworem: zbie»no±¢ podziaªu, rozwi¡zania nieliniowe.

Tabela 6.7.1. Póªsfera z otworem: przemieszczenia punktów (a) i (b), αt = 1.

Dyskretyzacja P 10 20 30 50 80 120 160
CAM w(a) 0,8421 1,474 1,932 2,540 3,074 3,482 3,731

8× 8e16 (ψ2)(a) 0,1734 0,3041 0,3995 0,5286 0,6453 0,7377 0,7964
FI −u(b) 0,9393 1,802 2,544 3,731 5,033 6,249 7,112
SEL w(a) 0,8430 1,475 1,934 2,543 3,078 3,487 3,738

8× 8e16 (ϕ1)(a) 0,1736 0,3044 0,4000 0,5292 0,6461 0,7384 0,7966
FI −u(b) 0,9403 1,804 2,546 3,735 5,040 6,261 7,129

SEMm1 w(a) 0,8485 1,489 1,955 2,576 3,126 3,551 3,812
9× 9e9 (ψ2)(a) 0,1783 0,3143 0,4143 0,5507 0,6764 0,7778 0,8420

−u(b) 0,9424 1,812 2,561 3,764 5,089 6,336 7,227
CAM w(a) 0,8550 1,499 1,969 2,596 3,157 3,597 3,874

18× 18e4 (ψ2)(a) 0,1795 0,3163 0,4173 0,5559 0,6857 0,7937 0,8645
URI, γ = 10−6 −u(b) 0,9545 1,838 2,600 3,827 5,188 6,488 7,439

kompletu na rys. 6.7.9 i 6.7.10 rozwi¡zania ASCe4 i ASCe9 o �zgrubnych� siat-
kach podziaªu okazaªy si¦ rozbie»ne. W analizowanym zakresie deformacji tego
typu problemy nie wyst¡piªy w rozwi¡zaniach CAMe16 (FI) i SEM.

6.7.3. Utwierdzona powªoka walcowa obci¡»ona siª¡
W pracy Stander, Matzenmiller i Ramm [1989] zaproponowano przy-

kªad w formie przepoªowionego cylindra obci¡»onego siª¡ skupion¡, podany na
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rys. 6.7.11 (L = 3,04, R = 1,01, h0 = 0,03, E = 2,065×107, ν = 0,3, Pref = 1000).
Warunki brzegowe wzdªu» przepoªowienia odpowiadaj¡ symetrii, jedna strona
czoªowa jest utwierdzona, druga swobodna.

Rys. 6.7.11. Utwierdzona powªoka walcowa: schemat zadania, posta¢ deformacji.

Pierwotne zainteresowanie przykªadem wzbudziªa zamieszczona w pracy
Stander, Matzenmiller i Ramm [1989] zaskakuj¡co dobra zbie»no±¢ elementu
S16 (FI), zarówno w przypadku liniowym (zob. rys. 6.7.12) jak i nieliniowym (zob.
rys. 6.7.13).

Elementy 16-w¦zªowe S16, SELe16 i CAMe16 przy peªnym caªkowaniu
(FI) w przypadku zgrubnych siatek podziaªu winny przesztywnia¢ rozwi¡zanie.

Rys. 6.7.12. Utwierdzona powªoka walcowa: zbie»no±ci podziaªu, rozwi¡zania liniowe.
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Rys. 6.7.13. Utwierdzona powªoka walcowa: porównawcze rozwi¡zania nieliniowe.

W pracy Stander, Matzenmiller i Ramm [1989] nie obserwuje si¦ jednak
istotnych efektów blokady, nawet przy dyskretyzacji S16 (FI) 4× 4 dla caªej kon-
strukcji. Analiza obci¡»enia, podziaªu i symetrii ukªadu oraz wyników oblicze«
wskazuje, »e ¹ródªem tak dobrej zbie»no±¢ jest pomyªka liczbowa w prezentacji
wyników (rys. 6.7.12 i 6.7.13). Potwierdzenie tego wniosku mo»na odnale¹¢ tak»e
w pracy Parisch [1991].

Przykªad jest interesuj¡cy ze wzgl¦du na sposób ksztaªtowania si¦ fali de-
formacji, szczególnie wzdªu» kraw¦dzi utwierdzenia przegubowo�przesuwnego
(rys. 6.7.14 i 6.7.15).

W rozwi¡zaniach wªasnych uwzgl¦dniamy symetri¦, dyskretyzuj¡c 1/2 kon-
strukcji w siatce N × 2N elementów odpowiadaj¡cej w przybli»eniu równo-
±ci boków rozwini¦tej konstrukcji45. W zakresie liniowym badano zbie»no±¢
podziaªu (rys. 6.7.12) oraz dziaªanie procedury γ-stabilizuj¡cej postacie pa-
so»ytnicze (rys. 6.7.15) przy caªkowaniu zredukowanym (URI). Liniow¡ ana-
liz¦ zbie»no±ci podziaªu ró»nych elementów przedstawiono na rys. 6.7.12, gdzie
tak»e zamieszczono dyskutowane rozwi¡zania z pracy Stander, Matzenmil-
ler i Ramm [1989] uzyskane elementami S16 oraz SA446. Porównanie rozwi¡-
za« elementami 16-w¦zªowymi caªkowanymi w sposób peªny (FI), tj. S16 wedªug
Stander, Matzenmiller i Ramm [1989] w siatce N ×N i SELe16 (CAMe16)

45Podwojona liczba elementów na boku prostym w stosunku do dyskretyzacji z prac Stan-
der, Matzenmiller i Ramm [1989] oraz Parisch [1991].

46Element SA4 jest 4-w¦zªowym, biliniowym, izoparametrycznym, zdegenerowanym elemen-
tem powªokowym, wykorzystuj¡cym koncepcj¦ dwustopniowej interpolacji odksztaªce« wedªug
Dvorkin i Bathe [1984]. Pewnym odpowiednikiem SA4 jest element wªasny ASCe4.
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Rys. 6.7.14. Utwierdzona powªoka walcowa: obrót wzdªu» brzegu, rozwi¡zania nieliniowe.

Rys. 6.7.15. Utwierdzona powªoka walcowa: γ-stabilizacja, rozwi¡zania liniowe.

w siatce N × 2N wskazuje, »e na redukcj¦ blokady bardziej istotny wpªyw ma
zag¦szczanie podziaªu w kierunku obwodowym (zakrzywionym) ni» w kierunku
tworz¡cej.

Zbie»no±¢ elementów 16-w¦zªowych (FI) jest znacznie wolniejsza (rys. 6.7.12),
ni» elementów 4- i 9-w¦zªowych sformuªowa« alternatywnych oraz przemiesz-
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czeniowych caªkowanych w sposób zredukowany (URI) z γ-stabilizacj¡. Jednak
szybko zbie»ne rozwi¡zania elementami CAMe9 i CAMe4 (URI) z γ-stabilizacj¡
oraz ASCe9 (zbiegaj¡ce si¦ od góry) obarczone s¡ formami paso»ytniczymi, ujaw-
niaj¡cymi si¦ wyra¹nie na obrotach. Na rys. 6.7.15 zamieszczono wyniki u»ycia
do elementu 4- i 9-w¦zªowego CAM (URI) procedury γ-stabilizuj¡cej postacie

Rys. 6.7.16. Utwierdzona powªoka walcowa: porównanie nieliniowych rozwi¡za« wªasnych.

Rys. 6.7.17. Utwierdzona powªoka walcowa: porównanie nieliniowych rozwi¡za« wªasnych.
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paso»ytnicze. Przedstawia on zale»no±¢ ugi¦cia w(a) pod siª¡ w funkcji γ z dwóch
siatek podziaªu. Wpªyw wspóªczynnika �ltracji γ na ugi¦cia w(a) uwidacznia si¦
dla γ > 10−6.

Porównanie wyników rozwi¡za« nieliniowych z prac Stander, Matzenmil-
ler i Ramm [1989] oraz Parisch [1991] z ich odpowiednikami w ramach rozwi¡-
za« wªasnych zawiera rys. 6.7.13. Wyniki wªasnych rozwi¡za« nieliniowych dla
ró»nych sformuªowa« elementów sko«czonych podajemy na rys. 6.7.14÷6.7.17.
Przedstawiaj¡ one ugi¦cie w(a) pod siª¡ oraz przesuni¦cie poziome u(b) ko«ca
brzegu powªoki na kraw¦dzi podparcia w funkcji parametru obci¡»enia λ.

Podziaªy (1/4 obwodu × dªugo±¢) dotycz¡ poªowy symetrycznej cz¦±ci kon-
strukcji. Reprezentatywne dane liczbowe rozwi¡za« wªasnych zamieszczamy
w tab. 6.7.2. Ponadto, przy domniemanej na podstawie pracy Stander, Mat-
zenmiller i Ramm [1989] dyskretyzacji SEL 2×4e16 (FI), rys. 6.7.13 zawiera
rozwi¡zanie pokazuj¡ce efekt blokady oraz rozwi¡zania CAM i SEL 7×14e16 (FI)
nawi¡zuj¡ce do pozostaªych wyników.

Tabela 6.7.2. Utwierdzona powªoka walcowa: przemieszczenia punktów (a) i (b),
CAM 7×14e16 (FI), Pref = −1000, αt = 0,01.

0,5× Λ v(a) −w(a) (ψ2)(a) u(b) v(a) (ψ2)(b)

0,05 −0,00146 0,05385 0,14638 0,00704 0,001241 0,00113
0,1 0,00791 0,15913 0,40331 0,01280 0,002749 0,00532
0,15 0,03104 0,27405 0,59905 0,02231 0,004759 0,00863
0,2 0,05730 0,37462 0,70623 0,03777 0,007238 0,00669
0,25 0,08989 0,48701 0,76132 0,06306 0,010664 −0,00524
0,279857 0,12059 0,58337 0,78585 0,09000 0,014050 −0,02453
0,315988 0,18099 0,75012 0,82590 0,14492 0,021337 −0,06888
0,366159 0,29970 1,0249 0,89008 0,22928 0,033548 −0,12616
0,403167 0,35812 1,1440 0,92245 0,25154 0,035869 −0,13243
0,455108 0,41196 1,2530 0,95213 0,25998 0,035105 −0,12634
0,55511 0,47571 1,3863 0,98835 0,25159 0,029985 −0,10500
0,70511 0,53020 1,5180 1,0194 0,22033 0,020856 −0,07199
0,85511 0,56280 1,6155 1,0382 0,18146 0,012438 −0,04229
1,00511 0,58471 1,6941 1,0517 0,13994 0,005352 −0,01596

Porównanie rozwi¡za« S16 i SA4 z pracy Stander, Matzenmiller
i Ramm [1989] z odpowiednikami wªasnymi SELe16 i ASCe4 wykazuje daleko
posuni¦t¡ zgodno±¢, podczas gdy (jak podano w Parisch [1991]) rozwi¡za-
nie47 SHEL4 jest do poziomu obci¡»enia rz¦du 0,5 wyra¹nie przesztywnione.

47Opisany w pracy Parisch [1991] element SHEL4 jest 4-w¦zªowym, biliniowym, izopa-
rametrycznym (przekrojowym) elementem powªokowym zbudowanym wg koncepcji degene-
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Poszukuj¡c wyja±nienia przyczyn rozbie»no±ci rozwi¡za« SA4 i SHEL4
(rys. 6.7.13), Parisch [1991] dochodzi do dziwnego, bo nie potwierdzonego bada-
niami, wniosku, »e ró»nice te mog¡ by¢ zwi¡zane z istnieniem punktu bifurkacji
w przedziale [0,4 , 0,5] i stowarzyszonej z nim ±cie»ki wtórnej.

Na rysunkach 6.7.13, 6.7.16 i 6.7.17 zaobserwowano, w ramach rozwi¡za«
wªasnych, lokalne przegi¦cia krzywych dla zgrubnych dyskretyzacji elementami
wy»szego rz¦du 9- i 16-w¦zªowymi48. Przeginanie si¦ krzywych zaczyna si¦ wcze-
±niej i jest tym silniejsze, im bardziej zgrubna jest siatka podziaªu, a zanika
przy g¦stszej dyskretyzacji (por. Crisfield i Peng [1996]). Porównanie rozwi¡-
za« SELe16 (FI) w siatkach 4×4 i 4×8 (rys. 6.7.13, odpowiednio SEL-CAM na
rys. 6.7.16 i 6.7.17) wskazuje na istotny wpªyw zag¦szczenia dyskretyzacji w kie-
runku tworz¡cej (bok prosty). Pewnego wytªumaczenia mechanizmu powstawania
przegi¦¢ ±cie»ki rozwi¡zania mo»na doszuka¢ si¦ analizuj¡c propagacj¦ deformacji
na rys. 6.7.14 (por. deformacj¦ boku, rys. 6.7.11). Zaznaczmy, »e zamieszczone
na rys. 6.7.14 rozwi¡zania SELe16 (FI) i SEMm1 e9 s¡ wolne od postaci paso»yt-
niczych.

6.7.4. Swobodna powªoka cylindryczna obci¡»ona par¡ siª
samozrównowa»onych

Swobodna cienka powªoka cylindryczna z rys. 6.7.18, obci¡»ona w ±rodku par¡
samozrównowa»onych siª rozci¡gaj¡cych (R = 4,953, L = 10,35, h0 = 0,094,
E = 10,5 × 106, ν = 0,3125, Pref = 1), jest popularnym testem efektywno±ci
sformuªowa« elementów powªokowych. W rozwi¡zaniach wykorzystuje si¦ po-
trójn¡ symetri¦, dyskretyzuj¡c jedynie 1/8 konstrukcji.

W pocz¡tkowym stadium deformacji geometria, sposób obci¡»enia i warunki
brzegowe sprzyjaj¡ powstawaniu du»ych, prawie sztywnych ruchów znacznych
fragmentów cylindra (zob. rys. 6.7.20 i 6.7.22). W tej fazie deformacji dominuje
zgi¦ciowa praca powªoki. Zaawansowany stan deformacji nieliniowej charakte-
ryzuje wzmocnienie, pojawiaj¡ce si¦ w wyniku coraz silniejszego udziaªu stanu
membranowego w pracy powªoki. W fazie przej±ciowej pojawia si¦ przegi¦cie krzy-
wej rozwi¡zania (odci¡»enie, zjawisko przeskoku) (rys. 6.7.19, tak»e rys. 6.7.21
i 6.7.23), któremu towarzyszy zapadanie si¦ boków ze zmian¡ znaku ich krzywizny
(rys. 6.7.18 i 6.7.20).

racji. W opisie kinematyki u»yto ogólnej macierzy obrotu z osobliwo±ci¡ na kierunku nor-
malnym do powierzchni ±rodkowej. Osobliwo±¢ obrotów eliminuje si¦ albo przez transforma-
cj¦ do lokalnego ukªadu w¦zªa z dwoma obrotowymi stopniami swobody, albo przez doda-
nie sztucznej sztywno±ci obrotowej. Do eliminacji efektu blokady przez ±cinanie wykorzy-
stano koncepcj¦ dwustopniowej interpolacji odksztaªce« postaciowych wg Dvorkin i Bathe
[1984].

48Maªa liczba punktów rozwi¡zania S16 nie pozwala rozstrzygn¡¢ o wyst¦powaniu �przegi¦¢�
w Stander, Matzenmiller i Ramm [1989]. Nie prowadzili±my wªasnych bada« zgrubych dys-
kretyzacji elementami 4-w¦zªowymi, nie ma ich równie» w pracach Stander, Matzenmiller
i Ramm [1989] i Parisch [1991] traktuj¡cych o elementach 4�w¦zªowych.
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Rys. 6.7.18. Swobodna powªoka cylindryczna: schemat zadania, posta¢ deformacji.

Rys. 6.7.19. Swobodna powªoka cylindryczna: porównanie rozwi¡za« nieliniowych.

Z obliczeniowego punktu widzenia ksztaªt i sposób deformacji czyni¡ zada-
nie podatnym na blokad¦ przy stosowaniu caªkowania peªnego (FI) oraz umo»-
liwiaj¡ równie» wyzwolenie si¦ form paso»ytniczych przy caªkowaniu zredukowa-
nym (RI), prowadz¡c nawet do osobliwo±ci ukªadu. Te cechy ukªadu, oraz istnienie
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Rys. 6.7.20. Swobodna powªoka cylindryczna: deformacja przekroju, ró»ne fazy obci¡»enia.

Rys. 6.7.21. Swobodna powªoka cylindryczna: zjawisko przeskoku.

analitycznego liniowego rozwi¡zania przybli»onego (Timoshenko i Woinow-
sky-Krieger [1959]), zadecydowaªy zapewne o popularno±ci tego zadania jako
testu efektywno±ci elementów sko«czonych. Wyniki bada« (szczególnie liniowych)
mo»na znale¹¢ w bardzo wielu pracach. Tutaj analizujemy to zadanie w zakresie
nieliniowym.

Na rys. 6.7.19 porównano dwa rozwi¡zania wªasne CAM 9×9e16 (FI)
i SEMm1 15×15e4 z czterema wynikami z literatury. Krzywe przedstawiaj¡ ugi¦-
cie w(a) w miejscu przyªo»enia siªy oraz przesuni¦cie poziome u(b) w ±rodku boku
cylindra w funkcji obci¡»enia P . Reprezentatywne dane liczbowe rozwi¡za« wªa-
snych zestawiono równie» w tab. 6.7.3.
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Rys. 6.7.22. Swobodna powªoka cylindryczna: przemieszczenia tworz¡cej w pªaszczy¹nie siª.

Naniesione na rys. 6.7.19 wyniki z pracy49 Harte [1982] s¡ jednym z pierw-
szych rozwi¡za« nieliniowych tego zadania. Zakres analizy obj¡ª pierwsz¡ (gi¦tn¡)
faz¦ deformacji, podczas której ugi¦cie w(a) pod siª¡ osi¡ga 17-krotn¡ grubo±¢
powªoki50. Kolejne rozwi¡zania przedstawione na rys. 6.7.19 pochodz¡ z pracy51
Gruttmann [1988] (Gruttmann, Stein i Wriggers [1989]) oraz z prac52
Sansour i Bufler [1992], Sansour i Bednarczyk [1995]. W obu ostatnich

49Sformuªowanie u»yte w Harte [1982] bazuje na teorii typu K�L w zakresie umiarkowa-
nych obrotów, prowadz¡cej do elementów sko«czonych klasy C1. Dyskutowany wynik uzyskano
dwukrzywiznowym trójbocznym elementem trzyw¦zªowym NACS54 o osiemnastu w¦zªowych
stopniach swobody. Trzy niezale»ne parametry teorii (translacje) aproksymuje si¦ w krzywoli-
niowej bazie lokalnej w sposób jednolity wielomianami pi¡tego stopnia wg Cowper, Lindberg
i Olson [1970]. Macierze elementowe caªkuje si¦ numerycznie z wykorzystaniem reguªy 21-
punktowej.

50W pracy Chró±cielewski i Nolte [1985] zamieszczono wyniki otrzymane ele-
mentem zgodnym z NACS54 wedªug Harte [1982] (Harte i Eckstein [1986]),
zrealizowanym jednak na komputerze wektorowym. W analizowanym zakresie, za-
chowuj¡c t¦ sam¡ dyskretyzacj¦ (8 elementów, 114 stopni swobody), otrzymano
identyczne z Harte [1982] wyniki liczbowe (siªa : ugi¦cie pod siª¡) {(P : w(a))} =
{ (0,6 : 0,52) , (1,4 : 1,03) , (2,75 : 1,44) , (4,33 : 1,72) ,(6,0 : 1,88) }.

51Gruttmann [1988] opracowaª 4-w¦zªowy powªokowy element przemieszczeniowy typu
Timoszenko�Reissnera caªkowany selektywnie (SRI) z γ-stabilizacj¡.

52W tych pracach opisano 4- i 9-w¦zªowe elementy hybrydowe, sformuªowane na bazie mie-
szanych zasad wariacyjnych. Elementy te maj¡ po sze±¢ w¦zªowych stopni swobody. �ródªem
obrotowych stopni swobody w Sansour i Bufler [1992] jest wyprowadzenie tensora obrotu
z rozkªadu polarnego gradientu deformacji, za± w Sansour i Bednarczyk [1995] jest to teo-
ria Cosserat. W tych pracach (jak i innych tych autorów) brakuje jednak przykªadów, przy
rozwi¡zaniu których byªaby konieczno±¢ u»ycia szóstego stopnia swobody.
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pracach wyst¦puj¡ jako±ciowe ró»nice w fazie przej±ciowej rozwi¡zania. Znikanie
przegi¦cia ±cie»ki rozwi¡zania nast¦puje albo w wyniku zag¦szczenia podziaªu,
albo jest tªumaczone zmian¡ teorii (Sansour i Bufler [1992] tªumacz¡ to
�wymuszeniem symetrii tensora rozci¡gni¦cia�). W tym kontek±cie, komentuj¡c
rys. 6.7.19 � np. za stwierdzeniem u»ytym w pracy Sansour i Bufler [1992]
� mo»na uzna¢, »e wszystkie wyniki w pierwszym zakresie deformacji pozostaj¡
w �dobrej zgodno±ci�, a �pewne� rozbie»no±ci pojawiaj¡ si¦ dopiero w zaawanso-
wanym zakresie rozwi¡zania.

Na rys. 6.7.19 i 6.7.21 podajemy (w powi¦kszeniu) przebieg rozwi¡za« wªa-
snych w zaawansowanym zakresie deformacji oraz w miejscu przegi¦cia ±cie»ek
równowagi. Rozwi¡zania, ukªadaj¡ce si¦ jako trzy pierwsze krzywe od lewej na
rys. 6.7.21, przedstawiaj¡ zbie»no±¢ podziaªu elementu CAMe16 z peªnym caª-
kowaniem (FI). Wyra¹nie widoczne jest ksztaªtowanie si¦ przegi¦cia krzywej roz-
wi¡zania wraz z zag¦szczaniem podziaªu CAMe16.

Rozwi¡zanie 5-parametrowym elementem zdegenerowanym 9×9 SELe16 (FI)
w tym zadaniu pokrywa si¦ praktycznie z odpowiednikiem 6-parametrowym
9×9 CAMe16 (FI), nie wykazuj¡c jako±ciowych zmian mi¦dzy teori¡ o syme-
trycznych (SEL) i niesymetrycznych (CAM) miarach odksztaªce«. W najbardziej
odbiegaj¡cym od pozostaªych rozwi¡zaniu 8×8 ASCe9 z rys. 6.7.23, w zaawan-
sowanym zakresie wzrostu obci¡»enia wyst¡piªy wyra¹ne formy paso»ytnicze na
obrotach (sªabo widoczne w translacjach). Skªonno±¢ do wyzwalania si¦ postaci
paso»ytniczych w zaawansowanym zakresie rozwi¡zania mo»e by¢ efektem silnej
zmienno±ci k¡ta obrotu, wyst¦puj¡cej wzdªu» tworz¡cej w pobli»u punktu przy-
ªo»enia siªy (por. wolne od form paso»ytniczych rozwi¡zania 9×9 CAMe16 (FI),
rys. 6.7.22, P = 60).

Rys. 6.7.23. Swobodna powªoka cylindryczna: zestawienie rozwi¡za« wªasnych.
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Tabela 6.7.3. Swobodna powªoka cylindryczna: przesuni¦cia punktów (a) i (b),
(FI), αt = 0,01.

CAM 9× 9e16 SEMm1 8× 8e9

P w(a) u(b) P w(a) u(b)

1 0,81772 0,86419 1 0,81935 0,86475
3 1,5209 1,8988 3 1,5271 1,9011
5 1,8261 2,4517 5 1,8366 2,4560

10 2,1585 3,0775 10 2,1774 3,0857
15 2,3203 3,3807 15 2,3451 3,3908
20,2112 2,4434 3,6634 20,0569 2,4671 3,6476
20,5636 2,4562 3,7330 20,7839 2,4908 3,7545
20,5995 2,4610 3,7754 20,8009 2,4954 3,7965
20,5557 2,4701 3,8612 20,7138 2,5037 3,8802
20,6050 2,4823 3,9420 20,6951 2,5150 3,9596
20,8485 2,4978 4,0156 20,8291 2,5295 4,0321
22,5 2,5449 4,1698 22,5 2,5892 4,2278
25 2,5839 4,2654 25 2,6292 4,3226
30 2,6345 4,3688 30 2,6781 4,4178
40 2,7024 4,4867 40 2,7451 4,5283
50 2,7537 4,5657 50 2,7978 4,6057
60 2,7971 4,6277 60 2,8435 4,6684

6.7.5. Swobodna powªoka paraboloidalno-hiperboliczna
zginana par¡ momentów

Przykªad z rys. 6.7.24 jest zmody�kowan¡ wersj¡ zadania zaproponowanego
w pracy Ding [1989] (równie» Ba³ar i Ding [1990]). Powªoka jest paraboloid¡
hiperboliczn¡ o równaniu z = c(y2 − x2)/2a2, x ∈ [−(

√
2a− d

2), (
√

2a− d
2)

]
,

y ∈ [−√2a,
√

2a
]
, rozpi¦t¡ na rzucie kwadratu o boku 2a i wyniosªo±ci c wzgl¦-

dem punktu siodªowego. Na obu dolnych ko«cach, obci¦tych na szeroko±ci d,
zadano samorównowa»¡ce si¦ stronami, liniowo rozªo»one wzdªu» d obci¡»enie
zwijaj¡cym powªok¦ momentem o intensywno±ci λmref o kierunku osi y. Dane
liczbowe przyj¦to wg Ding [1989]: a = 10, c = 5,

√
2d = 1,25, h0 = 0,2, E = 104,

ν = 0, mref = 5.
W pracy Ding [1989] na kraw¦dzi obci¦cia rogu zaªo»ono swobodnie prze-

suwne podparcie, umo»liwiaj¡ce ±lizganie si¦ powªoki w klinie wzdªu» normalnej
(rys. 6.7.24). Z kolei w Ba³ar i Ding [1990] podano, »e powªoka podparta jest
tylko w dwóch punktach (a) i (a′). To zadanie badali równie» Stander, Matzen-
miller i Ramm [1989], nakªadaj¡c zerowe warunki brzegowe na przemieszcze-
nia membranowe normalne do brzegu wzdªu» obci¦cia53 (co odpowiada opisowi

53W przypadku sformuªowa« odnosz¡cych translacje bezpo±rednio do ukªadu globalnego
(zwyczajowo elementy klasy C0, jak np. w Stander, Matzenmiller i Ramm [1989]), realiza-
cja omawianych warunków brzegowych wymaga albo transformacji zale»no±ci elementowych do
lokalnych w¦zªowych ukªadów wspóªrz¦dnych (tzw. ukªadów sko±nych), pokrywaj¡cych si¦ z kie-
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Rys. 6.7.24. Swobodna paraboloida hiperboliczna: schemat zadania, posta¢ deformacji.

z Ding [1989]). W przypadku podparcia w pojedynczych punktach (a) i (a′)
(jak sugeruje tekst Ba³ar i Ding [1990]), reakcja jest równa zero i zadanie jest
równowa»ne powªoce swobodnej. W warunkach podparcia wzdªu» caªej kraw¦dzi
(Stander, Matzenmiller i Ramm [1989] oraz Ding [1989]) wyst¦puje samo-
zrównowa»ony lokalny rozkªad reakcji. Mo»na oczekiwa¢, »e rozwi¡zanie zadania
b¦dzie bliskie (z wyª¡czeniem strefy podporowej) rozwi¡zaniu powªoki swobodnej.

W badaniach wªasnych rozwa»amy powªok¦ swobodn¡, unikaj¡c niedomó-
wie« zwi¡zanych z realizacj¡ warunków brzegowych. Wykorzystujemy podwójn¡
symetri¦, dyskretyzuj¡c tylko 1/4 konstrukcji. Podziaª na elementy konstruujemy
na pªaszczy¹nie z = 0. W¦zªy na liniach równolegªych do osi y rozmieszczamy
w równych odst¦pach. W kierunku drugim (zwi¡zanym z x) odst¦p mi¦dzy w¦-
zªami przyjmujemy jako odwrotnie proporcjonalny do numeru jego pozycji li-
czonej od osi y. Zaczynaj¡c od brzegu (i = 1), odst¦p obliczamy wedªug reguªy
∆xi = i ∆Lx
, gdzie ∆Lx = Lx/(

∑N−1
j=1 j), ∆Lx jest dªugo±ci¡ do podziaªu, a N

� przyj¦t¡ liczb¡ w¦zªów w kierunku x.
Badania wªasne koncentrujemy na zakresie nieliniowym zadania. Jednak dla

kompletno±ci w tab. 6.7.4 zamieszczamy równie» wyniki rozwi¡za« liniowych,
gªównie z dyskretyzacji branych pod uwag¦ w analizie nieliniowej. Nale»y zauwa-

runkiem nakªadanych warunków brzegowych, albo u»ycia tzw. elementów kierunkowych. Nale»y
jednak pami¦ta¢, »e elementy kierunkowe charakteryzuje du»a sztywno±¢ (�blokuj¡ca� kierunek),
która mo»e pogarsza¢ uwarunkowanie ukªadu, prowadz¡c nawet do osobliwo±ci. W sformuªo-
waniach operuj¡cych bezpo±rednio lokalnym ukªadem wspóªrz¦dnych powierzchniowych (zwy-
czajowo elementy klasy C1, jak np. u Harte [1982]) tego typu warunki brzegowe s¡ naturalne
i ich realizacja numeryczna nie stwarza trudno±ci.
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»y¢, »e rozwi¡zanie 24×8 SEMm1 e4 jest znacznie przesztywnione w stosunku do
pozostaªych.

Tabela 6.7.4. Swobodna paraboloida hiperboliczna: rozwi¡zania liniowe, przemieszczenia
punktów (a) i (c), mref = 5.

Sformuªowanie Dyskretyzacja −u(a) −w(a) q(a) q(c) �Obrót�
CAM 4×2e16 1,5466 2,9978 2,2578 2,9308 1,1447
(FI) 8×3e16 1,5805 3,0804 2,3073 2,9950 1,1581

12×4e16 1,5827 3,0854 2,3105 2,9992 1,1588
SEM 12×4e9 1,5778 3,0757 2,3033 2,9899 1,1571
m1 24×8e4 1,0508 1,8685 1,5340 1,9912 1,0193
ASC 12×4e9 1,5934 3,1036 2,3261 3,0195 1,1655

24×8e4 1,5735 3,0742 2,2970 2,9817 1,1498
SEL 4×2e16 1,5478 2,9991 2,2595 2,9330 1,1521
(FI) 8×3e16 1,5833 3,0849 2,3114 3,0003 1,1670
S16 8×3e16 wg pracy Stander, 2,771 1,167
(FI) 16×6e16 Matzenmiller i Ramm [1989], 2,80 1,17
SA4 24×8e4 (powªoka na brzegu 2,696 1,145

46×16e4 w klinie wzdªu» normalnej) 2,795 1,166

Analiz¦ nieliniow¡ wykonano na tej samej siatce w¦zªów 25 × 9 (elemen-
tami 4- i 9-w¦zªowymi) lub w zbli»onej siatce 25 × 10 w¦zªów (elementami
16-w¦zªowymi). Porównanie ró»nych sformuªowa« wªasnych przedstawiamy na
rys. 6.7.25. W tab. 6.7.5 zestawiono reprezentatywne dane liczbowe rozwi¡zania
CAM 8×3e16 (FI) oraz dost¦pne wyniki liczbowe z prac Stander, Matzenmil-
ler i Ramm [1989] i Ding [1989].

Rys. 6.7.25. Swobodna paraboloida hiperboliczna: krzywe deformacji.
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Tabela 6.7.5. Paraboloida hiperboliczna: rozwi¡zania nieliniowe, przemieszczenia
punktów (a) i (c), mref = 5.

CAM∗ 8×3e16 (FI, αt = 0,01) SA4∗∗ 12×4e4

λ −u(a) −w(a) −ψ1 q(a) q(c) q(a) −ϕ2 q(c)

rad (·)◦ (·)◦
0,5 1,1967 1,7158 0,64641 37,037 2,2677 1,7470 1,8567 34,32
1 3,1205 3,2409 1,3687 78,421 5,9133 4,5554 5,1118 74,49
1,5 5,2935 4,0395 2,0943 120,00 10,031 7,7276 9,0081 116,37
2 7,3228 4,1129 2,8117 161,10 13,877 10,690 12,8471 160,85
2,5 8,9708 3,6615 3,5208 201,73 16,999 13,096 15,9420 207,55
3 10,146 2,9389 4,2223 241,92 19,226 14,811 17,8904 244,00
3,5 10,883 2,1730 4,9168 281,71 20,623 15,887 19,4014 292,43
4 11,298 1,5175 5,6046 321,12 21,409 16,493 20,2423 352,79
4,5 11,533 1,0351 6,2855 360,13 21,855 16,836 osobliwo±¢; Stander,

5 11,713 0,70999 6,9599 398,77 22,196 17,099 Matzenmiller
5,5 11,910 0,48221 7,6239 436,82 22,569 17,387 i Ramm [1989]
6 12,144 0,28066 8,2835 474,61 23,013 17,728 KLFR54∗∗ 20e3 C1

6,5 12,391 0,05807 8,9328 511,81 23,481 18,089 Ding [1989]
7 12,609 −0,19178 9,5513 547,25 23,894 18,407 620,0 18,57
∗ � powªoka swobodna
∗∗ � powªoka ±lizgaj¡ca si¦ w klinie danym normalnymi na brzegu (a)

W zakresie nieliniowym rozwi¡zanie 24×8 SEMm1 e4 jest równie» przesztyw-
nione54. Tak»e rozwi¡zanie ASCe9 (podziaª 12×4) w zaawansowanej fazie de-
formacji λ > 4 okazaªo si¦ rozbie»ne. Zaskakuj¡cym jest fakt, »e we wszystkich
rozwi¡zaniach z pracy Stander, Matzenmiller i Ramm [1989] powy»ej po-
ziomu λ = 4 wyst¡piªy trudno±ci z uzyskaniem rozwi¡zania. Fakt ten, tylko
na podstawie obserwacji �konsystentnie� zlinearyzowanej macierzy stycznej, po-
wi¡zano z obecno±ci¡ w tym zakresie deformacji punktu bifurkacji. Jednak nie
przytoczono wyników gª¦bszych bada« potwierdzaj¡cych istnienie punktu bifur-
kacji rozwi¡zania. W naszych rozwi¡zaniach (z wyª¡czeniem ASCe9) nie wyst¡-
piªy kªopoty ze zbie»no±ci¡ w caªym badanym zakresie zmienno±ci obci¡»enia
λ = {0,5, 1, 1,5, . . . , 6,5, 7}. �adnych uwag na temat kªopotów ze zbie»no±ci¡
rozwi¡za« nie ma tak»e w pracach Ding [1989] oraz Ba³ar i Ding [1990].

Przy poziomie obci¡»enia λ = 7 ró»nica pomi¦dzy uzyskan¡ w rozwi¡zaniu
wªasnym warto±ci¡ k¡ta obrotu a warto±ci¡ podan¡ w pracy Ding [1989] (Ba³ar
iDing [1990]) jest bardzo du»a. Rysunek 6.7.26 przedstawia deformacj¦ konturów
wyci¦tych pªaszczyznami symetrii. Nale»y zauwa»y¢, »e k¡t 360◦ + 180◦ = 540◦
odpowiada prawie zawini¦ciu ko«ca powªoki w kon�guracji λ = 7 z rys. 6.7.26
(547,25◦), a odpowiadaj¡cy temu obci¡»eniu podany w pracy Ding [1989] k¡t

54To przesztywnienie jest wynikiem wra»liwo±ci modelu interpolacji m1 elementu SEMe4 na
dystorsj¦ siatki podziaªu. Okazuje si¦, »e zastosowanie tzw. triku Taylora prowadzi do zdecy-
dowanej poprawy rozwi¡zania i praktycznego zaniku ró»nic.
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Rys. 6.7.26. Swobodna paraboloida hiperboliczna: deformacja przekroju, ró»ne fazy
obci¡»enia.

620◦ jest wi¦kszy a» o ponad 70◦(!). Mimo tak wyra¹nych ró»nic, efekt ten trudno
dostrzec na zbli»onych do rys. 6.7.26 pogl¡dowych rysunkach z prac Ding [1989]
oraz Ba³ar i Ding [1990]. �ródªo tych ró»nic w rozwi¡zaniach mo»e by¢ wie-
lorakie: nieco inne warunki brzegowe, wpªyw podziaªu na lokaln¡ deformacj¦
w obr¦bie obci¡»enia, realizacja rozªo»enia obci¡»enia, inne poªo»enie punktu
odczytu warto±ci na brzegu, niewªa±ciwe przeªo»enie parametrów obrotowych na
j¦zyk stopni itp. Nie mo»na równie» wykluczy¢, »e obserwowana ró»nica jest efek-
tem nieco odmiennych sformuªowa« teorii powªok i elementów sko«czonych (por.
p. 6.4.5).

6.7.6. Segment sfery z otworem w swobodnym locie bez udziaªu siª grawitacji
Zadanie z rys. 6.7.27 � wycinek kulistej powªoki z otworem obci¡»ony par¡

siª55 w swobodnym locie bez udziaªu siª grawitacji � rozwa»ano w pracy Simo,
Rifai i Fox [1992].

W obliczeniach wªasnych za MacNeal i Harder [1985] (zob. p. 6.7.1) przy-
j¦li±my nast¦puj¡ce dane liczbowe: R = 10, h0 = 0,04, α = 18◦, E = 6,825× 107,
ν = 0,3, Pref = 10 oraz ρ0 = 25 tak, aby m0 = ρ0h0 = 1. Rozwa»ono trójk¡tn¡
funkcj¦ zmiany obci¡»enia w czasie, wzrastaj¡c¡ od 0 do warto±ci 50 w ci¡gu 3 s,

55Pierwotnie przykªad ten zaproponowany zostaª przez MacNeal i Harder [1985] jako test
statyki (zob. p. 6.7.1).
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Rys. 6.7.27. Segment sfery z otworem w locie: A) schemat zadania, B) sekwencja
kon�guracji, C) funkcja obci¡»enia.

Rys. 6.7.28. Segment sfery z otworem w locie: trajektorie punktów przyªo»enia siª.



6.7. Powªoki o du»ej wiotko±ci, blokada i postacie paso»ytnicze 531

a nast¦pnie malej¡c¡ do 0 w ci¡gu kolejnych 3 s (rys. 6.7.27). Powªok¦ zdyskrety-
zowano w siatce 8×8 16-w¦zªowych elementów CAM caªkowanych w sposób peªny
(FI). Dynamiczne równania ruchu caªkowano z krokiem czasowym ∆t = 0,1 s.

Rys. 6.7.29. Segment sfery z otworem w locie: energia ukªadu.

Sekwencj¦ kolejnych kon�guracji powªoki, obrazuj¡cych jej deformacj¦ w rów-
nych 5 s odst¦pach czasu, pokazano na rys. 6.7.27. Rysunek 6.7.28 pokazuje tra-
jektorie punktów (a) i (b) przyªo»enia siª zrzutowane na pªaszczyzn¦ wspóªrz¦d-
nych x�z. Na rys. 6.7.29 przedstawiono wykres zmian energii ukªadu w czasie.
Obrazuje on wzrost energii w okresie odpowiadaj¡cym dziaªaniu obci¡»enia. Po
zaniku obci¡»enia widoczne s¡ maªe oscylacje energii kinetycznej i energii poten-
cjalnej w trakcie swobodnego lotu powªoki, jednak suma obu energii jest równa
dostarczonej do ukªadu pracy obci¡»enia zewn¦trznego i pozostaje staªa w roz-
wa»anym przedziale czasu.

6.7.7. Uwagi
W podrozdziale 6.7 poruszono i pokazano (rys. 6.7.9 i 6.7.10) problem po-

garszania si¦ zbie»no±ci rozwi¡za« wraz z narastaniem deformacji. Zjawisko to,
w kontek±cie uzyskanych wyników, ma proste wyja±nienie. Jest to efekt pogar-
szania si¦, w miar¦ rozwoju deformacji nieliniowej, mo»liwo±ci odtworzenia �
nawet przez coraz g¦stsze siatki dyskretyzacyjne � coraz bardziej skomplikowa-
nej i skracaj¡cej si¦ fali deformacji.

Zapewne silne dystorsje pojedynczych elementów s¡ przyczyn¡ zjawiska �wy-
padania�, z powodu braku zbie»no±ci, kolejnych (brakuj¡cych do kompletu na
rys. 6.7.9 i 6.7.10) rozwi¡za« ASCe4 i ASCe9 przy coraz g¦stszych siatkach po-
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dziaªu. Podobne trudno±ci wyst¡piªy w p. 6.7.4, gdzie rozwi¡zanie ASCe9, w wy-
niku znacznej deformacji, okazaªo si¦ rozbie»ne. Ponadto, model 9-w¦zªowego
elementu ASC nie zawsze redukuje w zadawalaj¡cym stopniu postacie paso»yt-
nicze. Fakty te s¡ wynikiem pewnej matematycznej niekonsystencji sformuªowa«
elementów typu ASC, bazuj¡cych na koncepcji dwustopniowej interpolacji od-
ksztaªce«.

Dziaªanie γ-stabilizacji okazaªo si¦ tak»e tylko cz¦±ciowo skuteczne, gdy»
formy paso»ytnicze ulegaj¡ jedynie silnej redukcji do poziomu maªo widocznego
w skali deformacji. Efektywno±¢ γ-stabilizacji jest zdecydowanie gorsza dla obro-
tów ni» dla translacji. Nale»y równie» zauwa»y¢, »e pola obrotów maj¡ wi¦ksz¡
ni» pola translacji skªonno±¢ do kumulacji form paso»ytniczych. W literaturze po-
wszechnie pokazuje si¦ jedynie uzyskan¡ gªadko±¢ geometrii (czy translacji) jako
sprawdzian skuteczno±ci u»ytej procedury stabilizuj¡cej postacie paso»ytnicze.

6.8. Konstrukcje wielopªatowe pªytowo�powªokowe

6.8.1. Uwagi wst¦pne
Zadania zebrane w tym podrozdziale s¡ cienko±ciennymi formami przestrzen-

nymi o du»ej sztywno±ci konstrukcyjnej, wynikaj¡cej z uksztaªtowania geome-
trycznego. Ich prac¦ charakteryzuje silna interakcja sztywno±ci membranowej ze
sztywno±ci¡ gi¦tn¡ i skr¦tn¡ ukªadu. Pojawia si¦ problem lokalnej utraty sta-
teczno±ci i wpªywu tego zjawiska na stateczno±¢ globaln¡ konstrukcji. Charakte-
rystyczn¡ jest tu bardzo skomplikowana posta¢ ±cie»ek równowagi, opisuj¡cych
rozwi¡zania nieliniowe. Wyst¦puj¡ du»e przesuni¦cia i obroty wªókien material-
nych powªoki.

Wielopªatowy charakter przykªadów upowa»nia do traktowania tych zada«
jako bardziej realnych testów sformuªowa« powªokowych elementów sko«czonych
o trzech obrotowych stopniach swobody. Te elementy sko«czone s¡ bowiem szcze-
gólnie predysponowane do oblicze« powªok o nieregularnej geometrii. W przy-
padku wyst¦powania deformacji, odpowiadaj¡cej prawie sztywnemu przemiesz-
czaniu si¦ du»ych fragmentów konstrukcji, bardzo silnie ujawnia si¦ tendencja do
blokady przy caªkowaniu peªnym (FI), b¡d¹ do powstawania form paso»ytniczych
(a nawet osobliwo±ci) w przypadku stosowania caªkowania zredukowanego (RI).
Dlatego te zadania s¡ tak»e dobrym testem efektywno±ci sformuªowania samych
elementów sko«czonych.

6.8.2. Belka C-owa swobodnie podparta obci¡»ona liniowo,
wspornik C-owy z siª¡ na ko«cu

Jako pierwszy wariant zadania rozpatrujemy belk¦ C-ow¡ (rys. 6.8.1), swo-
bodnie podpart¡ przesuwnie na obu ko«cach (wzdªu» póªki dolnej i po wysoko±ci
±rodnika) i obci¡»on¡ liniowo na kraw¦dzi poª¡czenia ±rodnika z póªk¡ górn¡.
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Rys. 6.8.1. Swobodnie podparta belka C-owa: schemat zadania, postacie deformacji.

Za prac¡56 Lee i Harris [1979] przyj¦to nast¦puj¡ce dane liczbowe: L =
36 in, a = 2 in, b = 6 in, h0 = 0,05 in, E = 107 lb/in2, ν = 0,333, pref =
100 lb/in. W obliczeniach wykorzystujemy symetri¦ ukªadu, dyskretyzuj¡c tylko
1/2 konstrukcji.

W zakresie liniowym, rozwa»aj¡c wywoªane obci¡»eniem pref ugi¦cie pun-
ktu (a), badano wpªyw wspóªczynnika owini¦cia αt na rozwi¡zania uzyskane
ró»nymi elementami sko«czonymi. Wyniki analizy zamieszczono na rys. 6.8.2.
Potwierdzaj¡ one, tak jak w przypadku powªok regularnych, fakt braku wpªywu
wspóªczynnika αt na ugi¦cie u(a) przy warto±ciach αt < 1.

Zadanie charakteryzuj¡ nast¦puj¡ce cechy: a) silne sprz¦»enie stanu membra-
nowego ze stanem zgi¦ciowym i stanem skr¦tnym ukªadu, b) skªonno±¢ do blokady
przy caªkowaniu peªnym (FI), c) powstawanie silnych form paso»ytniczych przy
caªkowaniu zredukowanym (RI), d) skomplikowana posta¢ rozwi¡zania, odpowia-
daj¡ca faªdowaniu si¦ konstrukcji, pojawiaj¡ca si¦ po zakresie umiarkowanych
deformacji (rys. 6.8.3 ±cie»ki �równolegªe� i rys. 6.8.4 �zadry�). Wymienione cechy
czyni¡ analiz¦ bardzo trudn¡. Z tych wzgl¦dów analiz¦ ograniczamy do cz¦±cio-
wego prze±ledzenia rozwi¡zania nieliniowego dla dwóch dyskretyzacji elementami
CAMe16 i BOXe4 (rys. 6.8.3).

Cz¦±ciowe wyniki liczbowe, z pomini¦ciem zªo»onej strefy przej±cia punktu
granicznego (zob. rys. 6.8.4), zawiera tab. 6.8.1. Porównanie rozwi¡za« BOX

56W pracy Lee i Harris [1979] zadanie analizowano w zakresie umiarkowanych deforma-
cji spr¦»ysto�plastycznych, stosuj¡c niedostosowany 4-w¦zªowy pªaski element sko«czony klasy
C1 o sze±ciu stopniach swobody w w¦¹le. Praca ta byªa inspiracj¡ do opracowania algorytmu
i utworzenia pierwowzoru programu BOX (Chró±cielewski [1983]).
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Rys. 6.8.2. Swobodnie podparta belka C-owa: wpªyw αt , rozwi¡zania liniowe.

Rys. 6.8.3. Swobodnie podparta belka C-owa: rozwi¡zanie nieliniowe.

i CAM (rys. 6.8.3, tab. 6.8.1) wskazuje na ograniczony zakres stosowalno-
±ci niedostosowanych elementów typu BOX (p. 5.6.2), sformuªowanych na ba-
zie teorii pªyt von Kármána. W tym ±wietle prezentowane w pracach Lee
i Harris [1979] oraz Chró±cielewski [1983] rozwi¡zania spr¦»ysto-plastyczne
obarczone s¡ znacznym bª¦dem geometrycznym. Rysunek 6.8.5 przedstawia po-
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Rys. 6.8.4. Swobodnie podparta belka C-owa: ±cie»ka deformacji w stre�e punktu
granicznego.

Rys. 6.8.5. Swobodnie podparta belka C-owa: deformacje przekroju w pªaszczy¹nie symetrii.

sta¢ i skal¦ deformacji przekroju poprzecznego w pªaszczy¹nie symetrii. W stre�e
punktu granicznego i dalej ujawnia si¦ istotny wpªyw dyskretyzacji. Pojawiaj¡
si¦ liczne faªdy na ±rodniku (zob. rys. 6.8.1) ±wiadcz¡ce o bogactwie i zªo»o-
no±ci postaci deformacji, do odtworzenia której wymagane s¡ g¦ste siatki po-
dziaªu.
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Tabela 6.8.1. Swobodnie podparta przesuwnie belka C-owa: przemieszczenia punktu (a),
pref = 100 lb/in.

CAM (2+3+2)× 9e16, αt = 0,01 BOX (4+6+4)× 18e4, C1

λ u(a) −w(a) ψ1(a) λ u(a) −w(a) ϕ1(a)

0,2 0,04314 0,08477 0,0257 0,2 0,04188 0,08362 0,0276
0,4 0,12228 0,25544 0,0536 0,4 0,10224 0,21730 0,0627
0,506668 0,30313 0,55956 0,0989 0,5 0,14300 0,30894 0,0853
0,513406 0,32902 0,59432 0,1044 0,525 0,15460 0,33496 0,0932

zªo»ona forma jak na rys. 6.8.3 0,55 0,16714 0,36324 0,1023
0,510351 0,80578 1,1733 −0,0002 BOX e4 � niedostosowany
0,487261 0,93885 1,3266 −0,0370
0,434602 1,1653 1,6058 −0,0960
0,324238 1,5701 2,1561 −0,1549
0,267254 1,7883 2,4598 −0,1533
0,218427 2,0505 2,7637 −0,1238 CAM (2+3+2)× 9e16, αt = 0,01

0,215537 2,0634 2,7976 −0,1240 ±cie»ka B (druga)
0,194616 2,3121 3,0023 −0,0847 λ u(a) −w(a) ψ1(a)

0,186659 2,5308 3,1330 −0,0487 0,184608 2,6611 3,1482 −0,0230
0,182794 2,9019 3,3041 0,0098 0,182006 2,9724 3,2674 0,0265
0,186080 3,3655 3,4593 0,0777 0,186857 3,5945 3,4414 0,1163
0,200078 4,1114 3,6167 0,1761 0,199690 4,2810 3,5531 0,2045
0,225371 5,0480 3,7025 0,2839 0,223644 5,2175 3,6095 0,3097
0,249119 5,7960 3,7088 0,3593 0,251709 6,1483 3,5909 0,3996
0,300238 7,2727 3,6253 0,4834 0,291563 7,3697 3,5027 0,4975
0,316973 7,7552 3,5831 0,5167 0,316042 8,1222 3,4340 0,5452
0,325908 8,0466 3,5548 0,5329 0,320535 8,3000 3,4187 0,5537

0,339084 9,0009 3,3608 0,5913
0,363097 10,129 3,2950 0,6412
0,374532 11,403 3,3057 0,6829
0,363935 12,474 3,4396 0,7062

Badania wieloaspektowe przeprowadzono dla ªatwiejszego do analizy57 wa-
riantu belki wspornikowej (rys. 6.8.6) obci¡»onej na ko«cu siª¡ skupion¡ P .
W analizie nieliniowej belki wspornikowej przyj¦to P = λPref , Pref = 100 lb.

Rysunek 6.8.7 przedstawia ±cie»ki deformacji (przesuni¦cia u, v i w punktu (a)
przyªo»enia siªy w funkcji mno»nika obci¡»enia λ) dla trzech typów elementów

57Zamiana warunków brzegowych na utwierdzenie silnie redukuje mechanizm powstawania
form paso»ytniczych przy stosowaniu caªkowania zredukowanego (RI), co w poª¡czeniu z za-
mian¡ obci¡»enia liniowego na siª¦ skupion¡ znacznie upraszcza przebieg krzywej rozwi¡zania.
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Rys. 6.8.6. Wspornik C-owy: schemat zadania, postacie deformacji.

Rys. 6.8.7. Wspornik C-owy: rozwi¡zanie nieliniowe.

BOXe4 oraz CAMe16 i SELe16 z caªkowaniem peªnym (FI) lub zredukowanym
(URI). Reprezentatywne wyniki liczbowe zawiera tab. 6.8.2. W rozwi¡zaniach 5-
parametrowymi standardowymi elementami zdegenerowanymi SEL zastosowano
modelowanie poª¡czenia prostopadªych pªatów przedstawione na rys. 6.4.2 B,
uci¡glaj¡ce poprzez kraw¦d¹ pole wektorów kierunkowych. Rysunek 6.8.7 ponow-
nie potwierdza ograniczony zakres stosowalno±ci elementu BOXe4. Wyst¦puj¡ce
ró»nice wyników CAMe16 i SELe16 s¡ efektem sposobu modelowania poª¡czenia
pªatów (rys. 6.4.2 B) i typu sformuªowania elementów.

Analiz¦ wpªywu konstytutywnego wspóªczynnika owini¦cia αt przeprowa-
dzono w zakresie liniowym (rys. 6.8.8) i nieliniowym (rys. 6.8.9) dla dyskrety-
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Tabela 6.8.2. Wspornik C-owy: przesuni¦cia punktu (a), CAM (2+3+2)× 9e16, Pref = 100,
αt = 0,01.

Caªkowanie peªne (FI) Caªkowanie zredukowane (URI)
λ u(a) v(a) −w(a) λ u(a) v(a) −w(a)

0,4 0,05241 −0,00606 0,11752 0,4 0,05291 −0,00625 0,11794
0,8 0,12895 −0,01308 0,30214 0,8 0,13018 −0,01348 0,30349
1,1 0,23206 −0,01901 0,54188 1,1 0,23472 −0,01958 0,54561
1,16473 0,27183 −0,02010 0,63805 1,13637 0,25491 −0,02028 0,59212
1,18170 0,30580 −0,01958 0,75093 1,14997 0,27131 −0,02032 0,64538
1,18315 0,33835 −0,01813 0,86670 1,14002 0,29205 −0,01925 0,74250
1,17757 0,37137 −0,01592 0,98461 1,11465 0,32959 −0,01618 0,91815
1,14305 0,49689 −0,00306 1,4017 1,06676 0,41314 −0,00656 1,2702
1,12026 0,67508 0,02030 1,8790 0,999147 0,60367 0,02346 1,9199
1,10732 1,0153 0,07465 2,5847 0,959693 0,87590 0,07545 2,6243
1,11175 1,3658 0,13914 3,1524 0,949550 1,2170 0,14766 3,3068
1,14441 2,0465 0,27980 3,9956 0,955846 1,6262 0,24025 3,9544
1,20686 3,0466 0,51121 4,8837 0,967661 2,0156 0,33249 4,4596
1,22428 3,4255 0,60737 5,1905 0,993051 2,7121 0,50560 5,1914

1,03877 3,6752 0,76455 5,9761

Rys. 6.8.8. Wspornik C-owy: wpªyw αt, rozwi¡zania liniowe.
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zacji CAM (2+3+2)×9e16 (FI). W zakresie liniowym (rys. 6.8.8) badano zmian¦
ugi¦cia punktu przyªo»enia siªy (P = 1) w funkcji αt , normuj¡c ugi¦cie przez
odpowiednie warto±ci przemieszcze« otrzymane przy αt = 0,01.

W zakresie nieliniowym (rys. 6.8.9) wyznaczono ±cie»ki ugi¦cie u(a) � mno»nik
obci¡»enia λ dla ró»nych warto±ci αt . Ponownie, w zakresie liniowym i nielinio-

Rys. 6.8.9. Wspornik C-owy: wpªyw αt, rozwi¡zania nieliniowe.

Rys. 6.8.10. Wspornik C-owy: rozwi¡zanie nieliniowe dla ró»nych sformuªowa«.
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wym, otrzymano typow¡ zale»no±¢ rozwi¡za« od αt , tj. dla warto±ci αt < 1 nie
obserwuje si¦ wpªywu wspóªczynnika owini¦cia αt na rozwi¡zania.

Analogiczne wyniki rozwi¡za« nieliniowych dla ró»nych elementów przedsta-
wia rys. 6.8.10 (por. rys. 6.8.7). Rozwi¡za« CAM i SEL elementami 4-w¦zªowymi
z caªkowaniem peªnym (FI) nie naniesiono, bo okazaªy si¦ caªkowicie zablokowane
(zakleszczone). Pozostaªe ±cie»ki równowagi, z wyj¡tkiem cz¦±ciowo zablokowa-
nych CAMe9 i SELe9 (FI), maj¡ punkt graniczny. Widoczna jest równie» lokalna
utrata stateczno±ci obu póªek w strefach ±ciskanych (rys. 6.8.6).

W tym przykªadzie tak»e rozwi¡zania ASC okazaªy si¦ rozbie»ne w zaawan-
sowanym zakresie deformacji. Porównanie rozwi¡za« przy caªkowaniu peªnym
(FI) i zredukowanym (URI) wskazuje na istotny wpªyw (nawet nieznacznych tu-
taj w skali deformacji) form paso»ytniczych (przy stosowaniu URI) na ilo±ciowy
i jako±ciowy ksztaªt rozwi¡za« po osi¡gni¦ciu punktu granicznego.

6.8.3. Dwuteowy wspornik obci¡»ony siª¡

W tym zadaniu zbadano stateczno±¢ gi¦tno-skr¦tn¡ wspornika dwuteowego
(rys. 6.8.11) pod dziaªaniem poprzecznej siªy skupionej zaczepionej na ko«cu.

Rys. 6.8.11. Wspornik dwuteowy: schemat zadania, postacie deformacji.
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Przykªad zaczerpni¦to z pracy58 Talbot i Dhatt [1986], przyjmuj¡c dane
liczbowe: L = 4800 mm, B = 300 mm, h0 = 25 mm, E = 2× 105 MPa, ν = 0,3,
Pref = 1000 N, P = λPref , Pimpf = P/10000. Wyniki s¡ przemieszczeniami
punktu (a) przyªo»enia siªy odpowiednio wyra»onymi w zakresie nieliniowym
w funkcji obci¡»enia.

W zakresie liniowym, przyjmuj¡c P = 1 kN, badano zbie»no±¢ podziaªu
(rys. 6.8.12) i wpªyw wspóªczynnika owini¦cia αt na rozwi¡zania (rys. 6.8.13).

Rys. 6.8.12. Wspornik dwuteowy: zbie»no±¢ podziaªu, rozwi¡zania liniowe.

Analiz¦ zbie»no±ci podziaªu MES dla ró»nych elementów przedstawiono na
rys. 6.8.12. Nie obserwuje si¦ tu istotnego wpªywu efektu blokady, tak»e formy
paso»ytnicze przy (URI) s¡ szcz¡tkowe. Wyst¦puje typowe zjawisko zbie»no±ci:
dla elementów caªkowanych w sposób peªny (FI) � od doªu, a w przypadku caªko-
wania zredukowanego (URI) � od góry. Rysunek 6.8.12 przedstawia wyniki bada«
zbie»no±ci MES typu h przez zag¦szczanie siatki i typu p przez podnoszenie rz¦du
wielomianów aproksymacyjnych.

Na rysunku 6.8.13 zamieszczono wyniki bada« wpªywu wspóªczynnika owi-
ni¦cia αt. Wykazuj¡ one typow¡ charakterystyk¦ � dla warto±ci wspóªczynnika
αt < 1 nie obserwuje si¦ wpªywu αt na warto±¢ ugi¦cia u(a) pod ustalon¡ siª¡
P = 1 kN.

Zakres bada« nieliniowych obejmuje prze±ledzenie ±cie»ek równowagi i okre-
±lenie obci¡»enia krytycznego odpowiadaj¡cego rozdwojeniu si¦ rozwi¡za«. Jak

58W Talbot i Dhatt [1986, 1987] zadanie posªu»yªo jako test trzech pªaskich powªoko-
wych elementów trójk¡tnych DCT(3), DQT(3) i DLT(6-w¦zªowy), zde�niowanych w ramach
sformuªowania (AULF) typu uaktualniony opis Lagrange'a. Elementy te s¡ odpowiedni¡ super-
pozycj¡ elementów pªytowych o dyskretnych wi¦zach Kirchho�a DKT(3), DKTP(6-w¦zªowy)
z trzema odmianami elementu tarczowego CST(3), QST(3) i LST(6-w¦zªowy). Elementy maj¡
po sze±¢ stopni swobody w w¦¹le. Parametry obrotowe powi¡zane s¡ z pochodnymi przesuni¦¢.
W tym zadaniu elementy 3-w¦zªowe DCT(=CST+DCT) najsªabiej opisuj¡ce stan tarczowy
i DQT(=QST+DKT) nie daªy poprawnego rozwi¡zania przed- i pokrytycznego. Warto±¢ ob-
ci¡»enia krytycznego uzyskana elementem 6-w¦zªowym DLT(=LST+DKTP) jest zgodna z ana-
litycznym wynikiem klasycznej teorii pr¦tów (tab. 6.8.3).
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Rys. 6.8.13. Wspornik dwuteowy: wpªyw wspóªczynnika αt na rozwi¡zanie liniowe.

pokazano na rys. 6.8.14, przy monotonicznym wzro±cie warto±ci obci¡»enia prze-
suni¦cia belki pozostaj¡ w pªaszczy¹nie symetrii i s¡ prawie liniowe. Przy kry-
tycznej warto±ci siªy Pkr pojawia si¦ ±cie»ka wtórna i nast¦puje gwaªtowne wyj-
±cie belki z pªaszczyzny symetrii. Ugi¦cia odpowiadaj¡ce punktowi bifurkacji s¡
rz¦du wysoko±ci belki. Wyst¦puj¡cy rz¡d przemieszcze« przekracza wi¦c zakres

Rys. 6.8.14. Wspornik dwuteowy: pocz¡tek rozwi¡zania, ±cie»ki przed- i pobifurkacyjne.
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stosowalno±ci u»ytej w sformuªowaniu elementu BOXe4 teorii pªyt von Kármána.
W rezultacie, rozwi¡zanie BOX ju» w fazie dokrytycznej przybiera zdecydowa-
nie nieliniowy charakter, a obliczone gi¦tno�skr¦tne obci¡»enie krytyczne le»y
zdecydowanie poni»ej warto±ci uzyskiwanych z pozostaªych rozwi¡za«. Ponadto,
rozwi¡zanie ASCe4 przestaje by¢ zbie»ne w pocz¡tkowej fazie rozwi¡zania po-
krytycznego.

Warto±ci obci¡»e« krytycznych, uzyskane z rozwi¡za« nieliniowych (cofni¦cie
si¦ do pªaszczyzny symetrii po usuni¦ciu obci¡»enia zaburzaj¡cego Pimpf) , zesta-
wiono w tab. 6.8.3. Warto±ci siªy krytycznej PQ

kr dla obci¡»enia gi¦tno-skr¦tnego
s¡ silnie zró»nicowane. Wszystkie (z zag¦szczaniem dyskretyzacji) ukªadaj¡ si¦ po-
wy»ej wyniku otrzymanego przez Talbot i Dhatt [1986] (z wyj¡tkiem BOXe4

Tabela 6.8.3. Wspornik dwuteowy: obci¡»enia krytyczne.

Element (caªkowanie) Podziaª P Q
kr P N

kr

CAMe4 (URI) (2+2+2)×8 790,1 1812
(4+4+4)×16 903,8 2233
(6+6+6)×24 921,7 2312

CAMe9 (FI) (2+2+2)×8 973,3 2403
(4+4+4)×16 948,6 2382

(URI) (2+2+2)×8 941,2 2376
(4+4+4)×16 937,3 2373

CAMe16 (FI) (2+2+2)×8 946,5 2380
(4+4+4)×16 2375

(URI) (2+2+2)×8 938,0 2373
(4+4+4)×16 2372

SEMm1 e4 (2+2+2)×8 1022 2439
(4+4+4)×16 973,2 2404
(6+6+6)×24 959,1 2392

SEMm1 e9 (2+2+2)×8 955,8 2391
(4+4+4)×16 945,4 2379

ASCe4 (2+2+2)×8 1026 2491
(4+4+4)×16 973,8 2416
(6+6+6)×24 959,3 2397

ASCe9 (2+2+2)×8 832,0 2333
(4+4+4)×16 (-)∗ 2366

BOXe4 C1, niedostosowany (2+2+2)×8 474,1 6034
(równania von Kármána) (4+4+4)×16 464,6 5680
DLTe3 wg Talbot i Dhatt [1986] (2+2+2)×8×2∆ 834,2 2425
analityczne (pr¦towe) wg Timoshenko i Gere [1963] 830,0 2418

(-)∗ � rozbie»ny w stanie podkrytycznym
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i ASCe9). Wobec wyst¦puj¡cych ró»nic przeprowadzono dodatkow¡ kontrol¦,
obliczaj¡c siª¦ krytyczn¡ PN

kr dla obci¡»enia wzdªu»nego (normalnego, tab. 6.8.3).
W przypadku PN

kr ró»nice s¡ nieznaczne, a wyniki (z wyj¡tkiem BOX) zbiegaj¡
si¦, odwrotnie ni» dla PQ

kr , do warto±ci poni»ej tej, któr¡ otrzymano w pracy
Talbot i Dhatt [1986].

Tabela 6.8.4. Wspornik dwuteowy: rozwi¡zanie pokrytyczne CAM (2+2+2)× 8e16
(FI), αt = 0,01.

P u(a) v(a) w(a) ψ2(a) −ψ1(a) ψ3(a)

946,534 445,98 24,655 0 0 0 0,13879
951,447 452,58 25,983 50,00 0,17003 0,04662 0,14060
966,452 472,64 30,076 100,00 0,33986 0,09389 0,14605

1030,73 556,94 48,284 200,00 0,67787 0,19341 0,16825
1156,21 714,17 86,742 300,00 1,0107 0,30692 0,20716
1387,82 981,53 166,37 400,00 1,3305 0,45069 0,26833
1687,16 1288,6 281,78 470,88 1,5372 0,59133 0,33514
2064,13 1626,5 441,59 521,46 1,6579 0,73270 0,40899
2438,93 1945,6 629,67 552,53 1,6723 0,84900 0,48799
2622,55 2094,6 731,55 572,42 1,6642 0,90102 0,52277
3018,47 2377,2 949,28 596,63 1,6428 0,99550 0,59125
3393,03 2636,8 1181,0 606,78 1,5999 1,0709 0,65594
3442,30 2725,6 1267,4 610,73 1,5689 1,0870 0,67632
3379,39 2762,6 1304,3 615,37 1,5448 1,0864 0,68234
3335,88 2676,4 1218,2 611,10 1,5748 1,0714 0,66271
3276,03 2757,5 1301,9 611,04 1,5124 1,0690 0,68900
3275,94 2861,9 1416,9 606,38 1,4395 1,0674 0,72766
3350,74 2969,2 1543,7 591,62 1,3737 1,0668 0,77242
3563,45 3121,7 1740,8 557,50 1,2899 1,0650 0,84237
3868,20 3262,3 1944,2 519,58 1,2190 1,0614 0,91123

Dalsze rozwi¡zania w zakresie nieliniowym dla ró»nych dyskretyzacji elemen-
tami SEM i CAM przy peªnym caªkowaniu (FI) pokazano na rys. 6.8.15. Repre-
zentatywne dane liczbowe zamieszczono w tab. 6.8.4. Na rys. 6.8.16 zestawiono
rozwi¡zania CAM otrzymane przy zastosowaniu reguª caªkowania peªnego (FI)
i jednolicie zredukowanego (URI). Zasadnicze ró»nice pojawiaj¡ si¦ w zaawan-
sowanym zakresie deformacji nieliniowej. Zapewne przyczyn¡ tych ró»nic jest tu
niemo»no±¢ odtworzenia silnych dystorsji strefy przypodporowej widocznych na
rys. 6.8.11 przez zgrubne siatki dyskretyzacyjne. Dodatkow¡ przyczyn¡ mo»e by¢
nakªadanie si¦ form paso»ytniczych (tutaj nieznacznych w skali deformacji) przy
stosowaniu caªkowania zredukowanego (URI).
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Rys. 6.8.15. Wspornik dwuteowy: rozwi¡zanie nieliniowe, caªkowanie peªne (FI).

Rys. 6.8.16. Wspornik dwuteowy: rozwi¡zania pokrytyczne.

6.8.4. Wspornik falisty wzmocniony »ebrem i obci¡»ony siª¡

Rozwa»amy przykªad w postaci jednostronnie utwierdzonego wycinka po-
wªoki cylindrycznej ze zmian¡ znaku krzywizny na kraw¦dzi wzmocnienia »ebrem
(rys. 6.8.17). Przykªad ª¡czy w sobie wiele specy�cznych cech wyst¦puj¡cych
w poprzednich zadaniach.
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Rys. 6.8.17. Wspornik falisty z »ebrem: schemat zadania, postacie deformacji.

Do oblicze« przyj¦to nast¦puj¡ce dane liczbowe: L = 2, α = 0,4, R = 1,
H = 0,4, h0 = 0,01, E = 105, ν = 0,25, Pref = 1. W badaniach stosowano
regularne siatki podziaªu na elementy 9- lub 16-w¦zªowe.

W zakresie liniowym analizowano wpªyw warto±ci wspóªczynnika owini¦cia αt

na rozwi¡zania. Wyniki w postaci unormowanych (przez warto±ci odpowiadaj¡ce
rozwi¡zaniu dla αt = 0,01) przemieszcze« punktu (a) przyªo»enia siªy zamiesz-
czono na rys. 6.8.18. Wykazuj¡ one typow¡ charakterystyk¦: przy warto±ciach
wspóªczynnika αt < 1 nie obserwuje si¦ jego wpªywu na rozwi¡zania. Wyra¹nie
wcze±niej, w stosunku do pozostaªych stopni swobody, pojawiª si¦ efekt oddzia-
ªywania αt (> 1) na stopie« swobody ψ3 (parametr obrotu) zwi¡zany z globaln¡
osi¡ z.

W zakresie nieliniowym uzyskano zamieszczone na rys. 6.8.19 i 6.8.20 cz¦-
±ciowe rozwi¡zania, charakteryzuj¡ce si¦ bardzo zªo»on¡ form¡ relacji obci¡-
»enie�przemieszczenie. Rysunki te przedstawiaj¡ w funkcji siªy P : pionowe
przesuni¦cie w(a) punktu (a) przyªo»enia siªy (rys. 6.8.19) oraz poziome prze-
suni¦cia u(b) punktu (b) (rys. 6.8.20), le»¡cego na górnej kraw¦dzi »ebra w 1/3
wysi¦gu wspornika, licz¡c od pªaszczyzny utwierdzenia (rys. 6.8.17).

W rozwi¡zaniu, poza ±cie»k¡ pierwotn¡, wykryto dwie prawdopodobnie
wtórne ±cie»ki równowagi, oznaczone symbolami I i II. Na rys. 6.8.20 zamiesz-
czono ich powi¦kszony fragment z rys. 6.8.19. Reprezentatywne wyniki liczbowe
(dolne fragmenty ±cie»ek), uzyskane elementem 9-w¦zªowym SEMm1, zestawiono
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Rys. 6.8.18. Wspornik falisty z »ebrem: wpªyw αt , rozwi¡zania liniowe.

Rys. 6.8.19. Wspornik falisty z »ebrem: fragmenty ±cie»ek deformacji.

w tab. 6.8.5. Poszczególnym gaª¦ziom krzywych równowagi odpowiadaj¡ ró»ne
postacie deformacji, wyra¹nie widoczne dla »ebra. Na rys. 6.8.21 zestawiono formy
deformacji, odpowiadaj¡ce stanom równowagi oznaczonym na rys. 6.8.19 i 6.8.20
literami A, B, C, D, E. Odpowiadaj¡ce kon�guracjom A÷E wyniki liczbowe wy-
ró»niono w tab. 6.8.5 lini¡ póªgrub¡.



548 Rozdziaª 6. Przykªady liczbowe

Rys. 6.8.20. Wspornik falisty z »ebrem: wychylenie »ebra w punkcie (b).

Rys. 6.8.21. Wspornik falisty z »ebrem: kon�guracje z ró»nych gaª¦zi ±cie»ek deformacji na
tym samym poziomie obci¡»enia.
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Tabela 6.8.5. Falisty wspornik z »ebrem: przesuni¦cia punktu (a), SEMm1 (4+4+2)× 6e9,
αt = 0,01.

�cie»ka pierwotna �cie»ka wtórna I �cie»ka wtórna II
P u(a) w(a) P u(a) w(a) P u(a) w(a)

0,0000 0,00000 0,00000 0,4839 0,03772 0,09357 0,5000 0,02627 0,04175
0,1500 0,00628 0,00573 0,4596 0,03212 0,07321 0,4500 0,02191 0,03028
0,2209 0,01098 0,01598 0,4000 0,02479 0,05038 0,4000 0,01818 0,02143
0,2621 0,01454 0,02551 0,3500 0,01980 0,03599 0,3500 0,01505 0,01519
0,3007 0,01822 0,03584 0,3000 0,01542 0,02411 0,3000 0,01257 0,01169
0,3535 0,02383 0,05229 0,2500 0,01156 0,01442 0,2700 0,01127 0,01036
0,3977 0,02930 0,06917 0,2000 0,00840 0,00783 0,2400 0,01002 0,00927
0,4272 0,03406 0,08507 0,1910 0,00806 0,00771 0,2325 0,00976 0,00922
0,4488 0,03937 0,1043 0,2063 0,00927 0,01093 0,2318 0,00976 0,00934
0,4615 0,04411 0,1218 0,2240 0,01061 0,01430 0,2351 0,01006 0,01025
0,4667 0,04821 0,1368 0,2589 0,01341 0,02170 0,2633 0,01206 0,01520
0,4756 0,05309 0,1528 0,3076 0,01779 0,03393 0,3148 0,01606 0,02565
0,4898 0,05896 0,1703 0,3517 0,02224 0,04710 0,3594 0,02006 0,03694
0,5046 0,06542 0,1886 0,4008 0,02807 0,06537 0,3981 0,02406 0,04891
0,5158 0,07215 0,2071 0,4306 0,03304 0,08270 0,4547 0,03206 0,07538
0,5187 0,07555 0,2164 0,4471 0,03970 0,1087 0,4672 0,03806 0,09872
0,5173 0,07775 0,2222 0,4518 0,04521 0,1291 0,4591 0,04406 0,1220

Zebrane na rys. 6.8.19 wyniki dla ró»nych sformuªowa« s¡ w pocz¡tkowej fa-
zie rozwi¡zania w dobrej zgodno±ci mi¦dzy sob¡. Wyj¡tek stanowi rozwi¡zanie
ASCe9, które dla zaawansowanej deformacji okazaªo si¦ rozbie»ne. Ró»nice roz-
wi¡za« pojawiaj¡ si¦ wraz z rozwojem deformacji. Bior¡c pod uwag¦ konieczno±¢
odtworzenia jej zªo»onej postaci, mo»na oczekiwa¢, »e ró»nice te ulegn¡ reduk-
cji przy odpowiednim zag¦szczeniu siatki dyskretyzacyjnej. Nale»y zaznaczy¢,
»e rozwi¡zanie CAMe9 z u»yciem caªkowania jednolicie zredukowanego (URI)
obarczone jest formami paso»ytniczymi (szczególnie widocznymi na obrotach).
Formy paso»ytnicze mog¡ mie¢ dodatkowy wpªyw na wielko±¢ ró»nic wyst¦puj¡-
cych w zaawansowanym rozwi¡zaniu nieliniowym.

6.8.5. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika bisymetrycznego
W ramach teorii pr¦tów cienko±ciennych o przekroju nieodksztaªcalnym oka-

zaªo si¦, »e siªa krytyczna wyboczenia skr¦tnego belek z dwuteowników bisyme-
trycznych o zmiennej wzdªu» dªugo±ci L szeroko±ci póªek Bmin ≤ B(y) ≤ Bmax ,
0 ≤ y ≤ L, mo»e le»e¢ poza przedziaªem okre±lonym przez siªy krytyczne pr¦tów
o staªej granicznej szeroko±ci póªek (Bmin , Bmax) (zob. Szymczak [1980]). Efekt
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taki nie wyst¦puje w przypadku wyboczenia gi¦tnego (Cywi«ski i Kolbrun-
ner [1971]). Ten nieoczekiwany efekt wzrostu siªy krytycznej przy zmniejszaniu
szeroko±ci pasów, nazywany w literaturze paradoksem Cywi«skiego�Szymczaka,
opisano po raz pierwszy w pracy Cywi«ski [1970].

W pracy Szymczak [1980] wykazano, »e otrzymany z rozwi¡za« pr¦towych
punkt bifurkacji jest symetryczny i stateczny, co wskazuje na realno±¢ tego zjawi-
ska, nawet gdy uwzgl¦dni si¦ wst¦pne imperfekcje. W ramach teorii pr¦tów cienko-
±ciennych Szymczak [1980] wyznaczyª optymalne ksztaªty pasów dwuteownika,
odpowiadaj¡ce ekstremalnym warto±ciom siªy krytycznej. Nie tylko potwierdziª
w ten sposób powy»sze zjawisko, ale stwierdziª równie» fakt zmniejszenia siªy
krytycznej przy zwi¦kszaniu szeroko±ci pasów. Z in»ynierskiego punktu widzenia
jest to przypadek bardziej niebezpieczny.

W rozwi¡zaniach wªasnych przedstawiamy wery�kacj¦ powy»szego rozwi¡za-
nia, uzyskanego w ramach teorii pr¦tów cienko±ciennych, przy pomocy rozwi-
ni¦tej tu 6-parametrowej teorii powªok i zastosowania MES. W odró»nieniu od
rozwa»a« w ramach teorii pr¦tów cienko±ciennych, w analizie dwuwymiarowej nie
mamy mo»liwo±ci rozseparowania zjawisk utraty stateczno±ci globalnej i lokalnej.
Prezentowane wyniki daj¡ wi¦c caªo±ciowy wgl¡d w charakter tego zjawiska.

Rys. 6.8.22. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika B = 20: schemat zadania, posta¢ deformacji.

Przez analogi¦ do pracy59 Kanok-Nukulchai i Susumpow [1993], rozwa-
»amy cztery warianty swobodnie podpartej belki. Za prac¡ Szymczak [1980]
przyj¦to nast¦puj¡ce dane geometryczne i materiaªowe: L = 400, H = 20, sze-
roko±¢ póªek � staªa Bmin = 20 i Bmax = 40 (rys. 6.8.22 i 6.8.23) oraz para-
bolicznie zmienna B ∈ [20, 40] (rys. 6.8.24 i 6.8.25), t = 1, E = 2,1 × 106,
ν = 0,3 dla αt = 0,01. Uwzgl¦dniamy jednoparametrowe obci¡»enie ±ciskaj¡ce
typu martwego P = λPref , dziaªaj¡ce na ko«cach belki w dwóch wariantach:
równomiernie rozªo»one Pref = Aqref = 105 na powierzchni przekroju A lub

59W pracy Kanok-Nukulchai i Susumpow [1993] podj¦to dyskusj¦ na temat paradoksu
Cywi«skiego�Szymczaka.
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Rys. 6.8.23. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika B = 40: schemat zadania, posta¢ deformacji.

Rys. 6.8.24. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika B = (20−40−20): schemat zadania, posta¢
deformacji.

skupione 2 × (0,5Pref) = 105 i przyªo»one w punktach (j) poª¡czenia ±rodnika
z póªkami.

Rozwa»amy dwa typy obci¡»enia perturbacyjnego w postaci momentu
Mimpf = 102 w ±rodku belki lub zespoªu dziewi¦ciu znakozmiennych siª ±Pimpf =
10 rozmieszczonych w równych odst¦pach wzdªu» brzegu póªki. W rozwi¡za-
niach numerycznych dyskretyzujemy 1/4 belki wyci¦t¡ pªaszczyznami symetrii
w ±rodku pr¦ta i antysymetrii przechodz¡cej przez jego o±. Podziaªy na elementy
podajemy jak dla caªej konstrukcji, za± liczb¦ stopni swobody dla analizowanej
1/4 belki.

Analiz¦ zbie»no±ci siªy krytycznej jako funkcji podziaªu, uwzgl¦dniaj¡c ró»ne
typy elementów, przeprowadzono dla wariantu belki o staªej szeroko±ci pasów
B = 20 (rys. 6.8.22). Wyniki zamieszczono na rys. 6.8.26 i w tab. 6.8.6. Uzyskane
siªy (mno»niki) krytyczne λkr s¡ rozwi¡zaniami nieliniowymi, otrzymanymi ze
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Rys. 6.8.25. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika B = (40−20−40): schemat zadania, posta¢
deformacji.

±cie»ek pokrytycznych przez cofni¦cie si¦ do punktu bifurkacji, po wcze±niejszym
usuni¦ciu obci¡»enia zaburzaj¡cego. W tym wariancie belki (B = 20) nie obser-
wuje si¦ istotnego wpªywu na warto±¢ siªy krytycznej ani sposobu realizacji gªów-
nego obci¡»enia ±ciskaj¡cego (rozªo»one, skupione), ani dwóch ró»nych warian-
tów obci¡»enia zaburzaj¡cego (moment, zespóª znakozmiennych siª). Otrzymana
zbie»no±¢ podziaªu dla siªy krytycznej wykazuje analogiczne charakterystyki jak
w poprzednich przykªadach. Ponadto, otrzymane warto±ci λkr dobrze wspóªgraj¡
z wynikami liniowymi otrzymanymi w ramach ró»nych sformuªowa« pr¦towych,
w tym w pracy60 Kanok-Nukulchai i Susumpow [1993].

Rys. 6.8.26. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika B = 20: siªa krytyczna, zbie»no±¢ podziaªu.

60Rozwi¡zania Kanok-Nukulchai i Sivakumar [1988] uzyskano elementem bazuj¡cym na
koncepcji degeneracji opracowanym na potrzeby analizy konstrukcji cienko±ciennych, z wyko-
rzystaniem zaªo»enia o nieodksztaªcalno±ci przekroju poprzecznego w swojej pªaszczy¹nie (por.
koncepcj¦ sformuªowania elementów z pracy Wekezer [1989]).
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Tabela 6.8.6. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika, B = 20: mno»nik krytyczny.

Element (caªkowanie) Podziaª λkr

CAMe4 (URI) (2+2+2)×20 3,166
(4+4+4)×40 3,287
(6+6+6)×60 3,297
(8+8+8)×80 3,302

(FI) (2+2+2)×20 5,105
(4+4+4)×40 3,775
(6+6+6)×60 3,529
(8+8+8)×80 3,442

CAMe9 (URI) (2+2+2)×20 3,327
(4+4+4)×40 3,312

(FI) (2+2+2)×20 3,337
(4+4+4)×40 3,330

CAMe16 (URI) (2+2+2)×20 3,319
(FI) (2+2+2)×20 3,329

SEMm1 e4 (2+2+2)×20 3,375
(4+4+4)×40 3,345
(6+6+6)×60 3,337

SEMm1 e9 (2+2+2)×20 3,336
ASCe4 (2+2+2)×20 2,919

(4+4+4)×40 3,217
(6+6+6)×60 3,280
(8+8+8)×80 3,301

ASCe9 (2+2+2)×20 3,298
(4+4+4)×40 3,318

membranowo-pr¦towe (4+4+4)×30e(4/2) 3,32
Kanok-Nukulchai i Susumpow [1993]
pr¦towe Szymczak [1980] 20×e2 3,343
analityczne pr¦towe wg Timoshenko i Gere [1961] 3,34

Wyniki rozwi¡za« pokrytycznych dla ró»nych typów elementów i dwóch sia-
tek podziaªu pokazano na rys. 6.8.27, a reprezentatywne dane liczbowe rozwi¡-
zania CAM (2+2+2)×10e16 (FI) zawiera tab. 6.8.7. Rysunek 6.8.27 przedstawia
obrót ψ1(c) osi i przesuni¦cie w(j) w przekroju y = L/2 jako funkcje mno»nika
obci¡»enia λ.

Charakterystyk¦ zachowania pokrytycznego dla ró»nych typów elementów,
w stosunku do poprzednich przykªadów, mo»na uzna¢ za typow¡. Równie» w tym
przykªadzie rozwi¡zania ASC okazaªy si¦ rozbie»ne w zaawansowanym zakresie
deformacji. Do bada« pozostaªych wariantów belek przyj¦to jako reprezentatywn¡
dyskretyzacj¦ CAM (2+2+2)×10e16 (FI).
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Rys. 6.8.27. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika B = 20: ±cie»ki pokrytyczne, ró»ne elementy.

Tabela 6.8.7. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika, B = 20, Pref = 105, CAM (2+2+2)× 20e16
(FI), αt = 1: ±cie»ka pokrytyczna.

Mno»nik Koniec �rodek belki
obci¡»enia belki o± poª¡czenia brzegi póªki

λ v(j) ψ1(c) u(j) w(j) u(a) w(a) u(b) u(b)

3,329 0,52705 0 −0,00793 0 −0,00793 −0,00293 −0,00793 0,00293
3,338 0,53152 0,10018 0,04213 1 −0,95585 1,0410 1,0393 0,95721
3,402 0,56683 0,30470 0,45208 3 −2,5447 3,4482 3,4418 2,5481
3,540 0,64379 0,52351 1,3299 5 −3,6702 6,3245 6,3106 3,6754
3,784 0,78144 0,77500 2,8456 7 −4,1635 9,8447 9,8174 4,1713
4,148 0,98923 1,0483 5 8,6722 −3,6931 13,690 13,639 3,7073
4,507 1,1977 1,2668 7 9,5514 −2,5775 16,597 16,521 2,6033
5,099 1,5481 1,5705 10 10,013 −0,02697 20,121 19,996 0,08663
6,045 2,1275 1,9794 14 9,1831 4,8988 23,409 23,194 −4,7313
7 2,7601 2,3366 17,045 7,1258 10,461 24,706 24,116 −9,9307
8 3,4384 2,6716 19,019 4,3746 15,577 23,811 23,304 −14,648
9 4,1317 2,9864 19,936 1,3489 19,749 21,397 21,198 −18,557
10 4,8547 3,2935 19,878 −1,7387 22,913 17,846 18,064 −21,555
11 5,6246 3,6048 18,857 −4,7143 24,907 13,322 14,069 −23,470
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Rys. 6.8.28. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika: deformacja ±rodka belki, staªa szeroko±¢
póªek.

Nast¦pnie analizowano belk¦ o staªej szeroko±ci pasów B = 40 (rys. 6.8.28).
Okazuje si¦, »e w tym wariancie zadania (w przeciwie«stwie do B = 20) istotny
wpªyw na warto±¢ siªy krytycznej ma zarówno sposób realizacji gªównego ob-
ci¡»enia ±ciskaj¡cego (Pref = Aqref rozªo»onego na powierzchni A lub dwóch siª
skupionych 2 × (0,5Pref) przyªo»onych w punktach (j)), jak i sposób wprowa-
dzenia imperfekcji (Mimpf lub 10 × (±Pimpf = 10)). Pocz¡tkow¡ faz¦ rozwi¡za«
pokrytycznych badanych wariantów obci¡»enia przedstawia rys. 6.8.29. Odpowia-
daj¡ce postacie deformacji brzegu póªki, z kon�guracji oznaczonych na rys. 6.8.29
punktami A÷E, pokazano na rys. 6.8.30.

Rys. 6.8.29. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika B = 40: pocz¡tek ±cie»ek pokrytycznych.
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Rys. 6.8.30. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika B = 40: deformacja brzegu póªki.

Liczba ró»nych przypadków zachowania pokrytycznego wskazuje na siln¡ in-
terakcj¦ lokalnej i globalnej postaci wyboczenia. Najni»sza uzyskana warto±¢ kry-
tyczna λkr mno»nika obci¡»enia dla B = 40 wynosi λkr = 4,484, rys. 6.8.30 B.
W wariancie obci¡»enia Pref = Aqref i Mimpf (krzywe zawieraj¡ce kon�guracje
oznaczone literami A i C na rys. 6.8.29) w ogóle nie wyst¡piª punkt odpowia-
daj¡cy sile krytycznej. W procesie odci¡»ania, po zdj¦ciu imperfekcji Mimpf nie
osi¡gni¦to poziomu przemieszcze« �zerowych� (wykres zako«czyª si¦ �p¦telk¡�),
w pewnym momencie nast¡piª wzrost obci¡»enia, a po pewnym czasie zwrot prze-
mieszcze«. Kon�guracje przekroju poprzecznego ±rodka belki y = L/2, przedsta-
wione na rys. 6.8.28 dla wariantów dwuteownika o staªej szeroko±ci pasów B = 20
i B = 40, uwidaczniaj¡ dystorsje przekroju zwi¦kszaj¡c¡ si¦ wraz z narastaniem
obci¡»enia. Dla wariantu B = 40 dystorsje s¡ widoczne nawet w pocz¡tkowej fazie
deformacji. To wskazuje, »e w przypadku B = 40 zaªo»enie o nieodksztaªcalno±ci
przekroju poprzecznego, czynione w ramach teorii pr¦tów cienko±ciennych, jest
zbyt silne i nie jest tu speªnione.

Rozwi¡zania pokrytyczne dla pozostaªych dwóch wariantów belek dwute-
owych o parabolicznie zmiennej szeroko±ci póªek (wypukªej rys. 6.8.24 i wkl¦sªej
rys. 6.8.25) zamieszczono na rys. 6.8.31 i rys. 6.8.32. Uzyskane wyniki pokazuj¡, »e
w przypadku pr¦ta o szeroko±ci pasów B = 20 obliczone siªy krytyczne (tab. 6.8.6)
s¡ zbie»ne z wynikami teorii pr¦tów cienko±ciennych o przekroju nieodksztaªcal-
nym. Natomiast dla pr¦tów o szerszych póªkach pojawia si¦ wiele ró»nych form
lokalnej utraty stateczno±ci pasów, które powoduj¡ znaczne obni»enie si¦ obci¡-
»e« krytycznych w stosunku do rozwi¡za« pr¦towych. Porównanie deformacji
przekroju poprzecznego wykazaªo, »e dla w¦»szych póªek dystorsje s¡ niewielkie,
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ale znacznie rosn¡ one przy zwi¦kszaniu si¦ szeroko±ci pasów. Tym niemniej, dla
dwuteownika o parabolicznie wkl¦sªej zmienno±ci póªek B = 40−20−40 otrzy-
mano siª¦ krytyczn¡ λkr = 3,094 ni»sz¡ od siªy krytycznej λkr = 3,329 z takiej
samej dyskretyzacji (2+2+2)×10 CAMe16 (FI) pr¦ta o szeroko±ci póªek B = 20.
Potwierdza to istnienie rozumianego w tym sensie �paradoksu� w rozwi¡zaniu
tego zadania.

Rys. 6.8.31. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika: pocz¡tek fazy pokrytycznej, ró»ne warianty
pasów.

Rys. 6.8.32. Stateczno±¢ skr¦tna dwuteownika: ±cie»ki pokrytyczne, ró»ne ksztaªty póªek.
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Wyznaczone obci¡»enia krytyczne dla belki o maksymalnej szeroko±ci pasów
B = 40 (najni»sza λkr = 4,484) znalazªy si¦ poni»ej warto±ci najni»szej siªy
krytycznej λkr = 5,626 obliczonej dla pr¦ta o parabolicznie wypukªych póªkach
B = 20−40−20. Podwa»a to wnioski pracy Kanok-Nukulchai i Susum-
pow [1993], w której jako gªówny powód pojawienia si¦ tych �paradoksalnych�
wªasno±ci siªy krytycznej wyboczenia skr¦tnego uwa»a si¦ pomini¦cie w teorii
pr¦tów cienko±ciennych efektu ±cinania61.

6.8.6. Panel pªytowy w ksztaªcie korytka
Celem gª¦bszego wgl¡du w problem modelowania zaªama« i poª¡cze« wie-

lopªatowych oraz ich mo»liwego wpªywu na rozwi¡zania, rozwa»amy problem
liniowy przedstawiony na rys. 6.8.33. Rozwa»any panel pªytowy w ksztaªcie ko-
rytka ma podwójn¡ symetri¦ geometrii i obci¡»enia, co pozwala na dyskretyzacj¦
tylko 1/4 konstrukcji. Do oblicze« przyj¦to nast¦puj¡ce dane liczbowe: L = 10,
B = 2, H = 1, h0 = 0,1, E = 106, ν = 0, Pref = 1.

Rys. 6.8.33. Panel pªytowy w ksztaªcie korytka: schemat zadania, dyskretyzacja 1/4
konstrukcji.

Wyniki przedstawione na rys. 6.8.34 potwierdzaj¡ fakt maªego wpªywu wspóª-
czynnika owini¦cia αt na rozwi¡zania w przypadku, gdy αt < 1. To potwierdza,
»e okre±lony wcze±niej przedziaª braku wpªywu αt na rozwi¡zania nie zale»y od
typu rozwa»anego problemu.

61Uwzgl¦dniaj¡ce wpªyw ±cinania sformuªowanie elementów sko«czonych z pracy Kanok-
Nukulchai i Sivakumar [1988], oparte na szczególnej postaci teorii powªok/pr¦tów cienko-
±ciennych, wykorzystano w pracy Kanok-Nukulchai i Susumpow [1993] do bada« stateczno-
±ci skr¦tnej dwuteowników. Poniewa» badania te nie wykazaªy istnienia paradoksu, wyci¡gni¦to
wniosek, »e paradoks wyst¦puje tylko w ramach teorii nie uwzgl¦dniaj¡cej wpªywu ±cinania.
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Rys. 6.8.34. Panel pªytowy w ksztaªcie korytka: wpªyw αt, rozwi¡zania liniowe.

Rys. 6.8.35. Panel pªytowy w ksztaªcie korytka: zbie»no±ci podziaªu, modelowanie
poª¡czenia pªatów.

W liniowym zakresie przykªad z rys. 6.8.33 byª analizowany w pracy Geb-
hardt [1990] przy u»yciu standardowych elementów zdegenerowanych o pi¦-
ciu stopniach swobody w w¦¹le. Do modelowania poª¡czenia pªyty poziomej
z pionowymi stosowano techniki A i B pokazane na rys. 6.4.2. Wyniki pracy
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Rys. 6.8.36. Panel pªytowy w ksztaªcie korytka: zbie»no±ci podziaªu, ró»ne modele
elementów.

Rys. 6.8.37. Panel pªytowy w ksztaªcie korytka: przesuni¦cie poziome wzdªu» kraw¦dzi
(c)�(d) pªyty pionowej.

Gebhardt [1990] zamieszczone na rys. 6.8.35 pokazuj¡, »e w przypadku mo-
delowania poª¡czenia technik¡ B ugi¦cia pod siª¡ s¡ nieznacznie mniejsze ni»
otrzymane w przypadku modelowania technik¡ A. Przeprowadzone badanie wªa-
sne zbie»no±ci podziaªu (rys. 6.8.35) wskazuje, »e elementy SEL daj¡ równie»
mniejsze ugi¦cia, ni» elementy CAM, przy zachowaniu tej samej liczby w¦zªów.
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Natomiast rozwi¡zania elementami SEM i ASC zbiegaj¡ si¦ do tych samych war-
to±ci, jak rozwi¡zania elementami CAM (rys. 6.8.36). Przykªad ten wyra¹nie po-
kazuje, »e technika u»yta do modelowania poª¡cze« konstrukcji ma pewien wpªyw
na otrzymywane rozwi¡zania.

Rys. 6.8.38. Panel pªytowy w ksztaªcie korytka: przesuni¦cie poziome u wzdªu» kraw¦dzi
(c)�(d) pªyty pionowej.

Analiza tylko ugi¦¢ pod siª¡ wskazywaªaby, »e ró»nice pomi¦dzy rozwi¡za-
niami otrzymanymi przy wykorzystaniu rodzin elementów CAM i SEL nie s¡ zbyt
du»e. Jednak przesuni¦cia poziome u górnej kraw¦dzi pªyty pionowej (punkty (c)�
(d)), otrzymane z rozwi¡za« tymi samymi elementami sko«czonymi, ró»ni¡ si¦
ju» w sposób istotny (zob. rys. 6.8.37). Co wi¦cej, obrotowe stopnie swobody,
zde�niowane w ramach 6-parametrowej teorii powªok, stabilizuj¡ rozwi¡zania
w przypadku stosowania reguªy jednolicie zredukowanego caªkowania zale»no±ci
elementowych (por. rozwi¡zania elementami CAM z rys. 6.8.38 A i elementami
zdegenerownymi SEL z rys. 6.8.38 B).

6.8.7. Rama pªytowa
Problem trójwymiarowego rozkªadu odksztaªce« i napr¦»e« w blisko±ci kra-

w¦dzi poª¡cze«, zaªama«, przeci¦¢ itp. wykracza poza zakres stosowalno±ci ka»dej
teorii powªok, podobnie jak to ma miejsce przy próbie opisu przez teori¦ powªok
stanu napr¦»e« i odksztaªce« w stre�e brzegowej powªok regularnych. Jednak, wy-
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ª¡czaj¡c najbli»sze s¡siedztwo poª¡czenia pªatów lub brzegu powªoki, rozwi¡zania
bazuj¡ce na teorii powªok daj¡ dobre przybli»enie opisu stanu przekrojowych siª
(wypadkowych napr¦»e«) i powªokowych miar deformacji. Jako ilustracj¦ tego
zagadnienia, przedstawiamy analiz¦ przykªadu opisanego w pracy Bathe, Lee
i Bucalem [1990], pokazanego na rys. 6.8.39.

Rys. 6.8.39. Rama pªytowa: schemat zadania, dyskretyzacja 1/4 symetrycznej cz¦±ci
konstrukcji.

Rama ma podwójn¡ symetri¦ geometrii i obci¡»enia, co pozwala na dys-
kretyzacj¦ tylko 1/4 konstrukcji. W obliczeniach stosujemy siatki podziaªu na
N × (3N + N) elementów sko«czonych, gdzie N oznacza liczb¦ elementów przy-
padaj¡cych na 1/2 szeroko±ci konstrukcji. Do oblicze« przyj¦to nast¦puj¡ce war-
to±ci liczbowe: L = 3, B = 1, H = 0,5, h0 = 0,01, E = 2× 1011, ν = 0,3, pref = 1
na jednostk¦ dªugo±ci.

Tak jak w poprzednim przykªadzie, rozwa»amy tylko zadanie liniowe. Jak
wskazano w pracy Bathe, Lee i Bucalem [1990], to zadanie mo»e by¢ anali-
zowane przy u»yciu elementów belkowych jednowymiarowych opieraj¡cych si¦
na teorii belki Timoszenki, elementów powªokowych opieraj¡cych si¦ na teo-
rii typu T�R, lub trójwymiarowych elementów bryªowych. Z przytoczonych na
rys. 6.8.40 rozwi¡za« Bathe, Lee i Bucalem [1990] wynika, »e ugi¦cia pod lini¡
obci¡»enia, uzyskane z rozwi¡za« w ramach modeli powªokowych i trójwymiaro-
wych, pozostaj¡ w bardzo dobrej zgodno±ci. Oczywi±cie, model belkowy nie mo»e
odtworzy¢ poprzecznych ugi¦¢ konstrukcji.

Wykresy przedstawione na rys. 6.8.40 pokazuj¡, »e nawet przy zgrubnej
siatce podziaªu ma miejsce bardzo dobra zgodno±¢ rozwi¡za« CAM z wynikami
pracy Bathe, Lee i Bucalem [1990]. Jednak elementy SEL, które s¡ porówny-
walne z powªokowymi elementami stosowanymi w pracy62 Bathe, Lee i Buca-

62Oba rozwi¡zania s¡ uzyskane 16-w¦zªowymi elementami zdegenerowanymi o pi¦ciu stop-
niach swobody w w¦¹le.
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Rys. 6.8.40. Rama pªytowa: ugi¦cie w linii dziaªania obci¡»enia.

Rys. 6.8.41. Rama pªytowa: analiza zbie»no±ci podziaªu.

lem [1990], daj¡ nieco mniejsze ugi¦cia. Odnotowana ró»nica jest przypuszczalnie
wynikiem ró»nego sposobu modelowania poª¡czenia pªyty poziomej z pionow¡.
W pracy Bathe, Lee i Bucalem [1990] poª¡czenie pªatów modelowano stosu-
j¡c technik¦ B, podczas gdy w rozwi¡zaniu elementami SEL u»ywamy techniki A
(zob. rys. 6.4.2). W rozwi¡zaniach tego zadania nie obserwowano ani efektu blo-
kady, ani form paso»ytniczych (rys. 6.8.40).
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6.8.8. Skr¦cony wspornik teowy obci¡»ony siª¡
Wzoruj¡c si¦ na przykªadzie gªadkiego wspornika wst¦pnie skr¦conego

z p. 6.5.3 (zob. MacNeal i Harder [1985]), rozwa»amy podobny test dla po-
wªoki zªo»onej z dwóch pªatów o przekroju poprzecznym w ksztaªcie teownika,
rys. 6.8.42. Przyj¦to jednakow¡ grubo±¢ h0 ±rodnika i póªki. Ukªad wspóªrz¦dnych
Oxyz przyj¦to jak na rys. 6.8.42. Szeroko±¢ B póªki symetrycznego teownika,
przy zaªo»onej wysoko±ci ±rodnika H, dobrano tak, aby wyst¦powaªa równo±¢
momentów bezwªadno±ci przekroju porzecznego Jzz = Jxx wzgl¦dem gªównych
centralnych osi bezwªadno±ci przekroju. Przy zaªo»onej symetrii przekroju wzgl¦-
dem osi Ox, wobec Jzx = 0, z warunku Jzz = Jxx wynika, »e ka»dy dowolny
ukªad centralnych osi bezwªadno±ci jest jednocze±nie ukªadem gªównym. Ana-
lityczny dobór parametrów geometrycznych zadania przedstawiono w pracach
Lubowiecka [2001] oraz Lubowiecka i Chró±cielewski [2002].

Rys. 6.8.42. Skr¦cony wspornik teowy: schemat zadania, geometria skr¦conej belki.

Okazuje si¦, »e w zakresie proporcji h0/H spotykanych w konstrukcjach in»y-
nierskich, dla warunku Jzz = Jxx i h0 = const, stosunek B/H mie±ci si¦ w prze-

Rys. 6.8.43. Skr¦cony wspornik teowy: przekrój poprzeczny, a) grubo±cienny,
b) cienko±cienny.
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dziale 1,40112÷ 2,2 (rys. 6.8.43a). W przypadku przekroju cienko±ciennego sto-
sunek ten jest staªy i wynosi B/H = 1,40111855316 (rys. 6.8.43b).

W dyskretyzacji stosujemy regularne siatki podziaªu na elementy, okre±lone
przez równoodlegªe krzywe we wszystkich charakterystycznych kierunkach geo-

Rys. 6.8.44. Skr¦cony wspornik teowy: zmiana parametrów zadania, wyniki dla ±rodka
ci¦»ko±ci przekroju.

Rys. 6.8.45. Skr¦cony wspornik teowy: analiza parametryczna dla punktu (b) poª¡czenia
póªki ze ±rodnikiem.
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metrii belki. U»yty opis dyskretyzacji typu (B + H)× L oznacza przyj¦t¡ liczb¦
elementów sko«czonych w odpowiednich kierunkach.

W ramach bada« liniowych przeprowadzono cz¦±ciow¡ analiz¦ parametryczn¡,
polegaj¡c¡ na zmianie dªugo±ci belki i k¡ta pocz¡tkowego jej skr¦cenia. Wyniki
w postaci przesuni¦¢ u i w prostopadªych do osi skr¦cenia ukªadu y w ±rodku
ci¦»ko±ci przekroju poprzecznego (c) na ko«cu belki przedstawiono na rys. 6.8.44.

W ogólnym przypadku ±rodek ci¦»ko±ci przekroju poprzecznego (c)
z rys. 6.8.43 nie pokrywa si¦ z siatk¡ w¦zªów. Dlatego wyniki z rys. 6.8.44
obliczono na drodze aproksymacji sko«czenie elementowej. Na rys. 6.8.45 poka-
zano odpowiednie przesuni¦cia u i w w punkcie (b) poª¡czenia póªki ze ±rodnikiem
i jednocze±nie miejscem przyªo»enia siªy.

Na podstawie analizy parametrycznej z rys. 6.8.45, w celu uwydatnienia cech
powªokowych zadania do dalszych oblicze« przyj¦to nast¦puj¡ce dane liczbowe:
L = 50, H = 10, B = 14,0112, h0 = 0,25, α = 90◦, E = 2 × 107, ν = 0,3,
Pref = 1000.

W kolejnym etapie bada« okre±lono wpªyw warto±ci wspóªczynnika owini¦cia
αt na rozwi¡zania. Wyniki przedstawione na rys. 6.8.46 potwierdzaj¡ fakt maªego
wpªywu αt na rozwi¡zania w przypadku gdy αt < 1. Ponownie wi¦c mo»na
stwierdzi¢, »e okre±lony wcze±niej przedziaª braku wpªywu αt na rozwi¡zania nie
zale»y od typu rozwa»anego zadania.

Rys. 6.8.46. Skr¦cony wspornik teowy: sposób dyskretyzacji, wpªyw αt, rozwi¡zania liniowe.

W zakresie nieliniowym rozwa»ono cztery przypadki obci¡»enia siª¡ Pref dzia-
ªaj¡c¡ w punkcie (b) poª¡czenia póªki ze ±rodnikiem, odpowiednio w kierunkach
osi globalnego ukªadu wspóªrz¦dnych ±0x i ±0z. Obliczenia przeprowadzano dla
podziaªu (B +H)×L = (4+2)× 10 na 16-w¦zªowe elementy CAM przy peªnym
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caªkowaniu (FI). Dyskretyzacj¦, sposób dziaªania obci¡»enia oraz postacie i roz-
wa»ane zakresy deformacji zamieszczono na rys. 6.8.47.

Rys. 6.8.47. Skr¦cony wspornik teowy: dyskretyzacja, postacie i zakresy deformacji.

�cie»ki równowagi, w postaci krzywych przesuni¦cie u(b) � mno»nik obci¡»enia
λ, zamieszczono na rys. 6.8.48. Reprezentatywne dane liczbowe dla przypadku
Px = Pref zestawiono w tab. 6.8.8.

Tabela 6.8.8. Skr¦cony wspornik teowy: CAM (4 + 2)× 10e16 (FI), αt = 0,01, Px,ref = 1000,
przesuni¦cia punktu (b).

λ u(b) −v(b) −w(b) λ u(b) −v(b) −w(b)

5,00000 0,84906 0,00146 0,11418 15,3112 5,4067 0,31222 0,78970
10,0000 1,9051 0,02695 0,20248 13,9906 4,6575 0,21393 0,71487
12,6581 2,6707 0,06225 0,24317 12,9529 4,6126 0,19525 0,83902
14,2517 3,4414 0,11592 0,33920 12,9278 5,5558 0,29619 1,2086
15,9178 4,9736 0,27403 0,66155 13,9724 7,7039 0,63364 1,8614
17,6375 7,2528 0,60977 1,0710 15,5227 10,627 1,2984 2,5493
19,5975 10,986 1,4438 1,8069 17,2493 14,223 2,4337 3,0034
21,3785 14,669 2,6398 2,5914 19,0719 17,738 3,9021 3,1222
19,0008 9,9818 1,1779 1,6057 20,6958 20,471 5,3143 3,0681
16,9675 6,9469 0,54727 1,0339 22,1857 22,761 6,6967 2,8869
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Rys. 6.8.48. Skr¦cony wspornik teowy: rozwi¡zanie nieliniowe.

6.8.9. Powªoka falista wzmocniona »ebrem w swobodnym locie
bez udziaªu siª grawitacji

Rozwa»amy dynamik¦ swobodnego lotu bez udziaªu siª grawitacyjnych po-
wªoki cylindrycznej (o tworz¡cej w ksztaªcie litery S ze zmian¡ znaku krzywizny)
wzmocnionej »ebrem pªytowym (zob. p. 6.8.3). Schemat zadania i sposób dyskre-
tyzacji pokazano na rys. 6.8.49.

Do oblicze«, tak jak w p. 6.8.3, przyj¦to nast¦puj¡ce dane liczbowe: L = 2,
α = 0,4, R = 1, H = 0,4, h0 = 0,01, E = 105, ν = 0,25, Pref = 1, oraz ρ0 = 100,
tak aby zachodziª warunek ρ0h0 = 1. Obci¡»enie w postaci dwóch siª skupionych,
dziaªaj¡cych w przeciwlegªych punktach (a) i (b) kraw¦dzi poª¡czenia cylindra
z »ebrem, wzrasta w sposób liniowy od warto±ci 0 do warto±ci 10 w ci¡gu 1 s,
a nast¦pnie maleje liniowo do warto±ci 0 w ci¡gu nast¦pnej 1 s.

W obliczeniach przyj¦to podziaªy (5+2+5) × 6 = 72 na elementy 9-w¦zªowe
z caªkowit¡ liczb¡ stopni swobody 1950, na elementy 16-w¦zªowe z 4218 stop-
niami swobody oraz podziaª (10+4+10) × 12 = 288 na elementy 9-w¦zªowe
z 7350 stopniami swobody, wszystkie caªkowane w sposób peªny (FI). Dynamiczne
równania ruchu caªkowano z dwoma ró»nymi krokami czasowymi: ∆t = 0,01 s
i ∆t = 0,0025 s.

Rysunek 6.8.49 pokazuje trajektorie ruchu punktów (a) i (b) przyªo»enia siª
zrzutowane na pªaszczyzn¦ wspóªrz¦dnych x�z. Sekwencj¦ kolejnych kon�guracji
powªoki w pocz¡tkowej fazie ruchu, obrazuj¡c¡ jej deformacj¦ i rozwa»an¡ skal¦
przemieszcze«, pokazano na rys. 6.8.50. Na rys. 6.8.51 przedstawiono wykresy
zmian energii ukªadu w czasie uzyskane dla dyskretyzacji (5+2+5) × 6 = 72
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Rys. 6.8.49. Powªoka falista z »ebrem w locie: schemat zadania, trajektorie punktów
przyªo»enia siª.

elementami 9-w¦zªowymi i 16-w¦zªowymi (FI) oraz kroków ∆t = 0,01 s i ∆t =
0,0025 s. Na rys. 6.8.52 pokazano zmiany energii potencjalnej w ci¡gu pierwszych
5 s, uzyskane dla ró»nych dyskretyzacji, elementów i kroków caªkowania.

Rysunek 6.8.51 pokazuje wzrost energii w okresie odpowiadaj¡cym dziaªaniu
obci¡»enia. Po zaniku dziaªania obci¡»enia widoczne s¡ maªe oscylacje energii ki-
netycznej i energii potencjalnej wyst¦puj¡ce w trakcie swobodnego lotu powªoki.
Jednak sumy tych energii, w ramach poszczególnych wariantów dyskretyzacji
przestrzennej i po czasie, s¡ równe dostarczonej do ukªadu pracy obci¡»enia ze-
wn¦trznego i utrzymuj¡ si¦ na staªym poziomie w okresie symulacji. Porównanie
przedstawionych na rys. 6.8.51 ró»nych wariantów dyskretyzacji czasoprzestrzen-
nej pokazuje wyra¹ne ró»nice w warto±ciach caªkowitej energii ukªadu zarówno
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Rys. 6.8.50. Powªoka falista z »ebrem w locie: sekwencja kon�guracji, funkcja obci¡»enia.

Rys. 6.8.51. Powªoka falista z »ebrem w locie: energia ukªadu.
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Rys. 6.8.52. Powªoka falista z »ebrem w locie: zmiany energii potencjalnej ukªadu dla
ró»nych podziaªów, elementów i kroków caªkowania.

dla ró»nych kroków czasowych przy tej samej dyskretyzacji przestrzennej, jak
i przy stosowaniu tego samego kroku czasowego z dyskretyzacj¡ ró»nymi elemen-
tami. Obserwowali±my równie», »e ze wzrostem liczby stopni swobody ukªadu
wyra¹nie uwidaczniaªa si¦ wi¦ksza skªonno±¢ algorytmu caªkowania do niestabil-
no±ci numerycznej, co wymagaªo zmniejszenia dªugo±ci kroku caªkowania podczas
procesu symulacji. Ponadto rys. 6.8.52 pokazuje, »e u»ycie tego samego krótszego
kroku czasowego ∆t = 0,0025 s przy ró»nych dyskretyzacjach daje ró»ne war-
to±ci energii potencjalnej, co oznacza tak»e ró»ne przebiegi warto±ci napr¦»e«
w powªoce.

6.8.10. Skr¦cona powªoka o przekroju teowym w swobodnym locie
bez udziaªu siª grawitacji

Rozwa»amy dynamik¦ swobodnego lotu bez udziaªu siª grawitacyjnych wst¦p-
nie skr¦conej powªoki o przekroju teowym z podrozdziaªu 6.8.7 (rys. 6.8.42), jed-
nak oswobodzonej z utwierdzenia63 (rys. 6.8.53).

W celu uwydatnienia cech powªokowych zadania, przyj¦to do oblicze« dane
liczbowe, takie jak w p. 6.8.7: L = 50, H = 10, B = 14,0112, h0 = 0,25, α = 90◦,
E = 2 × 107, ν = 0,3 oraz ρ0h0 = 1. W tym zadaniu ukªad obci¡»ono dwiema
siªami skupionymi, przyªo»onymi w punktach (a) i (b) (rys. 6.8.53). Zmiany
obci¡»enia w czasie okre±lono funkcj¡ o równobocznym przebiegu trójk¡tnym,
o warto±ci maksymalnej równej 10000 i czasie trwania równym 2 s (rys. 6.8.54).

63Przykªad ten analizowano w rozprawie Lubowiecka [2001].
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Rys. 6.8.53. Skr¦cona powªoka o przekroju teowym: schemat zadania, trajektorie punktów
przyªo»enia siª.

W dyskretyzacji zastosowano regularne siatki podziaªu na 16-w¦zªowe elementy
CAM caªkowane w sposób peªny (FI). Dynamiczne równania ruchu w ci¡gu pierw-
szych 100 s swobodnego lotu powªoki caªkowano ze zmiennym krokiem czasowym,
przyjmuj¡c warto±ci ∆t = {0,1, 0,025, 0,005} s, przy warto±ciach parametrów
β = 0,25, γ = 0,5.

Rysunek 6.8.53 pokazuje trajektorie ruchu punktów (a) i (b) przyªo»enia siª
zrzutowane na pªaszczyzn¦ wspóªrz¦dnych x�z. Sekwencj¦ kolejnych kon�guracji
powªoki, obrazuj¡c¡ jej deformacj¦ i rozwa»an¡ skal¦ przemieszcze« w pocz¡tko-
wej fazie ruchu, pokazano na rys. 6.8.54.

Na rysunku 6.8.55 przedstawiono wykres zmian energii ukªadu w czasie. Poka-
zuje on wzrost energii w okresie odpowiadaj¡cym dziaªaniu obci¡»enia. Po zaniku
dziaªania obci¡»enia widoczne s¡ maªe oscylacje energii kinetycznej i energii po-
tencjalnej (rys. 6.8.56 i 6.8.57) wyst¦puj¡ce w trakcie swobodnego lotu powªoki.
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Rys. 6.8.54. Skr¦cona powªoka o przekroju teowym w locie: sekwencja kilku kon�guracji,
funkcja obci¡»enia.

Rys. 6.8.55. Skr¦cona powªoka o przekroju teowym w locie: energia ukªadu.

Jednak ich suma Ekin + Epot = 2,824 × 105 jest równa dostarczonej do ukªadu
pracy obci¡»enia zewn¦trznego i pozostaje staªa w rozwa»anym przedziale czasu.

Pomimo speªnionego energetycznego kryterium stabilno±ci, przy niezmienio-
nych parametrach caªkowania dalszy znacz¡cy post¦p w analizie, poza zakresy
pokazane na rysunkach, nie jest mo»liwy. Po pewnym czasie wyst¦puje bowiem



574 Rozdziaª 6. Przykªady liczbowe

Rys. 6.8.56. Skr¦cona powªoka o przekroju teowym w locie: energia potencjalna ukªadu,
zmiana kroku caªkowania.

Rys. 6.8.57. Skr¦cona powªoka o przekroju teowym w locie: przebieg energii potencjalnej
ukªadu przy ró»nych krokach caªkowania.

niestabilno±¢ algorytmu, objawiaj¡ca si¦ mi¦dzy innymi �zycznie nieuzasadnio-
nym gwaªtownym wzrostem energii ukªadu. Tego rodzaju trudno±ci s¡ typowe
i znane z literatury przedmiotu (zob. np. Kuhl i Crisfield [1999], Kuhl
iRamm [1996a,b]). S¡ one powodowane nieuzasadnionym �zycznie, narastaj¡cym
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z czasem caªkowania zbyt silnym w zagadnieniach dynamiki konstrukcji wpªywem
postaci deformacji zwi¡zanych z wysokimi cz¦sto±ciami drga« wªasnych ukªadu.
Ten problem wyst¦puje przy caªkowaniu równa« ruchu w dªugich przedziaªach
czasowych przy u»yciu stosunkowo du»ego kroku ∆t.

Niestabilno±¢ algorytmu caªkowania mo»na zaobserwowa¢ analizuj¡c np. prze-
bieg zmienno±ci w czasie energii potencjalnej ukªadu, który w powi¦kszonej skali
pokazano na rys. 6.8.56. Mo»na tu zauwa»y¢, »e pojawienie si¦ niestabilno±ci al-
gorytmu poprzedza pocz¡tkowo lekki trend wzrostowy energii potencjalnej. T¦
informacj¦ (punkt B na rys. 6.8.56) mo»na wykorzysta¢ do zmniejszenia od tej
chwili dªugo±ci kroku caªkowania w celu przedªu»enia przedziaªu stabilnych ob-
licze«. Jednak zbyt pó¹na zmiana kroku ∆t (punkt A na rys. 6.8.56) nie daje
wªa±ciwego ustabilizowania procesu oblicze«. Na rys. 6.8.57 porównano przebiegi
zmian energii potencjalnej (odksztaªcenia spr¦»ystego) skumulowanej w ukªadzie
w czasie pierwszej fazy lotu, otrzymane dla trzech dªugo±ci kroku caªkowania
∆t = {0,1, 0,025, 0,005} s.

Omawiana technika zmniejszania dªugo±ci kroku caªkowania umo»liwia
wprawdzie pewne wydªu»enie przedziaªu stabilnych symulacji numerycznych, ale
nie rozwi¡zuje dyskutowanego tu problemu stabilno±ci algorytmu. Przezwyci¦-
»enie problemu zwi¡zanego z zagadnieniem stabilno±ci algorytmu wymaga ta-
kiego zaprojektowania schematu caªkowania po czasie, który umo»liwia kontrol¦
wpªywu wysokich cz¦sto±ci drga« ukªadu na proces caªkowania nieliniowych rów-
na« ruchu.

Rysunek 6.8.57 pokazuje, »e w przebiegu po czasie energii potencjalnej bada-
nej powªoki dla najdªu»szego kroku caªkowania wyst¦puj¡ znaczne ró»nice w sto-
sunku do przebiegów z krótszymi krokami, w rezultacie wyst¦puj¡ tak»e istotne
ró»nice w stanie napr¦»e« ukªadu. Dlatego rozwi¡zania otrzymane z dªugim kro-
kiem caªkowania ∆t, mimo speªnienia energetycznego kryterium stabilno±ci algo-
rytmu, mog¡ by¢ niepoprawne. Wniosek ten jest szczególnie istotny w kontek±cie
u»ytkowania w nieliniowej analizie dynamicznej konstrukcji algorytmów (np. tzw.
energetyczno�p¦dowych), dopuszczaj¡cych z zaªo»enia stosowanie bardzo du»ych
kroków caªkowania ∆t.

6.8.11. Uwagi
Zebrane w podrozdziale 6.8 zadania, ze wzgl¦du na wielopªatowo±¢ ich geo-

metrii, wykraczaj¡ poza zakres stosowalno±ci standardowych 5-parametrowych
powªokowych elementów zdegenerowanych. Zadania te wykraczaj¡ tak»e poza
zakres stosowalno±ci klasycznych elementów opartych na zaªo»eniach teorii
typu Timoszenko�Reissnera oraz teorii powªok, wykorzystuj¡cych koncepcj¦ po-
wierzchni Cosserat z pojedynczym wektorem kierunkowym.

Powªokowe konstrukcje wielopªatowe charakteryzuje bardzo zªo»one zacho-
wanie, wynikaj¡ce z interakcji lokalnych wybocze« z globaln¡ utrat¡ statecz-
no±ci. W zakresie pokrytycznym pojawia¢ si¦ mog¡ zarówno stateczne, jak
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i niestateczne ±cie»ki równowagi. Tego typu zadania wydaj¡ si¦ by¢ bardziej
realistycznymi i ostrymi testami poprawno±ci stosowania ró»nych elementów
sko«czonych.

Uwagi wymienione w poprzednich podrozdziaªach, dotycz¡ce aspektów teo-
retycznych i efektywno±ci sformuªowania elementów, znalazªy tak»e potwierdze-
nie w przypadku zada« wielopªatowych. W szczególno±ci, wyniki bada« wpªywu
wspóªczynnika owini¦cia αt na rozwi¡zania potwierdzaj¡, »e ten wpªyw jest maªy
gdy αt < 1. Potwierdza to tak»e, »e ten szeroki przedziaª braku wpªywu warto±ci
αt na rozwi¡zania nie zale»y od typu rozwa»anego problemu.

W dwóch ostatnich przykªadach rozwa»ali±my trudne zadania symulacji dy-
namiki powªok trójpªatowych, wymuszonych do lotu w przestrzeni bez wpªywu
grawitacji przez par¦ krótko dziaªaj¡cych siª. W ruchu tym powªoki podlegaj¡ du-
»ym spr¦»ystym deformacjom bez ograniczania zakresu przesuni¦¢ i obrotów. Po
ustaniu dziaªania siª wymuszaj¡cych ruch, obserwowali±my maªe oscylacje energii
kinetycznej i potencjalnej, ale suma obu energii pozostawaªa praktycznie staªa.

W ruchu swobodnym bez udziaªu siª grawitacyjnych ±rodek masy powªoki
trójpªatowej powinien porusza¢ si¦ w przestrzeni wzdªu» prostej, stanowi¡cej o±
obrotu ruchu wirowego ukªadu. Speªnienie tego warunku jest istotnym kryte-
rium poprawno±ci rozwi¡za« nieliniowej dynamiki konstrukcji, jako±ci elementów
sko«czonych i dokªadno±ci algorytmu caªkowania równa« ruchu. W naszych sy-
mulacjach warunek ten byª speªniony z du»¡ dokªadno±ci¡.

Przez zag¦szczanie siatki podziaªu na elementy sko«czone, i/lub u»ycie ele-
mentów sko«czonych wy»szego rz¦du, zwi¦ksza si¦ liczba stopni swobody ukªadu
dyskretnego. W rezultacie wzrasta tak»e liczba i warto±ci najwy»szych cz¦sto±ci
drga« wªasnych. Wzrost liczby stopni swobody powoduje zatem znaczne podnie-
sienie górnej granicy pasma cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu dyskretnego. W wy-
niku silnego rozszerzenia pasma cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªad dynamiczny staje
si¦ bardziej wra»liwym na dªugo±¢ kroku obliczeniowego w algorytmach caªkowa-
nia po czasie.

Stabilno±¢ algorytmów caªkowania po czasie ukªadów nieliniowych dynamiki
konstrukcji jest zazwyczaj sprawdzana poprzez kryterium energetyczne (p. 4.6.1).
Okazaªo si¦, »e pomimo speªnionego kryterium stabilno±ci, przy niezmienionych
parametrach caªkowania w obliczeniach osi¡gany jest punkt, od którego dalszy
znacz¡cy post¦p w analizie nie jest mo»liwy. Niestabilno±¢ numeryczna objawia
si¦ gwaªtownym, �zycznie nieuzasadnionym wzrostem energii caªkowitej ukªadu.
W naszych badaniach zauwa»yli±my, »e ta niestabilno±¢ numeryczna jest poprze-
dzona tendencj¡ wzrostow¡ warto±ci energii potencjalnej ukªadu. Ta obserwacja
umo»liwia dokonanie zawczasu wyboru chwili skrócenia kroku caªkowania nume-
rycznego. Post¦powanie takie daje szanse pewnego wydªu»enia zakresu stabilnych
symulacji numerycznych.
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