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1. Wstep

Powloki obrotowe o malej wyniostoéci utozsamiane sa czesto z plaska powloka
kulista. Jest to jednakie zbytnie zwezZenie tego pojecia. W tej pracy beda rozpatry-
wane powloki o dowolnej postaci funkcji potudnika z (p), ktdra spelnia warunek
«malej wyniostosci» [1]

(1.1) z,<1, 14z~ 1.

Moga to byé wigc powloki zarowno o dodatniej krzywiznie Gaussa (np. kula),
zerowej (np. stoZek) jak i ujemnej (np. przekrycie jednostupowe typu grzybkowego).

Powloki obrotowe dla wiekszoéci funkcji z (o) posiadaja w zworniku osobliwo$é
geometryczna, ktdérej rodzaj zalezy od postaci funkcji z (p). Ponadto w zworniku
wystepowaé moze osobliwo$¢ obcigzenia (np. sita skupiona), co powoduje duze
naprezenia $cinajgce na grubosci powloki nie uwzgledniane w pierwszym przybli-
Zeniu liniowej teorii powlok (por.[16]). W przypadku istnienia obciazenia skupionego
lub osobliwoséci geometrycznej nalezy wigc otrzymane w niniejszej pracy zaleznoéci
odnies¢ do powlok typu piercieniowego o brzegu wewngtrznym gy = 0,10
lub 0,15.

Ze znanych mi prac E. REISSNER [2] wskazal postacie funkcji potudnika z (g)
umozliwiajace analityczne rozwigzanie réwnania jednorodnego (kula, stozek i krzywa
logarytmiczna). W przypadku obrotowej symetrii klas¢ powlok paraboloidalnych
rozwazal E. REIssNER [15]. W pracy [14] przeprowadzono obliczenia powtoki para-
boloidalnej dla obcigZzenia réwnomiernie rozlozonego przy wyktadniku potegi m =
=1, 3/2, 2, 4 [por. (5.1)]. MoZna wymieni¢ réwniez prace pokrewne [17 i 18]. Jest
ponadto ogromna ilo§¢ konkretnych rozwiazan dla powloki kulistej, co ulatwia
mozliwo$é zastapienia podstawowego rownania rézniczkowego czwartego rzedu
przez dwa réwnania drugiego rzedu (por. p. 3).

Autorzy prac [2, 14 i 15] zajmuja si¢ zagadnieniem jednorodnym zakladajac,
ze catka szczegblna z bledem rzedu dokladnosci teorii powtok o matej wyniostosci
jest znana z rozwiazania blonowego. Dla powlok wyniostych o «tagodnych» ksztai-
tach jest to znana wlasno$¢ réwnan teorii powlok [13]. Znane sa jednak niektore
przypadki szczegélne, gdy osobliwos¢ geometryczna powloki przy pewnym typie
obciazenia nie pozwala na przejecie catki szczegdlnej z rozwigzania btonowego,
np. plyta, nieskonczenie dluga powloka cylindryczna, torus i inne wymienione
np. w [13].
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Dotyczy to w pewnym stopniu réwniez powlok o ksztaltach zblizonych do tych oso-
bliwych przypadkéw powlok. Dla powlok obrotowych o malej wynioslosci, jako powlok
o ksztaltach zblizonych do plyty, mozliwos¢ przejgcia calki szczegodlnej z rozwiazania
blonowego zalezy wigc zar6wno od cech geometrycznych powtoki, wyniostosci jak
i charakteru dzialajacego obciazenia. W kazdym konkretnym przypadku nalezy
wigc przeprowadzi¢ analize blgdu wnoszonego do obliczen przez przyjecie blonowej
catki szczegdlnej. Gdy btad wnoszony do obliczen przez przejgcie catki szezegolnej
z rozwigzania blonowego jest rzedu dokladnosci teorii powlok o malej wyniostosci,
przyjecie takie jest mozliwe. Analiza tego rodzaju jest oczywiscie zbgdna, gdy istnieje
mozliwo$é znalezienia $cistej catki szczegdlnej réwnan.

W niniejszej pracy na podstawie réwnan liniowej teorii powtok o malej wyniostosci
w wersji podanej w [1] oraz w [7] rozwaZono podstawowe réwnania dla powlok
obrotowych (p. 2 i 3). Szczegbtowo zanalizowano przypadek symetrii obrotowe;.

Dla klasy powlok paraboloidalnych, z = ¢ (1 — p™), oraz powtoki logarytmicz-
nej, z = cln (1/g), jako najbardziej interesujacych, podano rozwiazanie réwnan
przyjmujac $ciste catki szczegdlne (p. 5). Dla dowolnej postaci funkeji z (o) przepro-
wadzono analize mozliwoséci przejecia calki szczegdlnej z rozwiazania blonowego,
otrzymujac zalezno$ci typu nierdwno$ci (6.5). Wskazano, Zze przy niespelnie-
niu tych zalezno$ci w kazdym konkretnym przypadku przejecie calki szezegdlnej
z rozwigzania blonowego moze spowodowaé bledy przekraczajace dokladno$é
réwnaf liniowej teorii powlok o malej wyniostosci. Wskazano na niektére przypadki
powlok i obciazenia, gdy blonowa calka szczegdlna pokrywa si¢ ze §cista catka szcze-
g0lna i nie wnosi dodatkowych bledéw do obliczen.

Jako przyklady liczbowe rozwiazano dwa przypadki obrotowego przekrycia jedno-
stupowego typu grzybkowego przy obcigZzeniu réwnomiernie roztozonym. Zalez-
nosci (6.5) dla danych liczbowych z naszych przykladdw nie sa spelnione. Zagad-
nienie powtoki rozwigzano przy przyjgciu Scislej i blonowej calki szczegdlnej. Biedy
powstale przy przyjeciu tej ostatniej przekraczaja w tym przypadku doktadno$¢ teorii
powlok o malej wyniostosci, a dla powloki logarytmicznej wykresy obu przypadkdéw
sa wprost nieporéwnywalne.

Nalezy tu zaznaczyé, ze w pracach [3, 4, 5, 14] i innych s3 rozwiazane niektore
konkretne przypadki obrotowej symetrii powlok o matej wyniostoéci. Dotycza one
jednak powlok o dodatniej wzglgdnie zerowej krzywiznie Gaussa. Rozwiazane
w przykladach powloki posiadaja ujemna krzywizne Gaussa.

2. Wielkosci geometryczne powlok

Podstawowe wielkoéci geometryczne oraz oznaczenia dla powlok obrotowych
o malej wyniostoéci podano na rys. 1 i 2. Oznaczenia oraz spos6b postgpowania
zgodny jest z pracami [1, 6 i 7]. Powlok¢ opisano w biegunowym ukladzie wspdt-
rzgdnych rzutu powloki

@.1) 0 = [9]
w
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Powloke okresla wektor

Xy 0 COS @
2.2) R=Lr=1L xZJ =L ]psin w
X3 z(o)

Rys. 1

Zaklada si¢, ze posta¢ krzywej poludnika z spelnia podstawowe zaloZenie teorii
powlok o malej wyniostosci

2.3) z;<1, 14z ~1.

0
Tu i dalej symbole (), = W( ) oraz ()|, oznaczaja odpowiednio pochodna

czastkowa oraz pochodna kowariantng.

I x3
Rys. 2

Przy zaloZzeniu (2.3) wielkosci geometryczne powloki przedstawione w rzucie
powloki na podstawie (2.1) i (2.2) sa nastgpujace [1]:
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3. Réwnania podstawowe

Réwnanie rozwigzujace liniowej teorii pow!ok o malej wyniostosci w dowolnym
uktadzie krzywoliniowym w przypadku rozwigzania metoda «mieszang» ma postac
[1i7]):

3. O e FiyAsEbio), = £ iy/4p},
gdzie
O = ¢ 4 ixv3,
ERL 12(1 —»2) P EAL
3.2 %:-ﬁ;*ﬁ—-——:g, A:T, BZ—I/—‘Z:T,

Symbol ¢ oznacza funkcje naprgzen Airy’ego oraz o3 skladowa wektora prze-
mieszczen w kierunku a;. W réwnaniu (3.1) dla ulatwienia dalszych rozwazan
przyjeto obceigzenie p3 # 0, pl = p2 = 0 wykluczajac w ten sposéb zagadnienie
wieloznacznosci funkcji naprezen ¢ [24].

W przyjetym ukladzie wspoétrzednych (2.1) dla wielkosci (2.4) rownanie (3.1)
przyjmie postac:

. 4 z V4 —
(33) V22O T iya (—él9,11+’7”9’1 +—é;—‘@,22\)= £ iy Ap,

02 1 0 1 02
— L

Jest to podstawowe réwnanie dla powlok obrotowych. Po rozwiazaniu (3.3)
i rozdzieleniu @ zgodnie z (3.2); fizyczne skladowe tensoréw sit wewnetrznych
nP, P g wektora przemieszezenn o'” oraz tensoréw odksztalceni oy, Bap
mozna wyrazié przez ¢ iv3 przez rozwinigeie ogéinych zaleznosci [11 7] dla przyjgtego
uktadu (2.1) i (2.4).

Roéwnanie (3.3) jest rownaniem rozniczkowym czastkowym zespolonym czwartego
rzedu zmiennych rzeczywistych g i o o wspétczynnikach funkeyjnych. Sciste rozwia-
zanie tego réwnania dla dowolnego ksztaltu powloki z (¢) nie jest znane. Jedynie
dla powloki kulistej o malej wyniostosci z = ¢ (1 — p2) réwnanie (3.3) mozna prze-
ksztalci¢ do postaci

X)) : V2(V2£i2y/Ac) O = + i y/Aps.

W przypadku wigc powloki kulistej zagadnienie jednorodne sprowadza si¢ do
rozwiazania rOwnania Laplace’a oraz réwnania Helmholtza, podstawowych rownan
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fizyki matematycznej. Mozna to podobnie udowodni¢ nawet odnoénie do réwna-
nia ogdlnego (3.1).

Powloke kulista o malej wynidtoéci rozpatrzono m.in. w pracach [8, 9 i 10]
przejmujac catke szczegblng z rozwiazania blonowego. Zagadnienie wyznaczenia
“Scistej catki szczegélnej réwnania (3.4) dla pewnych obciazen poruszono w pracach
[22 i 23].

Rozdzielajac w réwnaniu (3.3) zmienne przy zaloZeniu jednoznaczno$ci funkcji
naprezen ¢ [24]

n ‘
3.5 O = Z O () cosnw, p’= Z ;3 (o) cos nw, @n = :;)j: ix?ﬂ
n

n

dla kazdego n otrzymamy

n [z n z n z n _n
3.6) VinL@qii]/A(?’l@,ll+'T“@’l~n2 L;;@):j:i]/Aﬂ,

d2 1 d n2

2 o % T
"Tde2 o dp @

Sciste rozwiazania zagadnienia jednorodnego (3.6) dla n > 1 znane sa poza kula dla
powloki stozkowej, z = ¢ (1 — p) [19], oraz powloki o potudniku wg krzywej loga-
rytmicznej z= cIn (1/0) [2i24]. Dla innych postaci potudnika z = cf (¢) zachodzi
konieczno$é budowania rozwigzan asymptotycznych réwnania (3.6) dla konkret-
nych wielkoéci parametréw )/4 ¢ oraz n.

W niniejszej pracy ograniczono si¢ do zagadnien obrotowej symetrii.

4. Przypadek obrotowej symetrii

Dla obrotowej symetrii ( ), = 0 oraz n =0. Wtedy (3.6) mozna scatkowac
jednokrotnie wzglgdem zmiennej o otrzymujac réwnanie drugiego rzedu

4
1 _
“.1) Q[:(QF),1 ] Fiydz, F=+iyA (fp3gdg — C),
) ! oo
gdzie
0 0 0
4.2) F=0,=¢, iixv?l =@ L ixW.

Mozna z tatwoscia udowodnié, ze stala catkowania C w réownaniu (4.1) jest stala
rzeczywista, wynikajaca z istnienia obcigZenia sila skupiona w zworniku,
4.3) C r P

' 2z 2aL’

gdzie P = LP jest fizyczna sktadowa wektora sily skupione;.
Rozwigzanie rownania (4.1) ma postaé

4.4) F = Ay Fi+A34 Fy-+Fs,

Rozprawy Inzynierskie — 4
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gdzie F; i F, oznaczaja liniowo niezalezne rozwigzania jednorodnego réwnania (4.1),
F; catke szczegblng oraz Aqp i A4 zespolone stale dowolne.
Funkcje Fy, F, i Fs sa funkcjami zespolonynti argumentu rzeczywistego ¢. Roz-
dzielajac (4.4) na cz¢$é rzeczywista i urojona zgodnie z (4.2)
“5) Ay = Ay — idy, Aszg= A3 — iy,
Fi=vyitiys,, F=vys+iys, Fys=ReF+ilmF,

dla funkcji @ i W z (4.2) otrzymamy nast¢pujace wyraZenia:
@ = A1y + Az v2+-Asp3t+AapstPs,

(4.6) 1
W=+ 7(1‘11 Yy — Ayt Ay ps — Agyp3)+ W,
gdzie
1 VA
(4.7) ¢s:Re Fs, Ws = :t';_Im Fs - :t mImFs.

W ten sposoéb wyznaczone funkcje v, spetniaja nast¢pujace zwiazki wynikajace
z réwnania (4.1):
1 1 _
4 [?(ewl),lJ = F YAz v

1 T _
0 L?(Wz),l = + VAz, vy,

[ 1
| @

(4.8) )
(ov3),1 = F YAz, v,

-

1 _
0 —é-(@w),l =+ y4Az,9;

1

Analityczna posta¢ funkcji v, jak réwniez @i W, zalezy od postaci potudnika
z (p) oraz obciazenia p3 (p). Dotychczasowe rozwazania ogdlne prowadzone sa dla
obu znakdéw () ze wzoru (3.1). Takie ustawienie réwnan ulatwia dokonanie wy-
godnej zamiany zmiennej niezaleznej w réwnaniu (4.1) przy konkretnych oblicze-
niach podczas doprowadzania (4.1) do typowej postaci.

Wyrazenia sit wewngtrznych #°P m@® ¢ przemieszczen »® i odksztalced
a,p dla obrotowej symetrii zestawiono w tablicy 1.

Rozdziclajac (4.1) na cz¢éé rzeczywista i urojona otrzymamy dla obrotowej sy-
metrii rownanie zgodno$ci odksztalcen w kierunku as:

N R R

4.9 0 [% (09D). 1] +EiLz ; W=0
B

oraz réwnanie réwnowagi w kierunku a;

1 —
@O | @] —210 = [ret—T=0,0+00
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gdzie
@.11) C=cC+|[ pode],_,.

a dla przejrzystosci dalszych rozwazan przyjeto oznaczenia

(4.12) Op (@) = [ pPede, Oz=—C.

5. Rozwigzania analityczne

Rozwigzanie réwnania (4.1) przeprowadZzmy przykladowo dla powlok paraboloi-
dalnych oraz powloki logarytmicznej.

Weimy pod uwage powloki paraboloidalne
(.1) z=c(l — gm),

gdzie ¢ oznacza staly parametr, wielko$¢ mala, m oznacza wielko$¢ dodatnia.
Dla powlok paraboloidalnych (5.1) réwnanie (4.1) przyjmie postaé

Q .
(52)  @FutoF,— (FiyAemgni1) F— £ iydg( [ (p3ede —C).
2 |
Dokonujac zamiany zmiennych

2 [ —
_ gomi2 — =
(5.3) x = Ip™?, l——m]/cmVA

jednorodne réwnanie (5.2) dla znaku dolnego sprowadza si¢ do drugiej typowej
postaci réwnania Bessela:

2 2

ktérego rozwigzanie mozna przyja¢ w postaci [11 i 15]

(5.5) Fo () = A, (Y ix)+ 4 K, () ix) = Dy — izWy.
m m
Tutaj 1, (}/7x) oraz K, (j/ix) oznaczaja funkcj¢ Bessela drugiego rodzaju rzedu
m m
2/m argumentu zespolonego /7 x.
Zgodnie z postgpowaniem nakreslonym w p. 4 rozwiazanie rOwnania jednorodnego

nalezy przedstawi¢ przez funkcje v, argumentu rzeczywistego. W przypadku powtok
paraboloidalnych [11] mamy

2
1, (ix)im= ber, x +ibei, x = 1 (x) + iy2 (%),

m m m
(5.6) ,

Kz(p/Tx)iﬁz kerixqtikeiix

m m m

Y3 (x) + “P4 (x):
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gdzie ber, x, bei, x, ker, x i kei, x oznaczaja funkcje Thompsona rzedu 2/m
m m m m
argumentu rzeczywistego x [11].
W celu wyznaczenia Scislej catki szczegdlnej Fs rownania (5.2) nalezy obraé postaé
funkcji obciazenia. Zakladajac dla prostoty, ze

5.7 P3(p) = const =p

przez zamiang zmiennych dla znaku dolnego

(5.8) : z = {37 [pm2

mozna sprowadzi¢ (5.2) do pierwszej typowej postaci réwnania Bessela [12]:
[ 2\2 5 2

5.9 22F,zz+zF,z+lz2 —(;)]FzEZM—l-sz.

W réwnaniu tym E i G sg stalymi zespolonymi okre$lonymi za pomoca wzoréw

{2V 12 p
L et N N
E= IVA(m) [i3l2]m2’

21

(5.10) G=iyA4 (;) [;Tﬁ]m C,
_ P po}
C72n+ 2

Calke szczegélng (5.9) mozna teraz przyja¢ w postaci [12]

F; =Es,, @+GS,_y,, (),

2

5.11
5.11) a2
v » p=3 .

m

Symbole s, ,(z) oraz S,_ , (z) oznaczaja funkcje Lomela zdefiniowane szeregami
nieskonczonymi oraz wzorami transformacyjnymi w pracy [12], str. 349-350.
Dla pewnych szczegdlnych wartosci p i v okre§lonych w [12] funkcje Lomela
S,_4,, (z) mozna wyrazi¢ przez wielomiany Neumana Oy, (z), natomiast zamiast funk-
cji Lomela s, , (z) jako catkg szczegdlng (5.9) nalezy przyjaé funkcje Lomela S, , (z)
okre§lona w [12] skonczonym szeregiem potegowym o potegach malejacych. Catki
szczegblne Fy rownania (5.9) dla niektorych wartoéci m zestawiono w tablicy 2.

Calki szczegblne @; i W, okreSlone sa teraz za pomoca wzordw (por. 4.7)

VA
(5.12) ®s=ReF;, Ws=— mlm F;.

Calki szczegélne D;s oraz W dla nicktérych warto§ci m podano w tablicach 3 i 4.
Z kolei wezmy pod uwage powloke logarytmiczng

(5.13) z = +cln(1/g),

gdzie ¢ oznacza staly dodatni maly parametr tak okreslony, aby dla obszaru po-
wloki bylo spelnione zalozenie (2.3). :
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Tablica 2. Zestawienie calek szczegblnych F; od obciaZenia réwnomiernego p
oraz sily skupionej P

z Wyraz Oy (0) Wyraz Oc¢
c(l—om) Es, ,(2) GS,_1,,(2)
2 E G
— V4 J—
c(l—9?) .
12 4
oo e (15 o1+
3 - 71 40 40-16 6z 1 + 8 64
c(l——]/g) Ez ( ~—§+ o ) z( -Z—Z—I—;)
]/_ 01 84 84.48 84-48-20 G2 [1 v 12 12-16 12.192
cl—Veo) | £z ( —;—F T ) z ( t— o o
1
cln— E] 93 G] 0
4

Tablica 3. Zestawienie poréwnawcze calek szczegélnych funkcji napreien z rozwiazania

$cislego @5 i blonowego @

z Ds ' @
o feer =
c(l— om) Re [Es,. , (2) + GS,_1, ()] e —C]
1 rpre® - l ree> —
02 — 1= __c — = _c
c(l—o0?) ZCQ[Z ] ZCQ[Z ]
1 ng _ 1 pgz —
- ~ _ —|=—c
(=0 7] 5]
s | 33—eer (160 l)—El~l6 1 35—t
c(l —1/92) 2" T |2 9c24 i’/@“t' 9c24 i E‘ 2 Ve 2
— 2 - [pe? 63 1 - 31 2 —rper —
— Z T - = - = _
cfl ]/Q) c ¢ [ 2 ( 24 g) ( c2A4 g)] c ]/9 [ 2 C]
2 Ac2 — 0 2
¢ln— L C__T 22 _c
0 c | 2 Ac24-64 c | 2

Dla (5.13) w przypadku obciazenia réwnomiernego (5.7) réwnanie (4.1) ma postaé

(5.14)

2

- — (po*
02 F 11+ 0F 1 — [Fiydc+1IF = ifl/A@(_— C)_

2

Otrzymane réwnanie typu Eulera dla znaku dolnego posiada rozwigzanie

(5.15)

Eo = Ay 0"+ A340%,

Fs=E 034 Gy,
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Tablica 4. Zestawienie poréownawcze calek szczegélnych funkcji przemieszczen
Z rozwigzania $cislego W, i blonowego W

z EIL W, EMLW
1 : 2-m 2 4—m —
c(l—om — Y4 Im[Es,, @) +GS,_1,, ) ol =2 [”—9 + c]
¢Zm 2 m
c (1 —p2) 0 0
1 pgz — 1 pQZ —
1— —1—3+4C —3 C
(1 —p) czg[z + ] czg[z + ]
2 2 _ 2 —
3 — po 2 14%
Ve A
.~ | =3 rpe? 15 1 — 3 1 3 rpo? —
el 1= h—— S+ o1 ——— = —|&=71+c
Vo 62[2 ( 24 e)+ ( c24 9)] 02[2 N ]
8@ pgz Ac? 89 pel
cln— —_ T —— —
0 c2 2 Ac? + 64 cz 2
gdzie

iy4a p _ _—
(5.16) EIZ_E&%VZ_CE’ Gi=—Cle, k1,2=ﬁ:l/1+i]/AC=ﬁ:(a+iﬁ)-

Uktad funkcji y, ma wigc w tym przypadku postaé
y1 = ¢ cos (fIn o), Y2 = ¢°sin (8 1n ),

(5.17) .
y3 =0 "cos(—fIng), y4=0 “sin(—flnp).

®; oraz W; otrzymane z (5.15); zgodnie z (4.7) i (5.12) podano w tablicach 3 i 4.

6. O mozliwoSci wykorzystania calki szczegélnej z teorii blonowej

Scista calka szczegélna réwnania (4.1) w przypadkach, gdy da si¢ ja wyznaczy¢
analitycznie, posiada prostg postaé tylko dla niektérych postaci funkcji poludnika
z (p) oraz stosunkowo prostej funkcji obciazenia p3 (0). Ogdlnie jednak nalezy sig
spodziewaé skomplikowanych zespolonych wyrazen analitycznych, w ktoérych
wydzielenie czgéci rzeczywiste] i urojonej zgodnie z (4.7) moze byé praktycznie
niewykonalne (np. dla powlok paraboloidalnych rozwazanych w p. 5 przy nieréwno-
miernym obciazeniu, odpowiednie wyrazenia analityczne mozna znalezé wg [12]).

Z drugiej strony wiadomo, ze dla powlok wyniostych o «tagodnych» ksztaltach
calke szczegdlna na ogdl mozna przejaé z rozwigzania blonowego [13]. Dotyczy to
tym bardziej stanu obrotowej symetrii. Z rozwigzania blonowego otrzymujemy
proste rzeczywiste wyraZenia analityczne wprost na funkcj¢ naprezeni @, funkcje
przemieszczeh W oraz na sity wewnetrzne i przemieszczenia. Rozwiazania tego typu
mozna znalez¢ niemal w kazdej monografii z teorii powlok [4 i 5]. Rozwigzania
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blonowe dla niektorych powlok paraboloidalnych oraz powtoki logarytmicznej
podano w tablicach 3 i 4.

Postawmy wigc pytanie: czy dla powlok obrotowych o matej wyniostosci w przy-
padku obrotowe]j symetrii mozna calk¢ szczegblng réwnania (4.1) zastapi¢ rozwia-
zaniem btonowym ?

6.1) BB, W;—W.

Rozwiazanie blonowe dla funkcji naprezen @ mozna otrzymaé pomijajac w row-
naniach réwnowagi momenty i sily tnace, co w przypadku obrotowej symetrii
sprowadza si¢ do pominigcia pierwszego wyrazu w roéwnaniu (4.10). Stad

_ 1 _ 1 -
62 =~ ([rede—C)= = -0@+0) =B - &

Przez podstawienie (6.2) do rownania zgodnosci odksztalcei (4.9) mozna wyzna-
czy¢ blonowa funkcj¢ przemieszczen:

o S
6.3) W=- E—li; [*@‘ (Q(P),1]’1 = Wpt+Wg.

Poniewaz rozwiazanie blonowe (6.2) i (6.3) ma by¢ calkq szczegdlng zagadnienia
zgieciowego, sprawdZmy wigc w jakim stopniu tak zbudowane rozwiazanie spetnia
réwnanie (4.1) lub, co jest rownoznaczne, réwnania (4.9) i (4.10).

Roéwnanie zgodnosci odksztalcern (4.9) jest spelnione $ci$le. Natomiast rownanie
(4.10) przy oznaczeniach (6.2) i (6.3) przeksztalémy do postaci

50,001~ 09 o @] Jroei -Gl o] |
(6'4) _Z,I(D=0P(Q) 1_01)(@) ?(QWP),I 11 -l'OE' 1_—0_6' ?(QWE),I,,I .

Roéwnania liniowej teorii powlok wyprowadzone sg z doktadno$cia do wyrazow
rzedu A2 w poréwnaniu z jednoscia. Przyjecie euklidesowej geometrii powloki
podczas wyprowadzenia réwnania (3.1) powoduje wprowadzenie dodatkowych
bledow rzedu nizszego od A2.

Mozna szacunkowo okreslié [20] Zze réwnania teorii powlok o malej wyniostosci
wyprowadzone sa z dokladnoscia do wyrazéw rzgdu Al. Przyjecie wiec Scistej catki
szczegblnej réwnania (3.1) nie zwigkszy dokladno$ci wynikéw, podobnie jak nie
zmniejszy dokladnosci wynikdw przyjecie calki szczegdlnej z bledem rzedu Al w
pordwnaniu z jednoscia.

W przypadku obrotowej symetrii z poréwnania réwnan (6.2) i (6.4) wynika,
Ze przejecie calki szczegdlnej z rozwiazania blonowego jest mozliwe, gdy sa spetnione
nastgpujace zalezno$ci:

Be [I(W)] <A<«
——|— <sA<l,
Ol "7,

—BQ[I(W) ] SsM«l
D </, ~ < 1,
OE' QQ Cl,l

gdzie symbol ~ oznacza «rzedu».

(6.5
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W przypadku gdy zaleznosci (6.5) sa spelnione w calym obszarze powtoki, prze-
jecie catki szczegdlnej z rozwiazania blonowego wprowadza bledy rzedu doktadnosci
teorii, ktére nie moga mie¢ wplywu na dokladno§¢ wynikéw. W tych przypadkach
mozna calke szczegblna przeja¢ z rozwiazania blonowego.

Jezeli zaleznosci (6.5) na czesci lub w calym obszarze powloki nie sa spetnione,
to przejecie catki szczegdlnej z rozwiazania blonowego wprowadza dodatkowe bledy
nizszego rzedu od dokladnodci teorii. Takie postgpowanie moze (chociaz ze wzgledu
na to, 7e szukamy tylko catki szczegdlnej zagadnienia nie koniecznie musi) dopro-
wadzié¢ do bledéw w wynikach przewyzszajacych dokladnos¢ teorii powlok o malej
wyniostosci.

W sensie matematycznym warunki okreslone zaleznosciami (6.5) mozna traktowaé
jako dostateczne [13 i 20]. Wiaza one obciazenie, ksztalt powloki i jej wyniostosé.
Ze wzgledu na warunek (2.3) powloka jest na ogot opisana nastgpujaca zaleznoscia:

(6.6) z=cf(0),

gdzie ¢ < 1 oznacza maly pararﬁetr, charakteryzujacy wyniostos¢ powloki oraz
gdzie|f ()|~ 1if 1 # 0dla o > 0. (Przypadki powlok f ; = 0 nie sa tu rozwazane).

Dla konkretnie danej postaci funkcji f(g) oraz konkretnego obciazenia mozna
okresli¢ najmniejsza wyniostos¢ ¢, dla ktérej rozwiazanie btonowe moze byé przyjete
jako calka szczegblna zagadnienia zgigciowego. Dla wyniostoSci mniejszych nalezy
braé $cista calke szczegblng réwnania (4.1).

Dla przykladu przeprowadZmy analize dla klasy powtok parab0101da1nych 5.1)
rozwaZanych §ci§le w p. 5 przy obciaZeniu p3 (¢) = const = p.

Z (6.5) otrzymamy

4 G—mQ—m2Ql—m

_ 1
©.7) Ac? m2 g2m <4
lub

AN —m@—m2{1 —m)

— 1

(6.8) ( - ) 3mz gim < AL,

natomiast (6.5); daje

4 2—md—m

6.9) m oo < M
lub

IV 2—mQ—m)

- 1
(6.10) (c) 3g2m < AL,

Zaleznosci (6.7)-(6.10) wskazuja, ze przypadki m = 1 (stozek) oraz m = 2 (kula)
sa przypadkami szczegbinymi przy obciaZeniu réwnomiernym oraz istnieniu sily
skupionej w zworniku. Przypadek m = 4 mozna traktowac jako szczegélny dla
powloki zamknigtej w zworniku przy obciazeniu tylko réwnomiernie rozlozonym.
Dla tych przypadkéw szczegdlnych powlok i obciazenia catka szczegélna (4.1)
mozZe by¢ przejgta z rozwiazania blonowego niezaleznie od wyniostosci powloki.
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Nalezy tu zauwazy¢, Ze rozwiazane w pracach [14, 2 1 3] oraz monografii [5i 4]
przypadki obrotowej symetrii powlok paraboloidalnych o malej wyniostosci naleza
wlasnie do tych przypadkéw szczegdlnych ze wzgledu na mozliwo$¢ przyjecia
btonowej calki.szczeg(’)lnej. Przyjecie blonowej calki szczegdlnej w tych konkretnie
rozwigzanych przykladach nie wprowadza dodatkowych bledéw do obliczen.
Jednak poprawno$¢ takiego zatoZenia dla stanu obrotowej symetrii dowolnych powlok
obrotowych o malej wyniostoéci przy dowolnym obcigZeniu zalezy od spelnienia
podanych w niniejszej pracy warunkéw (6.5).

Podobnie mozna przeprowadzié rozwazania dla powloki logarytmicznej (5 13),
dla ktérej z (6.5); otrzymamy

64
e n
6.11) BV A
lub
16 [ A
(6.12) 3 (c) < AL,

natomiast lewa strona (6.5); daje zero. Oznacza to, ze dla powloki (5.13) w przy-
padku obciaZenia tylko brzegowego rozwigzanie blonowe pokrywa sig ze §cisla
catkg szczegdlng réwnania (4.1) niezaleznie od wyniostoéci powloki (por. p. 5 oraz
tablicg 3).

7. Przyklad 1

Wyznaczmy rozklad sit wewngtrznych w przekryciu jednostupowym (rys. 2)
o powloce typu paraboloidalnego (rys. 3) pod obciazeniem réwnomiernie rozlo-

| ~1 DBLD/L
! i RN EEEANARNANANENEE N EN]
J 8
S
I o
. =
(=)
o
02L
Z L
—— [T
Rys. 3

Zonym p®) = const = p/L dla nastgpujacych danych liczbowych (oznaczenia
jak w poprzednich rozwazaniach):
) .

1
7.1 m= 3 c=01 A41=0,025 »v= 3 (Zelbet), gy =0,2.

Zgodnie z rozwiazaniem analitycznym (p. 5) obliczamy

7.2 Z—Vlz(l—vz)—wsss I —9054 ——3
() ]/ — l - VI, = 7 ) m'— .
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Zmienna niezalezna zmienia si¢ wigc w granicach 0,2 € ¢ < 1, skad z (5.3) mamy
(1.3) 42025 < x € 9,0540; x =9,054 f/ 0

Funkcje y, bedace liniowo niezaleznymi rozwigzaniami réwnania jednorodnego
maja tu postaé
yr=Dbersx, yy=beizx, y3=Kkersx, y;==kei;x,

dx ,
Yn,1 = g Yn (x)d—g= YnX,1-

(7.4)

Wyznaczenie wartosci funkcji vy, i py, przeprowadzono korzystajac z tablic [21]
dla funkcji Thompsona rzgdu zera ber x, ber’ x, ..., obliczajac nastgpnie funkcje
rzedu 3 wg nastgpujacych wzordw transformacyjnych:

2 ' 2y2
5— (ber” x + bei’ x) +

ber; x = —

(ber x — bei x) —

(ber’ x — bei’ x),

2
2 2y2
— bei’ x) + -T(ber x + bei x) —

@) (ber’ x + bei ),
—(ber’ x -+ bei’ x

V

, ]/5 . 3 berz x
ber, x = -—x—(ber’ x — bei’ x) + ‘/_(ber x4 bei x) — ———,

bei! x — ]/fb ) bei’ 1 ) 3 beiz x
ely x = — (ber’ x + bei’ x) V,i(berx—belx) M

Wzory transformacyjne na ker; x, keis x, ker; x i kei; x s3 identyczne po zamianie
symbolu ber na ker.

W przypadku rozwazanej powloki jednostupowej z warunku réwnowagi calosci
konstrukcji otrzymujemy

(7.6) P=PL=n(L2—L20)p® = apL (1 — 0.
Stad wg (5.10); i (4.3)

c=2ua P;@gz_l’,
.7 C=50-¢)+ >

ZaleznoSci (6.5); lub dokladniej (6.7) maja postaé

160 1 0,094787 0,81 dla ¢ =09=0,2,

7.8 —_— = =
.8) 924 o™ Ja 10095 dla g=10.
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Wzér (6.5), lub (6.8) daje

16 1 0009479 |0,081 dla o=pgy=02,

(7.9) 9c24 o*? 13/9—4 10,0095 dla o=1,0.

Jest widoczne, ze jezeli w (7.9) otrzymano wielkosci rzedu Al = 0,025, to w (7.8)
otrzymano wielko$ci rzgdu A0 = 1, ktérych nie wolno pomijaé¢ w poréwnaniu z jed-
noscia. Zgodnie z rozwazaniami p. 6 nie nalezy tu przyjmowaé blonowej catki
szczegdlne;j.

Scista catka szczegélna réwnania podstawowego, zgodnie z rozwiazaniami (5.11)
i (5.12) oraz tablicami 2,3 i 4 dla danych (7.1) i (7.2), ma postaé

30— 0,094 787 0,009 479
O, =p-15V0 [@2(1 - ‘T:—) - (1 ——3—:—)]
- Vet V ot
(7.10)
1
EALW,; =p - 100 - 5=(502+ 1).
2

Warunki brzegowe zadania sa nastgpujace:

D2, =wW=0,
0 = 00 !

2) agy = 0;

(7.11)
3) 7 = 0,
e=10 4 mav—o,

Powyzsze warunki brzegowe prowadza do ukladu czterech réwnafn wzgledem
statych A4,, po rozwigzaniu ktérego mamy
Ay = —39,658-1073 p,
Ay = —14,325-103 p,
Ay = — 35,645 p,
Ay = — 68,877 p.

(1.12)

Na rysunkach 4, 5 i 6 wykresy sit wewnetrznych obliczone wg wzoréw z tablicy 1
przy stalych (7.12) podaho liniq ciggla.

Gdyby postapi¢ zgodnie z zalozeniami prac [2 i 14] i przyja¢ w tym przypadku
blonowa catke szczegdlng wg (6.2) i (6.3) oraz tablicy 1,

— 3 —
®=p-15-Vo (> — 1),

— 1
0

(7.13)



PRZYPADEK OBROTOWEJ SYMETRII POWELOK O MAELEJ WYNIOSLOSCI 257

dla warunkéw brzegowych (7.11) otrzymamy uklad czterech réwnan wzgledem
stalych A4,, po rozwigzaniu ktérego mamy

Ay = —49,668-10-3 p,

Ay = —4,524.10-3 p,

A; = —50,739 p,

A4 = 67,551 p.
Na rysunkach 4, 5 i 6 wykresy sit wewngtrznych, obliczone wg wzoréw z tablicy 1
przy przyjeciu @5 = @ oraz W, = W oraz za pontoca statych (7.14), podano linig
przerywangq.

Wykresy wykazuja rozbieznosci w przebiegach sit wewnetrznych. W przypadku

przyjecia blonowej calki szczegdlnej réznice maksymalnych rzednych sit wewnetrz-

nych w stosunku do rozwiazania Scislego réwnan powlok o malej wyniostosci sa
nast¢pujace:

(7.14)

momenty promieniowe m(l) x~ 9,25%
momenty obwodowe m22 ~ 19, ale na krawedzi zewngtrznej 23,29,

sily promieniowe na ~ 69,
sity obwodowe n22) ~ 14,19,
sily tnace gV ~40,79%.

Réznice te przekraczaja dokladno$é teorii powlok o malej wyniostosci.

Te wzglednie nieduze rozbieznoéci wykreséw sit wewngtrznych (wykres g(1) w wy-
miarowaniu nie odgrywa roli) wynikaja stad, ze geomatria rozwazanej powloki
jest zblizona do powloki stozkowej o malej wyniostosci, dla ktérej pokrywaja si¢
catka szczegblna rozwiazania $cistego réwnafn oraz rozwigzanie blonowe. Dla po-
wilok, ktérych geometria bardziej rézni si¢ od geometrii stozka lub kuli przejgcie
catki szczegblnej z rozw azania blonowego moze spowodowal znacznie wigksze
bledy. Ponizej podajemy rozwiazanie takiego wilasnie przypadku.

8. Przyklad 2

Wyznaczmy rozklad sit wewngtrznych w przekryciu jednostupowym (rys. 2)
o powloce typu logarytmicznego z = c-In 1/p (rys. 7) pod obcigzeniem réwno-
miernie roztozonym p® = const = p/L dla nastepujacych danych liczbowych [por.
wzory (7.1) oraz (7.2)]:

1
¢ = 0,04765, 2 = 0,025, v=¢

00 = 0,2, YA =136,63.

8.1)

Analityczne rozwigzanie tego typu powlok podane zostalo w p.5, przy czym
funkcje ¢, maja tu postaé (5.17).
W przypadku rozwazanej konstrukcji jednostupowej mamy wg zaleznosci (7.6)
oraz (1.7)
p

8.2) Cc= R
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Zalezno$¢ (6.11) przyjmuje tu postaé

64
c2 A

8.3) = 1,51 » AL

Zgodnie wigc z rozwazaniami p. 6 nalezy do rozwiazan braé Scisla calke szcze-
" gblna réwnan. -
Scista catka szczegdlna réwnania podstawowego (5.14) dla danych numerycznych
(8.1) zgodnie z (5.15) i (5.16) oraz tablic 5, 6,7 ma postaé

(8.4) D; = p (4,18063 @3 — 10,49310 o),
(8.5) EAL-Ws = p-701,89 p3.

Warunki brzegowe (7.11) prowadza do ukladu czterech réwnan wzglgdem sta-
tych A,, po rozwiazaniu ktérego mamy

A = 6,28.563 2

Ay = — 2,74651 p,
Ay = 0,026798 p,
A4 = — 0,000030 p.

(8.6)

Na rysunkach 8, 9, 10 wykresy sit wewngtrznych obliczone wg wzordw z tablicy 1
przy statych (8.6) podano linig ciaglq.

Jezeli wbrew otrzymanemu w (8.3) niespelnieniu warunku (6.11) przyja¢ do
obliczern blonowa calke szczegdlng wg (6.2), (6.3) oraz tablic 3 i 4, to dla danych
numerycznych (8.1) otrzymamy “

(8.7 @ = p (10,49310 o3 — 10,49310 o),
(8.8) EALW = 1761,708 po>.

Warunki brzegowe (7.11) prowadza do ukladu czterech réwnan wzgledem sta-
tych 4,, po rozwiazaniu ktérego mamy

A, = 0,017620 p,

Ay = — 19,2420 p,
A; = — 0,017620 p,
Ay = 0,050000 p.

(8.9)

Na rysunkach 8, 9, 10 wykresy sit wewnetrznych obliczone wg wzoréw z tablicy 1
przy statych (8.9) podano /fniq przerywang.

Jak wynika z rysunkow 8, 9, 10, bltad spowodowany przejeciem calki szczegblnej
z rozwigzania blonowego w przypadku powloki logarytmicznej jest tak duzy, Ze
otrzymane na tej podstawie wykresy sil wewnetrznych sa zupelnie inne i nieporéw-
nywalne z wykresami otrzymanymi na podstawie Scistego rozwiazania réwnan.
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PeszwomMme
OCECUMMETPUUYECKASA JEQOPMALIMA ITOJIOTUX OBOJIOYEK BPAIIEHUS

Ha ocHoBe nmueHBOM TEOPHMH HOJOTMX OGONOYEX pACCMATPHBAIOTCH YPAaBHEHMA 06O0JI0YEK
Bpamenus, JIeTajbHO PAaCCMATPHBACTCS OCECHMMMETpPHUECKas nedopManus TONOrHX obosnouex
BpameHus. O6CyxaaeTca 3a7aya 3aMMCTBOBAHMS YAaCTHOTO DemeHmsi U3 6E3MOMEHTHON TeopHH.
Jlomy4eHsl yclOBMS DPUMEHMMOCTH GE3MOMEHTHOTO DEINEeHMS, B KAYeCTBE YaCTHOTO DEINCHHMS
ypaBHEHUH TONOTHX 060N0YeK. YKa3bIBAIOTCS HEKOTOPHIE THOBI ODONOYEK M HArpy3ok, Ans Ko-
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TOpBIX G€3MOMEHTHOE DEIUEHUE COBNANAET C TOYHBIM YaCTHBLIM DelieHHeM ypaBHeHuit. aioTcs
AHAMTHYECKHE pEMeHus Jns Kiacca napaConoupaibHbiX OOONOYEK M AN JIOrapHOMIYECKOil
oGonouxy. JlaeTcs mpuMep pacyeTa Ha PaBHOMEPHO DACOPENENICHHYIO HArpy3Ky OmHOCTOJIGHOrO,
rpUGOBHTHOTO HEPEKphITHS, NapabonoupanbHas M Jorapudmuyeckas o0060J04KA KOTOPOTo
HMMEET OTPHMIATEIBLHYIO TayCCOBYIO. KPHMBM3HY. JIJIs 4HCNEHHBIX NAHHBIX IPUMEDPA, MOJYYEHHDBIE
B paGoTe YCIOBHS — HE BEIIONHSIOTCA. PaCXOX/ICHUS Pe3ybTaTOB TOYHOIO PAacyeTa M DEIICHUA
IpY 3aMMCTBOBAHMHM HYACTHOTO pemenus 13 OS3MOMCHTHOM TEOpPHM, NPEBHICHIAIOT TOYHOCTb
ypDaBHEHHIf TONOTHX 00O0NOYEK.

Summary
AXISYMMETRICAL BENDING OF SHALLOW SHELLS OF REVOLUTION

The object of the considerations are equations of shells or revolution on the grounds of the li-
near theory of shallow shells. The case of rotational symmetry is studied in detail. The possibility
of using membrane solutions for particular solutions is analysed, some conditions for this being
derived. Some cases of shells and loads for which a membrane solution coincides with the accurate
particular integral of the equations are indicated. Accurate solutions are obtained for uniformly
loaded paraboloidal and logarithmic shells. As an example the axially symmetric problem of a uni-
formly loaded single column shell roof of the paraboloidal and logarithmical type and negative
Gauss curvature is solved. The above conditions for the numerical values are not fulfilled in this
example. The differences between the accurate results and the solution obtained by using the mem-
brane theory solution as a particular integral are greater than the accuracy of the linear theory of
shallow shells.
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