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O LINIOWEJ TEORII POWEOK O MALEJ WYNIOSELOSCI

WOJCIECH PIETRASZKIEWICZ (GDANSK)

1. Wstep

Roéwnania podstawowe liniowej teorii powlok o malej wyniostosci, podane
przez Wrasowa [8] 1 przedyskutowane przez wielu autoréw, napisane sa w ukladzie
wektoréw podstawowych powierzchni $rodkowej powloki (nazywanym dalej baza
a;); niewiadomymi sa skladowe wielkosci wektorowych rowniez w bazie a;.

GREEN i ZERNA [1] wyrazili wielko$ci geometryczne powierzchni $rodkowej
powloki M za posrednictwem wielko$ci geometrycznych rzutu powloki na plaszczyzng
IT o bazie e; oraz przez znang funkcje wyniostosci powloki z (61, 62). Otrzymane
réwnania podane sa w bazie a;, niewiadomymi sa skladowe szukanych wielkosci
wektorowych w bazie e;. W tej koncepcji wektor e; ma staly kierunek niezalezny
od funkcji wyniostosci z (01, 62). Pozwala to (po przyjeciu geometrycznych i fizycz-
nych zatozen upraszczajacych teorii powlok o matlej wyniostosci) na proste powiaza-
nie niektérych zaleznosci dla powlok ze znanymi zaleznoséciami dla plyt i plaskiego
stanu naprezen. Moze to by¢ réwniez wykorzystane przy budowaniu rozwiazan
wieloznacznych dla powlok o matej wyniostosci o dwu- i wielospdjnym obszarze
{por. [7 1 9)]).

W niniejszej pracy podano opracowana w sposob $cisly liniowa teorie powlok
o matej wyniosto$ci opartej na koncepcjach Greena i Zerny [1]. Wszystkie wielkosci
wektorowe oraz réwnania wektorowe liniowej teorii powlok wyrazono konsek-
wentnie w skladowych bazy e; uwzgledniajac zaloZenia upraszczajace dla powlok
o malej wyniostosci. Sformutowano obie analogie statyczno-geometryczne oraz
podano trzy metody sprowadzenia w inwariantne] postaci uktadu réwnan podsta-
wowych do jedynego rownania rozwiazujacego. Przy dodatkowym zalozeniu o malej
zmiennosci krzywizny powloki wszystkie trzy metody prowadza do rozwiazania tego
samego zespolonego réwnania réZzniczkowego czwartego rzedu przy réznym okreéle-
niu catki szczegdlnej [10].

2. Zalezno$ci wstepne

Podstawowe oznaczenia przejeto od Greena 1 Zerny [1].

2.1. Zaleinoici geometryezne. Wektor wodzacy punktéw powloki ma postaé [1]

R = L {r (61, 02)--163 a3 (6, 62)}.



350 WOJCIECH PIETRASZKIEWICZ

Z powierzchnig M (rys. 1) zwiazane sa wiclkoSci a,, a3, a,p, by, €. ps Tgﬁ itd.
[1]. Z plaszczyzna II zwiazane s wielkoSci e,, €3, €qs, €ap, {5 itd. [1]. Przyjmujac
uktady wspdtrzednych 6* i 6% tak, by dla odpowiadajacych sobie punktéw A i A4,
0%, = 6%, wektor r mozna przedstawi¢ w postaci

r (01, 02) =1 (01, 62) = r (6, 62) -z (01, 62) e;.

Sciste zaleznosci miedzy wielko$ciami zwiazanymi z M i IT podano w [1).

=2

Rys. 1

2.2. Niektore zaleznoéci liniowej teorii powlok. Przy uwzglednieniu zalozen Kirch-
hoffa-Love’a przemieszczenia punktdéw powloki okreéla wektor [1 1 3],

V=L {V+203 9 X 33}
gdzie
v = v*a,}+v3a;, Q= 0%"a,}2a,,
o = E“ﬁ('i}3’ﬂ+b§1}9), 23 = 1P Vyip -

Znany uklad réwnan nierozdzielnosci mozna otrzymaé z warunku znikania
skladowych tensora Riemanna-Christoffela dla odksztalconej powloki jako tréj-
wymiarowego ciata sprezystego [5] lub bezposrednio z réwnan Codazziego i réw-
nania Gaussa dla odksztalconej powierzchni §rodkowej powloki [2]. Dla potrzeb
niniejszej pracy celowe jest przedstawienie réwnan nierozdzielnosci w postaci zalez-
nosci wektorowej. Zalezno$¢ taka mozna otrzymac z warunkéw [3]

Eaﬁﬂ) aB = 0, E“ﬁv, af = 0,
skad po wykonaniu rézniczkowania mamy [3]
{6 &% g, 056 L} g - {69 {5 tbas €7 €% iy} 23 = 0,

Q2.1) ~ y -
(e @ 551-Co} 8° 6 (b ags — pap} a3 = 0,
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gdzie [3 1 5]
Ogr = 3 (Ug;v.‘i"z"z@) — by,
2.2) Hor = — V30 — (b5 0 — 5‘60/(5 by v 5,
L= 27 tya.
Roéwnania wektorowe rownowagi maja postaé [1]

(2.3) NgatP =0 M, +a,xN, -=0.

3. Powloki o malej wyniostoSci

3.1. Zalozenia. Zaleznosci dla powlok o malej wyniostoSci otrzymano przy
nast¢pujacych zatoZeniach:

a) Zalezno$ci podstawowe liniowej teorii powlok, z ktérych otrzymano zalez-
nosci dla powlok o matej wyniostoSci, oparte sa na zalozeniach geometrycznych
i fizycznych Kirchhoffa-Love’a [2 1 3].

b) Dla wielko$ci geometrycznych powierzchni srodkowej powloki M, okre$la-
nych na podstawie wielkosci geometrycznych rzutu powloki, mozemy stosowaé
oszacowania

3.D fzal <1, zlapl << 1,

gdzie <C oznacza «wielko$¢ nizszego rzgdu». Bedziemy pomijali iloczyny tego typu
wyrazéw w poréwnaniu z jednoScig.

¢) Stan naprezen i przemicszczen w powloce jest taki, Z¢ mozemy stosowaé
oszacowania
(3-2) lg™1 <P, Jea| < o3l

d) Zmiany krzywizn powierzchni M sa male i mozna przyjaé, ze krzywizna jest
stala przy rézniczkowaniu kowariantnym:
3.3) CIEAT s~ zl5 A7,
W pracy zatoZenie d) wykorzystano wylacznie do sprowadzenia ukladu réwnan
w przemieszczeniach 1 funkcjach naprezen do jedynego rownania rozwiazujacego.

3.2. Zaleinoici przyblizone. Wszystkie wiclkosci wektorowe dane na powierzchni M
rozt6zmy konsekwentnie wedlug bazy a; oraz e; [1]:

N, = I/E(”ag a,+q*a3) = ]”"E(kao e, 8% e3),

M, = yam™ gpaa’ = Ve (e, e'-h%ey),
3.4
G4 P= V@(p“ a,--pla;) = ]/Z(s“ e,+s3e;),

v=vo*a,+v3ay = u*e, +ules.

Wielkosci k%, g*, h*? 1 h* sa tensorami na plaszczyZnie i zdefiniowane sa w nieco
inny, bardziej bezpoSredni sposéb niz w pracy [1].
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Przy uwzglgdnieniu zatozen (3.1) i (3.2) mozna uwzglednié nastepujace zaleznosci
przyblizone [1]:
Uap X €ap, AP x e, by m oz lass
(35) Tgy ~ ng, Eaﬁ R €48,

a, —e;,+z,€3, a3~ e — z}"e,

oraz
n* ~ k>, g = g* —k™z,,

(.6) m*e & h*e, h*x m*ey,z |,
pr R s*bz|s3,  pixosd — oz .50

Cq = ua+'2,ah37 T3 R U3,

W zaleznoS$ci analogicznej do (3.6); Green i Zerna [1] przyjmuja ponadto p3 = 3
oraz p* ~ s* Jednakze dla réznych przypadkédw oszacowania obciaZenia powierzch-
niowego |p* = |p3| przy zaloZeniu (3.1) jednoczesne pominiecie drugich wyrazéw
w (3.6)3 nie jest mozliwe.

4. Rownania podstawowe dia powlok o malej wynioslosci

Réwnania podstawowe liniowej teorii powlok o malej wyniostosci otrzymamy
z réwnan ogdlnej teorii powlok przy uproszczeniach wynikajacych z zalozen geo-
metrycznych (3.1) i fizycznych (3.2). Wszystkie zaleZznosci zbudowano uzywajac
sktadowych w bazie rzutu powloki e;.

Po podstawieniu (3.6)4 do (2.2) przy uwzglednieniu (3.1) zaleznosci dla tensordw
odksztalcen przyjma postaé

Ay = I (ug[z+“zlg+2, ol ;2,5 U; g)'!
“.1) Hor = —Uz25

1,6
Ca = T 87 (Uy 572,y Uy T2 U3 )

Roéwnania nierozdzielnosci, ktore funkcje a,s, u,: oraz &, wedtug (4.1) spelniaja
tozsamosciowo, otrzymamy z zalezno$ci wektorowej (2.1). Przedstawiajac (2.1)
w ukladzie wektoréw bazy e; przy uwzglednieniu (3.5) oraz (4.1) otrzymano

{6 &% 51} €5+ {6 Lyt (e &% 1y 2,)|°} €3 = 0,
{Eaﬂ aad\ﬁ+ca} eo+{5aﬁ aad[ﬁ“;_zd} z[’e; = 0;
stad po eliminacji {, mamy

(42) (Sow & 1“7’/3) la =0, (Sw e My 2, a) ls — (S(w &% ayﬁ) las = 0.
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Rownania réwnowagi otrzymamy z zalezno$ci wektorowej (2.3) ogdlnej teorii
przedstawiajac ja w ukladzie wektordw bazy e;. Po uwzglgdnieniu (3.4), (3.5) i (3.6)
otrzymano

Ve (k45" ent /e {2, ot gl 7 € = 0,
Vel —q" estye{hle— ¢’} 2,563 = 0;
stad po eliminacji g znajdziemy
4.3) k2 lats® =0, (K2, +h " lsts? =0.

Réwnania konstytutywne wynikaja z réwnan pierwszego przyblizenia Love’d
liniowej teorii powlok [2] po uwzglgdnieniu tam zaleznosci (3.5), (3.6) 1 (4.1) [1]:

1
k* = DH* ay, g = FiL H g k%,
{4.4)
hef — pHabfet = _IE_H—I et
oz » Hap EBL afor s
gdzie

1 "
Haﬁol — ,2, {earz eﬁt+ea?~ eﬂ0+v(£°“’ Eﬂl+6al Eﬂg)}’

1
«4.5) Ha_alz = 7 {eaa epateqr €pp — ¥ (8ag £p2+Ew 8/39)} >

) 12(1 — »2) EIL ENL . EAL
— T2 > EPrTo Prime Koy
Z pordwnania réwnan (4.2) oraz jednorodnych réwnan (4.3) wynika pierwsza
analogia statyczno-geometryczna {2 1 3]:

4.6) k2 s e ey, B > —e% % qy,.

Otrzymany uklad réwnan podstawowych [réwnania nierozdzielnosci (4.2),
réwnania réwnowagi (4.3) oraz rownania konstytutywne (4.4)] zawiera tylko skia-
dowe w bazie rzutu powloki. Pierwsza analogia (4.5) podana jest rowniez miedzy
skladowymi w bazie rzutu powloki.

5. Trzy metody rozwiazywania réwnan podstawowych

Uktad réwnan podstawowych (4.2), (4.3) i (4.4) podanego wariantu liniowej
teorii powlok o matej wyniostosci mozna rozwiazywaé trzema metodami:

1) w przemieszczeniach wu,, us,

2) w funkcjach naprezen ¢,, @3,

3) metoda mieszana, przyjmujac za niewiadome us, @s.

Pierwsze dwie sa analogiczne do metod rozwiazywania rownan ogélnych liniowe;j
teorii powlok [2 1 6], natomiast wszystkie trzy metody sa stosowane przy rozwiazy-
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waniu réwnan efektu brzegowego w liniowej teorii powlok [4]. Za niewiadome
przyjmuje si¢ wtedy oczywiscie niewiadome wv,, v3 lub o,, 3, a wigc sktadowe
w bazie wektorow podstawowych powloki a;.

Podobnie jak dla réwnan efektu brzegowego, mimo réznych wyjSciowych zato-
zen upraszczajacych, przy dodatkowym zalozeniu (3.3) o malej zmiennos$ci krzy-
wizny powloki wszystkie trzy metody sprowadzone zostaly w postaci inwariantnej
do rozwigzania tego samego zespolonego rdwnania rdiniczkowego czwartego
rzedu przy réznym okredleniu calki szczegdlne;j.

5.1. Rozwigzanie w przemieszczeniach. Rownania réwnowagi (4.3) po wyraZeniu
ki h* przez u,, uy; wg (4.4) i (4.1) przyjma postaé

a2

1 ] 1
L= =0, H® {(a,,y z,q)5+ m ymm} + 3s3' =0.

aSuv
(1) Ha,, 4 &

Otrzymano podstawowy uklad réwnan w przemieszczeniach. Dla konkretnie
danej powloki [po rozwinigciu réwnan (5.1) w przyjetym ukladzie wspotrzednych]
trzy rownania (5.1) moga by¢ sprowadzone do jednego réwnania przez bezposrednia
eliminacj¢ #, metoda wyznacznikéw operatorowych lub tez za posrednictwem
wyrazenia funkcji u, i u3 przez funkcje przemieszczen odpowiednio dobrana do
danej powloki i ukladu wspolrzednych. Tak postgpuje Wlasow [8] 1 szereg
innych autorow.

Istnieje jednakze mozliwo$é bezposredniego sprowadzenia uktadu réwnan (5.1)
w inwariantnej postaci do jedynego réwnania przy przyjeciu dodatkowego zatoZenia
(3.3) o malej zmiennos$ci krzywizny powloki. Zalozenie (3.3) dla najczesciej stosowa-
nych powlok o malej wyniostosci jest spetnione.

Wyrazmy u_ i u3 przez funkcje¢ przemieszczen F za pomoca zaleznosci (por. [4])

p i PR oA = 1
(52)  wu=2z| F, — 2l F|5, 405z L F S, — 2 FGdu., w=F4,
gdzie u, spetnia ukiad réwnan
- 1
Suv 0
H" 4y, DS =0.
Dla tensoréw odksztalcen (4.1) otrzymano wyrazenia
i edr

(53.3) @, =080z L0F

By

oAt

o » | 1 — v T v
B ORER) oy Gl ==

Funkcje (5.3) spelniaja tozsamo$ciowo réwnania (5.1);. Réwnanie (5.1); po
przeksztalceniach przyjmie postaé
Fiat A0 oz iz i Fls=p,

(5.4) P
— 3 aduv oz .
T {s3>+DH*""y,,, Z;océ}

» o
Po znalezieniu calki szczegdlnej F réwnania (5.4); catke ogdlng F mozna znalezé
z réwnania
o pli
sFi,=0.

v

(5.5 Fiiydoyz
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Tak wiec rozwigzanie w przemieszczeniach sprowadza sie ostatecznie do rozwia-
zania rOwnania (5.5) oraz wyznaczenia calki szczegdlnej (5.4), przy wyrazie wolnym
(5.4),.

5.2. Rozwigzanie w funkcjach naprezen. Zbudujmy wektor funkcji naprezen v*
o0 postaci analogicznej do wektora przemieszczen v wg (3.4)4 oraz (3.6)4:

V¥ =y a'tysad = g, e F g3 e,
(5.6)
Ya R PatZa@3, Y3IR Q3.
Zgodnie z analogia (4.6) rozwiazanie réwnan rownowagi (4.3) mozna przedsta-
wi¢ w postaci

8§ s
(5.7) k¥ = k0L feov g% y;ﬁ s B = pS — fer &% a;ﬁ s

s ,
gdzie IE“" 1 i’ s catkami szczegblnymi réwnah (4.3) oraz ag,, u;, funkcjami analo-
gicznymi do (4.1), zbudowanymi wedlug ¢., ¢3 zamiast odpowiednich Ug, Us w (4.1).

Uklad réwnan nierozdzielnoéci (4.2) po wprowadzeniu wg (4.4) oraz (5.7)
funkcji naprezen ¢, i ¢3 ma postaé:

1
H™" a, 5% =0,
5.8
( ) *oqduv * 12 * 1 *3
H (4 2,0)s T 15 Msgasg Ty 82 =0,
gdzie
%5 __ V4 oy 6B 1y—1 1o
= 128 Hyp b
s 2
VA B 2 s s
(5.9) 5 = T2 e e Hooly lTZ ks — (B 2,4) 5

1
H*aéﬂv — _2_ {eaﬂ edv_’_eaveéy _ ’V(b‘a” 8’”—’—80‘” 86”)} .

Z poréwnania jednorodnych réwnafi (5.8) oraz (5.1) wynika, 7e rozwigzania
ich réznig si¢ tylko znakiem wspolczynnika Poissona:

(5.10) (+9)y <> (=), -

Jest to druga analogia statyczno-geometryczna [2 1 6]. Przy dodatkowym zato-
Zeniu (3.3) vklad (5.8) mozna wiec réwniez w inwariantnej postaci sprowadzi¢ do
jednego rownania przez wprowadzenie funkcji naprezen @ wg (5.2), przy czym
funkcje u,, us, uy, (+7) i F nalezy odpowiednio zastapi¢ przez gu, ¢3, @. (—7),
i @. Rozwigzanie sprowadza si¢ wiec do rozwigzania rownania jednorodnego
{(5.5) oraz znalezienia calki szczegdlnej rownania (5.4); dla wyrazu wolnego odpo-
wiednio zbudowanego z wielkosci s*3, H****" i g, .

W tej metodzie, mimo prostych wzoréw (5.7) na wyznaczenie sit wewnetrznych,
nalezy najpierw wyznaczy¢ calkg szczegdlng réwnan réwnowagi.
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5.3. Rozwigzanie metoda mieszana. Zgodnie z pierwsza analogia (4.6) réwnanie
(4.3); mozna spelic¢ przez funkcje

(5.11) kX0 = k¥ ket &%yt B>
gdzie k*° spelia uklad réwnan
k| +s°=0.
Z (4.3); oraz (4.2), otrzymamy nast¢pujace rownanie dla metody mieszanej:
v ;gzpiy/zaggzrmﬁ =gq,
¥ =u3tips.

A
o (83— 2, 8%k 2]ap) 0

(5.12) 4=

(63 k3 [Z—i—vs"‘ L) »

W [1] wprowadzono funkcj¢ naprezen Airy’ego za pomoca zaleZnosci typu
k= kXL e gl .

Tak wigc istnieje odpowicdnioé¢ ¢ «» —kgp;. Jednak funkcja Airy’ego ¢ w pra-
cach [1 i 8] oraz u innych autoréw nie moze by¢ uwazana za skladowa wektora v*
w kierunku stalego wektora es. Dopiero przez powiazanie jej z funkcja @3 mozna

1
funkcj¢ ¢ traktowaé réwniez jako skladowa wektora —?v* w kierunku e;. W ten

sposOb otrzymane w pracy [9] na drodze geometrycznej wyraZenia dla ¢3 moga
by¢ uwazane za stuszne réwniez dla funkcji Airy’ego ¢.
Précz (5.12) mozZna otrzymaé réwniez inne réwnania dla metody mieszanej,

i
np. wprowadzajac funkcje zespolone ¢34 ius, qoj:i? uz itp.

6. Uwagi koncowe

Analogiczne trzy metody rozwigzania moZna podaé dla okreélenia sktadowych
wektorow v i v¥ w bazie a; (czyli v,, vy oraz y,, ¥3). Przy dodatkowym zatoZeniu
(3.3), wszystkie trzy metody mozna sprowadzi¢ w inwariantnej postaci do takich
samych réwnan jak w p. 5. Nalezy tylko odpowiednio zmodyfikowaé wzory posrednie.

W przypadkach gdy obciazenie zewngtrzne oraz warunki brzegowe formutowane
sa w skladowych bazy a;, rozwiazanie buduje si¢ na ogdét rowniez w skladowych
bazy a;. Natomiast w przypadkach gdy obciazenie zewnetrzne oraz warunki brzego-
we formutowane sa w skladowych bazy e;, co jest niemal regula dla powtok o malej
wyniostoscl stosowanych np. w budownictwie, celowe jest budowanie rozwiazania
réwniez w sktadowych bazy e; [7].

Jak wynika z (3.6)4 oraz (5.6),, w ramach przyjetych zalozen upraszczajacych
skladowe wektorow v i v* w kierunku wektordw jednostkowych a; i e; w przybli-
Zeniu sa sobie réwne: vy & u3 1 Y3 & @3. Jednakie jak wynika z (3.5)3, kierunek
wektordw o3 a3 oraz w3 a; jest zalezny od funkcji wyniostosci powloki. Wektory
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u3 e3 i @3 e3 natomiast maja wazna wlasno$¢ geometryczna: ich kierunek jest stafy
i nie zalezny od postaci funkcji z (61, 62). Umozliwia to na powiazanie niektérych
wzoréw na @3 i u3 dla powlok o malej wyniosloSci ze wzorami znanymi z teorii
plyt i plaskiego stanu naprezefi. Moze to by¢ réwniez wykorzystane przy znajdowa-
niu rozwiazan wieloznacznych dla powlok o malej wyniostoéci o obszarze dwu-
i wielospdjnym [7] i [9].
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PesromMme
O JJMHEMHO!1 TEOPUU TOJIOrNX OBOJIOYEK

B pa6oTe maeTcs yTOWHEHME M Pa3BUTHE NUHEHHON TEOPUU MONOrUX O0O0II04EK, OCHOBAHHOMN
Ha 3aMeicne I'puna u llepns! [1]. Bce BekTOpHBIC 3aBHCHMOCTH BBIPaXXEHBl B BEKTOpHOM Oazce
OPOEKLUM OO0TOYKU Ha TUIOCKOCTH, BBOIS [EOMETPHYECKME M QU3MYECKHE JOMYIUCHUS MOJI0THX
o6osouex. IlomyyeHHBIE OCHOBHBIE YPABHEHUS PEILAIOTCA B NEPEMEINEHUAX, B GYHKUMAX HAUPS-
AKEHMA ¥ CMEIIAHHBIM MeTOAOM. [{onycKas JONOIHUTENIBHO, YTO U3MEHEHUE KPUBM3HBI 000I0UKH
MaJlo, BCe TPH METOHA CBENEHBI K PELICHUIO TOTO XK€ KOMILICKCHOTO muddepeHuaanbHoro ypas-
HEHMA 4-TO NOPSAAKXA NPM PA3IAYHOM BBLIYMCISHWM YaCTHOTO PEINCHUA.

Summary
ON THE LINEAR THEORY OF SHALLOW SHELLS
This paper presents an accurate linear theory of shallow shells, based on the conceptions

of Green and Zerna [1]. All the vector relations are expressed in a consistent manner using the
basic vectors of the plane projection of the shell and taking into account the geometrical and
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physical assumptions concerning the shallowness of the shell. The obtained fundamental equations
are solved in displacements, in stresses functions and by a mixed method. With the additional
assumption of small variability of curvature, each of the three methods reduces to the solution of
the same complex differential equation of the fourth order the difference being that of the particular
integral.

ZAKEAD DYNAMIKI MASZYN
INSTYTUTU MASZYN PRZEPLYWOWYCH PAN

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 22 grudnia 1966 r.



