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NADBITKA

WOJCIECH PIETRASZKIEWICZ

Gdarsk

Napre¢zenia izotropowego ciala sprezystego po kolejnym nalozeniu dwoch
malych deformacji

W pracy rozwaza si¢ zagadnienie natozenia malej deformacji pierwszego rzedu na mala deformacje
drugiego rzedu dla izotropowego ciala sprezystego. Dwoma sposobami uzyskano wyrazenia dla tensora
naprezenia w ciele sprezystym w sensie Cauchy’ego i Greena.

1. Wstep

W teorii matych deformacji natozonych na deformacj¢ skonczona cial sprezystych
wiadomo, ze po wstepnej deformacji skonczonej reakcja materiatu na dalsze mate od-
ksztalcenia jest inna niz przy. odksztalceniu wstgpnym. Fakt ten, zwany czasem anizo-
tropia deformacyjna, znany jest z prac Urbanowskiego [1], Be‘rga [2], Zorskiego [3],
Toupina i Bernsteina [4], a takze monografii Truesdella i Nolla [5], gdzie mozna
znalez¢ dalsza literaturg. Fakt ten stuszny jest nawet w przypadku matej deformacji wstep-
nej, co stwierdzono w pracach Toupina i Rivlina [6] oraz Greena [7]. Z ogdlnej teorii
ofrodka ciaglego podanej przez Nolla [16] fakt ten staje si¢ oczywisty i wynika z tego,
ze funkcja (ogolmej funkcjonal) reakcji materiatu zalezy od przyjetej konfiguracji odnie-
sienia.

Koniecznoé¢ rozpatrywania konfiguracji napigtej jako konfiguracji odniesienia po-
jawia si¢ przy badaniu takich zagadniefi jak problemy statecznosci, rozchodzenia si¢ fal
w ofrodku napigtym i szeregu innych. Przy formulowaniu tego typu zagadnieni nalezy
uzywaé tensorow spiezystosci ciata w konfiguracji napigtej,

Zpane komplikacje analityczne powoduja, ze rozwiazywanie bardziej zlozonych zadan
staje si¢ mozliwe dopiero po wprowadzeniu zaloZenia o matoéci nie tylko drugiej de-
formacji, lecz réwniez i pierwszej. Oprocz tego, w celu dalszych uproszezen, przy rozwia-
zaniu uwzglednia si¢ tylko pierwsze wyrazy w rozwinieciach dla pierwszej deformacii,
co w konsekwencji prowadzi do utozsamienia tensoréw sprezystosci ciata w konfiguracji
napietej i nie napietej. W ramach tej klasycznej teorii sprezystoéci réwnanie konstytu-
tywne staje si¢ liniowym i stuszna jest tzw. zasada superpozycii.

Celem niniejszego opracowania jest uzyskanie ogdlniejszej od klasycznej zaleznosci
dla tensora napreZenia, ktéry powstanie w jednorodnym izotropowym ciele sprezystym
po natoZeniu malej deformacji na konfiguracje odksztalcona, ktéra otrzymana jest z kon-
figuracji poczatkowej tez za pomoca malej deformacji. Konfiguracje poczatkowa uwaza
si¢ za stan naturalny ciala [5].
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Rozwazania analityczne prowadzone sa w notacji absolutnej [5]. Deformacje ,,mata”
rozumie si¢ w sensie matosci gradientu wektora przemieszczenia, co zostalo uwzglednione
w rozwazaniach za pomoca malego parametru ¢ przy gradientach wektoréw przemieszcze-
nia obu deformacji. Wszystkie wielkosci zostaly nastepnie konsekwentnie rozwiniete
w szeregi potegowe wzgledem &. W pracy nie zaklada si¢ utozsamienia tensoréw sprezy-
stodci ciala w konfiguracji poczatkowej i napigtej, co powoduje koniecznoéé uwzglednie-
nia dla pierwszej matej deformacji czlonéw do rzedu &? wlacznie. Mozna wigc tu méwié
réwniez o natozeniu deformacji malej pierwszego rzedu na deformacjg¢ mala drugiego
rzedu (por. [17]). W ramach takiej teorii, podobnie jak w nieliniowej teorii materiatu
sprezystego, zasada superpozycji nie bedzie oczywiscie obowiazywata.

By uniknaé bledu w koncowych zaleznosciach, otrzymanych po dtugich i zmudnych
przeksztalceniach poérednich, obliczenia wykonane zostaly dwukrotnie, przyjmujac za
punkt wyjscia rézne réwnowazne postacie réwnania konstytutywnego izotropowego ciata
sprezystego. Rozwazono cialo sprezyste w sensie Cauchy’ego i w sensie Greena zwane cza-
sem hipersprezystym [5]. Uzyskane zalezno$ci dla tensora naprezen, oprécz cztondw zna-
nych z klasycznej teorii sprezystosci, zawieraja cztony dodatkowe rzedu &2 zlozone z ten-
sorow matych odksztatcen i obrotéw obu .deformacji oraz stalych sprezystych pierwszego
i drugiego rzedu ciala w stanie naturalnym.

2. Oznaczenia i zaleZnoSci wstepne

W opracowaniu stosowany jest rachunek absolutny (por. Lichnerowicz [8], Greub
[10], Rychlewski [11]). Podstawowe oznaczenia zgodne sa z oznaczeniami Truesdella
i Nolla [5] oraz Truesdella [12]. .

Wektory w trojwymiarowej euklidesowej przestrzeni wektorowej ¥ =, oznaczamy
przez u, x, &, ... Tensory w euklidesowej przestrzeni tensorowej .7 , o wymiarze 3” ozna-
czamy przez B, C, E, F, T, ... Gléwnie w niniejszym opracowaniu mamy do czynienia
Z tensorami o walencji 2, tzn. z przestrzeni .7 ,. Dla tensora Be .7, symbol BT oznacza
transpozycje, det B — wyznacznik, tr B — $lad, B~! — ‘odwrotnosé.

Ustalajac w tr6jwymiarowe] euklidesowe]j przestrzeni punktowej & (por. [11]) pocza-
tek O, miejsce P czastki X ciala 4, P=A(X), mozna okreslié wektorem OP=xe¥, x=
MX), zwanym dalej réwniez miejscem czastki X € # w konfiguracji A.

Jezeli X i X oznaczaja miejsca czastki X € # w konfiguracjach, odpowiednio, x i &,
to wektory te sa zwiazane zaleZnoscia

x=7(X), 2D

gdzie y=Aok~1: ¥ — ¥ jest funkcja deformacji ciala wzgledem konfiguracji k. Dla

oy (X

gradientu tej deformacji F=

stuszne sa zaleznoS$ci [5]

F=RU=VR, .2
C=F"F=U? B=FF'=V? E=1(C-1), (2.3)
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gdzie U i V oznaczajg, odpowiednio prawy i lewy, symetryczne i dodatnio okre§lone ten-
sory rozciagnigcia, R — tensor obrotu, C i B — odpowiednio prawy i lewy, symetryczne
dodatnio okre$lone tensory odkszialcenia Cauchy’ego-Greena, E — symetryczny do-
datnio okre$lony tensor odksztalcenia Grenna-St. Venanta.

Wprowadzajac wektor przemieszczenia u czastki X z miejsca X do miejsca x

u(X)=2(X)~X+0,0 (2.4)
otrzymamy zaleznosci *
F=1+H, H= " @.5)
- s - GX .

definiujace gradient przemieszczenia H.
" Rozktadajac H na czg$¢ symetryczna i antysymetryczng, mamy

H=E+R, (2.6)
E=1(H+H"),

- 2.7
R=}(H-H"), @7

gdzie EiR sq tensorami klasycznej liniowej teorii matych przemieszezeni i obrotéw.
Dla dowolnego B e J, okreslone s gléwne niezmienniki

Iz=trB,
Iz=%{(trB)* ~tr B*], (2.8
Iz=detB=%[(trB)’ -3 tr Btr B* +2t: B’].
Stuszne sa nastgpujace zaleznosci

&Iy 6lig

Bo1, ZBop1-BT,
¢B ‘B
oI
OABB:H]B(B“)T=[B2—13B+HBl]T, (2.9)
o
otr B* k(B 1T (2.10)
B ' | '

3. Male odksztalcenia nalozone na odksztalcenia skoficzone dia izotropowego ciala sprezystego

Rozwazmy cialo 4 w trzech roéznych konfiguracjach [4, 5}
Ko — konfiguracja poczatkowa, stan naturalny ciala, w ktdrzj niejsce czastki X okre-
Slone jest funkcja o & — ¥

Xo=xo(X), 3B.1
kx — konfiguracja odniesienia, w ktérej miejsce czastki X okreslone jest funkcja

K: B>y
X=x(X), . 3.2)
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) — konfiguracja aktualna, w ktérej miejsce czastki X okreslone jest funkcja h: & —» ¥~
x=x(X). 3.3)

Te trzy konfiguracje zwigzane sa ze soba funkcjami deformacji

Xo=KOKg, .x=hok ', x*=hoxs'; (3.4

o gradientach deformacji

Oy (X Oy (X or*(X
=X e X g Ot (Xo), (3.5)
X, X X,
Poniewaz
x=x"Xo)=x(X) , (3.6)
powyzsze gradienty deformacji zwiazane sga zaleznofcia
F*=FF,=1+H)F,. 3.7

Tensory gradientéw deformacji ¥,, F, F* posiadaja zgodnie z (2.2) nastepujace roz-
ktady biegunowe:
Fo=RoUpy=V, Ry,
F=RU=VR, ' (3.8)
F*=R*U*=V*R*
a stad wedlug (2.3)

C0=F§F0=U§, B0=F0F(€=V§>
C=F"F=U?, B=FF'=V?, (3.9
C*___F*TF*:U*Z , B*ZF*F*T=V*2;
E,=1(Co—1),
E=1(C-1), (3.10)
E*=1(C*-1).

Zalézmy, ze deformacja y od k do A jest mala w sensie maloéci normy gradientu wek-
tora przemieszczenia H i w tym celu wprowadZzmy maly parametr porzadkujacy e za-
leznoécia '

H(e)=¢H. _ (3.11)
Traktujac dalej wszystkie wielkosci, zalezne od parametru ¢ poprzez H(e) wediug (3.11),
jako funkcje analityczne &, rozwinmy je w szeregi potegowe w otoczeniu ¢=0 odrzucajac
czlony drugiego i wyzszego rzedu wzgledem e.
Z (3.7) oraz (3.9),, a takze (2.6), (2.7) i (2.8), mamy
B*(e)=By+¢[B,H" +HB, | +...
B*%(¢)=B2 +¢[B2H" +B,(H+H") B, +HB}] +... (3.12)

B*3(e)=B3+¢[ByH" + B} (H+H") B, +By(H +H") B] +HB3] +...
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trB*(£)=IBO+£~2IBOE+...

B (e)=Igi+e-dlg2g+... (3.13)
trB*3(8)=IBa+e 6Ipsg+ ..
- (tr B*(e)) =1 +e 4lg Igg+...
(tr B &) =13 +e- 613 Ipz+... (3.14)
Ipu{e)=Ip +e& 2p5+...
Igle)=ilg +e 2(Ig Iy 5—Ig5) +..- (3.15)

Iy (e)=1Iy +&-2 (HBO Ip5—Ip, InsE +1psi) + -
Réwnanie konstytutywne izotropowego ciata sprezystego w sensie Cauchy’ego w ni-

niejszych oznaczeniach przyjmuje postaé (5]

2 .
T=/ (B")=ko1+k B*+k, B = } k(B*)BY, (3.16)

. r=0
gdzie k,:°7, » R sa niezmiennikami ortogonalnymi tensora B*e*7,,
k (B¥)=k,(Ige, Igs, I11gs), k.2 B> ;

Jeo BT 5 = °T ; jest funkeja izotropows tensora B¥.
Dia ciala sprezystego w sensie Greena, mamy ponadto [5, 13]
T=f, (B)=2pB*0, 5.(B*)=2p0, 5(B*)B*, (3.17)
gdzie o, *7; > # jest niczmiennikiem ortogonalnym tensora B,
0 (B ) =0, Ugs, g, [Ig), 0, : AR,
Rozwinmy réwnanie konstytutywne (3.16) w szereg wedlug poteg . Przy uzyciu (3.12)
oraz (3.15) otrzymamy

2
T= Y k(B,)B)+e{k,(Bo) (B, H +HB) +k,(B,) (B H' +2B, EB, +HB}) +
r=0

2
+2 Y [k, 1(Bo) Iy 5+k, 2Bo)Ug, I §—Tp:f) +
r=0
k,3(Bo) (HB0 Iy ‘IBOIBgﬁ"‘IBgE)] Bg} +... (3.18)
Pamigtajac, ze

2
To= ) k(By)By . (3.19)

r=0

po przeksztalceniu (3.18) mozna otrzymaé

T=T,+e{(ToH +HT,) —2k,(Bo) E +2k,(B,) B, EB, +
2
+2 ) [k, 1(Bo) Ip 5 +k, 2(Bo)Up 15— Ip?E) +
r=90

+k, 3(Bo) (g, Iy 5~ I 135 +1ps5)] By} +... (3.20)
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Zalezno$¢ (3.18) lub (3.20) jest podstawowym réwnaniem na wyznaczanie naprezen
w teorii matych odksztalcen natozonych na odksztalcenia skonczone dla izotropowego
ciala sprezvstego.

Latwo zauwazy¢, ze w przypadku gdy konfiguracja x pokrywa sie z k,, tzn. jest stanem
naturalnym ciata, wtedy T,=0, Bo=1, k,()=x,, k, (D)=x, ,, L=IL=3, ;=1 i réw-
nanie konstytutywne (3.18) lub (3.20) przyjmuje postaé znana z klasycznej teorii sprezy-
stosci ’

T=e¢ [AMz1+2uE]+ ..., (3.21)
gdzie oznaczono

2 .
A=2Y (K1 +2K, 24K, 3), H=K;+2kK,. (3.22)
0 .

r=

4. Male odksztalcenia nalozone na male wstepne odksztalcenia

Zal6ézmy teraz, ze zaréwno deformacja y od x do A rozwazona w poprzednim punkcie,
jak i deformacja wstgpna y, od k, do k sa male w sensie matosci gradientéw przemie-
szczenia H i H,. WprowadZmy wigc maly parametr ¢ zaréwno do H zaleznoscig (3.11) jak
i Hy zaleznodcia

Hy(s)=¢H,. (4.1)

Z zaleznosci (3.18) lub (3.20) wynika, Ze na to aby nie utraeié cztonéw odpowiadaja-
cych superpqzycji deformacji, wielko$ci wystepujace w nawiasie {...} powinni$my roz-

winaé w szereg potegowy wzgledem & zachowujac czlony liniowe, natomiast tensor na-

prezen T, powinien byé obliczony z dokladno$cia do czlondw &2,

Korzystajac z poprzedniego opracowania autora [14] otrzymamy rozwinigcia
B, (e)=1+¢-2E,+cH HY,
B2(e)=1+¢- 4k, +e2CH,HI +4E2) + ..., (4.2
Bl (e)=1+¢&- 6K, +e2(3H, HI+12E2) + ...,
Iy, =3+e 205 +8" Ty ur
Iy =3+e-Alg +& Uy gr +4II5 )+ ..., (4.3)
Iy =1+e-6Ig +&'(Iyyr+4g )+ ...,
ktére umozliwiajg przedstawienie T, w postaci [5, 14, 15]
To=2[Alg, 1+2uE,] + & [(3ALy gy +05 g, +0, Ti5 ) 1+
+a51}7301§0+,uH0H0T+a61§(2,]+..., | (4.4)

gdzie wprowadzono oznaczenia statych [14]
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2
221 =2 Z (Kr,1A+2Kr,2 +Kr,3) =1 ]
r=0
oy =K +2K,=p, 4.5)
2
=2 ) [(Kr,ll +2Ky 12+ Ky 13) +2(Kp 21 2K, 20+ K, 23) +
r=0 .
+(x, 31+ 2K, 32+K, 3315
2
a4=4 Z (Kr,Z +Kr,3) ]
r=0
s =4[(rcy1 +2Ky 5 +K1 3)+2(K2 1 +2K5 2+ K2 3) ], (4.6)
066 = 4K2 .
przy oznaczeniach
ok,
k(D=x,, .., Py M=K, 1, ...
B* 4.7
ok,
T (D)=K, 53, ...
Il g, 011, (=trzs
Potrzebne sg ponadto nastgpujace rozwinigcia:
kr(BO) = K,.+E : 2 (Kr,l +2Kr,2 +kr,3) IEO +.. ’
4.8
kr,s(BO) = Kr,s +e- 2 (Kr,sl +2Kr,52 + Kr,sS) IEU +... ’ ( )
Igg=Ig+e 205 5+...,
Igg=Ig+e 45 g+..., (4.9)

Igg=Ig+e-OIg g+....

Podstawmy uzyskane rozwihi@cia do (3.18). Zachowujac czlbny do & wlacznie, przy
uzyciu oznaczen statych (4.5) i (4.6), po dtugich i Zmudnych przeksztalceniach otrzymamy

T—To=e[Algl+2pE] +e*[{(Qus +a) Iz Ig+(QA—0,) I5 5} 1+
+as(fg E +IgE) +2u(Eo HT + HE ) + a5(Ey E+EEg)] +...

Pamigtajac, ponadto, ze
H, Hy=E +(R, E, - E, R;)—Rj,
Iyt =Ig2— Iz} =1% — 2115 +2II§,
EO HT+HE0 =E0 E +EEO +(ﬁE0 - Eo ﬁ)

i podstawiajac te zaleznosci do (4.4) otrzymamy z (4.10)

(4.10)

4.11)




136 W. Pietraszkiewicz

T=¢{A(z,+Ip1 +2u (B +E)} +e? {[(ag +3a,) 112}:'0"'
+A= ) I5 5, +(2os +ag) I§ I +(24— o) Ig g+ MIR |1 +
+os(Ig, By + I, E+IGE) +(os +0) Ef +(2u +og) (B E+EEy) +
+u(RoEo—E,Ry) +2u (RE,— EoR) — uR3} + ... (4.12)

Zalezno$¢ powyzsza okreSla napreZenia izotropowego ciala sprezystego powstale
w wyniku kolejnego naloZenia, poczawszy od stanu naturalnego ciata, dwoéch matych
deformacii.

W ramach klasycznej teorii sprezystosei zalezno$¢ (3.21) dla pierwszej deformacii
jest liniowa wzgledem ¢, co dla nalozenia deformacji daje zaleznos$é réwniez liniowa

T=e[Al5, +1p 1+2uE+E)] +... (4.13)

5. Inny sposob uzyskamia poprzednich zaleznoSci

Zalezno$¢ (4.12) uzyskana zostata bezposrednio z réwnania konstytutywnego (3.16)
na drodze konsekwentnego rozwijania wszystkich wielko$ci w szeregi wedlug poteg e.
Poniewaz przeksztalcenia byly dlugie 1 zmudne, tu sprawdzimy na nieco innej drodze
uzyskana zaleznos$¢ (4.12).

Korzystajac z twierdzenia Cayley’a-Hamiltqna, funkcje izotropowa fxozsﬂ' 2T,
£ réwnania (3.16) mozna przedstawi¢ w postaci [5]

T=f, (B)=z_ B ' +z1+2,B"= )

z(B*)B¥, (5.1)
1
gdzic z: T 2> R s niez_miénnikami ortogonalnymi tensora B¥,

2 (B =21 ge, gs, 1), 2,0 B>R.
Ze wzgledu na identyczno$¢ niezmiennikéw gléwnych (2.8) dia tensoréw B i C, poprzez
zalezno$¢ (3.10); niezmienniki z, mozna wyrazi¢ poprzez niezmienniki gtowne tenmsora
E*, 2 (B*)=ZE*)=Z,(Igs, Hgs, HIge), Z,: B-AR.

Postepujac podobnie jak w punkcie 3, uzyskamy rozwinigcia

B* Ye)=B, ' +e(— By 'H-H"B; ") +..., (32
E¥e)=E,+e(F EF) +...,
E**(¢)=E3 +¢[Eo(Fs EFy) +(F) EF)Ey] +..., (5.3)

E*(e)=Ej3 +¢[E§ (F) EF,) + Eo(F} EF,) E, +(Fy EF)ES] +...,

trE*(e)=1Ig +e-tr {FSEFo) +...,
tr E**(e)=I2 +e- 2tr {Eo(Fg EFo)} +...., (54
trE*3e)=Ig +e- 3tr (ES(FOEF)} +...,
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(trE*e))’=1I% +e&- 20 tr{F{EFo}+...,
(trEX(e))’ =Ig +&-3I% tr {FeEFo} +..., (5.5)
Iyu(e)=Ig +etr {FTEF,} +...,
Hgu(e)=1ITy +e&[Ig, tr {FOEF,} —tr {Eo(FgEFo)}] +... (5.6)
HIge)=IIy +e[ITg tr {FEFo} — Iy tr {Eo(Fg EFy)} +tr {E3(Fg EFg)}] +...

Rozwijajac rownanie konstytutywne (5.1) w szereg wedlug poteg ¢ i korzystajac z (3.12),,
(5.2) 1 (5.6), po przeksztalceniach uzyskamy

T=T,+e{(RTo—T,R)~Z_(E,) (EB; * +B; 'E) +7,(E,) (EB, + B, E) +
) .
+ % [Z, 1(Bo) tr {FEEF } +2, o(Eo) (g, tr {FGEF,} —tr {Eo(Fg EF)}) +
r=-—1

+Z,, 3(Eo) (I, tr {F§ EF,} — Iy tr {Eq(FEFo)} +tr {EJFGEF)D] By} +... ~ (5.7)

Zakladajac, ze deformacja y, jest mala w sensie matosci gradientu przemieszczenia
H, (por. (4.1)), by uzyska¢ rozwinigcie T do czlonéw ¢? wlacznie, potrzebne sa nastepu-
jace rozwiniecia

B, (&) =1+¢(—2E,) +*4E;—H,H) + ..., (5.8)

Eoe)=eEg+&* HIH, +...,

i) =e"Ei+..., (59)
Ig (@) =elg, +&* 3 Iy, +--
Iy ()=&1lg + ... , ‘ (5.10)

Mg (e)=...
1

Rozwijajac To= ) Z.(E,) B} w szereg wedlug poteg & i zachowujac wyrazy do

r=-—1
g’ wilacznie, po przeksztalceniach podobnych do przeksztalcen pracy [14], otrzy-
mano rownanie (4.4), w ktérym stale o, wyrazone sa przez wartodci niezmienaikéw z,
w konfiguracji k, nastgpujacymi zaleznosciami

do={_+{o+{; =0, _(5.11)

1
o= Z Cr.iE >
r=-1

(5.12)
oy =(={_+{)=u,
1
(13=%- :;1("11,
1
= {2 (5.13)

r=-1
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“5=2(—C—1, 1ti1),

Xg =4§— 1>
przy oznaczeniach
| 20 = 0=t
Zr Thro ety 6IE‘ T or, 19t s
(5.14)
75 )=t |
~ = r, 11
Ol Olgs
Pamigtajac o (4.11) réwnanie (4.4) mozna réwniez napisaé w postaci
' - A
T0=£ {AIEOI +2I1E0} +£2 {[<2+a3> Ii%u+((x4—i) IIEO+AIIiO] 1 +
oty g Bo -+ 1 (B3 3+ (Ro Bo— E ﬁo>+a6ﬁg}+... . (5.15)

Ponadto do uzyskania rozwinigcia (5.7) potrzebne sa nastepujace rozwiniecia z zacho-
waniem czlonéw liniowych wzgledem &

tr {FoEFo} =Ig+e2lg 5+... ,
tr {Eo(Fg EFo)} =elg g+... , (5.16)
tr {E§(FoEFo)} = +...,

Er(EO)=€r+£€r, 1 IEU+... )

5.17)
Z, (Bo)=0, s +ely Iz +... .
Podstawiajac uzyskane rozwiniecia do (5.7) i zachowujac czlony do ¢* wlacznie, po

przeksztalceniach mozna otrzymaé zaleznoéé¢ (4.12), co dowodzi jej stusznoéci.

6. Material sprezysty w sensie Greena

Dla ciala sprezystego w sensie Greena, gdy réwnanie konstytutywne dane jest zaleznoscia

(3. 17), stale sprezyste a; wedlug (4.5), (4.6) Iub (4.11) - (5.13) sa zwigzane zaleznoscia
[5, 14, 15]

ay+os=2(A—p). (6.1)

Wyrazajac stad a4 albo as i podstawiajac do (4.17) otrzymamy
T=£{X(IEO+IE)1+2;L(EO+E)}+£2 {[(s +l—,u—oc5‘)1%0+
+(—3A+ptas) I+ Qo +24—2p—ag) Ig Tz +(2u+as) Iz g+ A ] 1+
+as(Ig, Eo +I B+ IZE) +(a6 + 1) ES +(2u +a6) (Bo E+EE,) +
+u(RoEy—EoRy) +2u(RE,—E,R)— yR3} +... (6.2)
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albo
T=e{A(g,+Ip) 1+2pnEo +E)} +&° {[(03 +300) [F_+
+(3A—30,) Ig2 + Qs +ag) Iy Iz +(2A—a) I g+ A1z [1+
+(2i—2u—a4)(lgaﬁo +Igaﬁ+lgﬁ)+(a6 +wE2+
+(Q2p+0tg) (Eo E + EEo) +u(Ro Eg— Eo Ry) + 2 (RE, —E R) — yR2} + ... (6.3)

Wyrazenia (6.2) lub (6.3) daja naprezenia izotropowego ciala sprezystego w sensie
Greena po kolejnym natozeniu dwéch malych deformaciji.

7. Uwagi koncowe

Otrzymane zaleznosci (4.10), (4.12), (6.2) i (6.3) dla tensora napre¢zenia sa do$é skompli-
kowane. Sprecyzujmy wiec miejsce tych zaleznosci w stosunku do analogicznych zalez-
noéci klasycznej teorii sprezystosci oraz teorii matych deformacji nalozonych na deformacje
skoficzona ciat sprezystych [17].

Zaleznosei (3.20) oraz (5.7) dla tensora naprgzen w konfiguracji A obliczone zostaty
zgodnie z teorig malych odksztalcen nalozonych na odksztalcenia skonczone przez roz-
winigcie funkcji reakeji £, w szereg Taylora wzgledem H w otoczeniu B*=B, z zacho-
waniem liniowej czesci tego rozwinigcia. Mozna pokazac [17), Zze prowadzi to do mozliwosci
zdefiniowania tensora sprezystoéci pierwszego rzedu w konfiguracji k. Wykonanie wszyst-
kich operacji wymaga jednak znajomosci jawnej postaci funkcji S, badanego materiatu
sprezystego. .

Niestety, jawna postaé J«, Znana jest tylko dla pewnych szczegélnych klas ciat spre-
zystych. Dla klas pozostatlych wartosé funkcji f-c., (B,) okre§li¢ mozna po jej rozwinieciu
w szereg Taylora wzgledem H,, w otoczeniu By=1 i eksperymentalnym okre$leniu poja-
wiajacych si¢ tensorow stalych sprezystych k-go (k=1, 2, ...c0) rzedu w konfiguracji x,.
Mozna réwniez pokazaé [17], ze tensor sprezystoéci pierwszego rzedu w k da sie formal-
nie wyrazi¢ przez tensory sprezysto§ci wszystkich rzedéw w k.

W ramach klasycznej teorii sprezystosci nastgpuje utoZzsamienie tensora sprezystosci
pierwszego rzedu w k z tensorem sprezystosci pierwszego rzedu w x,, co automatycznie
prowadzi do zalezno$ci (3.13) oraz spelnienia zasady superpozycji.

W ramach proponowanej w mniniejszej pracy teorii tensor sprezystoéci pierwszego
rzedu w x wyraza si¢ przez tensory sprezystoscei tylko pierwszego i drugiego rzgdu w k.
Powoduje to, Zze reakcja materialu na obciazenie od konfiguracji x, i x jest juz rézna:
i zasada superpozycji nie jest juz sluszna.

Poréwnanie powyzszych trzech teorii wskazuje, Ze proponowane zaleznofci stanowia
pierwszy etap posredni migdzy klasyczna teoria sprezystoéci a teoria matych deformacji
nalozonych na deformacj¢ skonczona. Mozliwe sa réwniez i dalsze przyblizenia, nalezy
si¢ jednak liczyé z tym, ze trudnofci eksperymentalne umozliwily dotychczas w oddziel-
nych przypadkach na wyznaczenie statych sprezystych w k, co najwyzej trzeciego rzedu.

Uzywanie proponowanych w pracy zalezno$ci dla naprezen staje si¢ celowym, gdy
fizyczna tre$¢ badanego zjawiska wskazuje na konieczno$¢ rozpatrywania Konfiguracji
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napietej K jako konfiguracji odniesienia, jednoczeénie jednak nie mamy jawnej postaci
funkcji f,, lecz tylko eksperymentalne warto$ci stalych sprezystych pierwszego i drugiego
rzedu w k,. Do takich zagadnien naleza np. drgania i rozchodzenie sig fal w ciatach wstepnie
napietych (np. wirujacych), zagadnienia stateczno$ci itp. Przy formutowaniu tych zagad-
nieft uzycie proponowanych zaleznosci zamiast zaleznosci klasycznej zbliza nas bardziej
do rzeczywisto$ci fizycznej.

Praca wplyneta do Redakeji w listopadzie 1968 1.
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Hanpsxenusa B OJHOPOANOM H30TPONHOM YHPYIOM TBepAOM Tele HOCJIE
0YepeHOr0 HAIOKEHHS JBYX MajblX JedopManuii

PesroMme

Ha ocHope Teopuu Manbix AedopMaldil, HAJOXCHHBIX HAa KOHEYHYIO NehOpMaLMIoO YOpyroro TBEp-
IOrO Teja, paccMaTPHBACTCS Cilydall koraa mepsas aedopMands, OTCYMTHIBAEMAsl OT HEHANPSDKEHHOTO
COCTOAHHMS, TaKkKe Majla. ManocTh AedhopManuii yuyTeHa MYyTEM BBEIeHUS NMPU I'PAJUEHTAX MEPEeMEIICHHN
MaJoro mapaMeTpa &. 3aTeM BCe TEH30pHbIE (QyHKIMM pa3BEPHYTHI B CTENEHHEIE pAnbl WO ¢. JokasaHo,
9TO IUisi IIOJydYCHHS oqepenﬁoro HAJIOXeHUS AcehopMalmil Bce TEH30pHEBIE BEIMYMHEL OT mepBoi Aedop-
MallA¥ JOJDKHEI ObITH BBIYMCJIEHBl C TOYHOCTBIO [I0 WICHOB MODPSAAKA &2 BKIFOUMTEITHHO.
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Jns ynpyroro B cMbicie Komn u I'pHHa TBEpPOOro Tea BHIYHCIIEHHS BEIMHMCh IBYMS HE3aBHCHMBIMH
OyTAMH, OTIIPABAAACH OT Pa3IHYHBIX, HO 3KBHBAJIEHTHHIX GOpM ypaBHeHmi cocTostaus. I1omyueHb! Gopmy-
JHI HA TEH30P HATIPSOKEHUS, KOTOPEIE, KPOMeE YWICHOB M3BECTHLIX M3 KNACCUYSCKOW TMHEHHON TeOpHH yripy-
rOCTH, BKIIOYAIOT TaKXKe WIEHH MOpAnKa &2, COCTABNEHHBIE U3 KOMOMHALINA TEH30POB MAJIBIX PACTSKCHHH
a2 060poToB obenx MepopMalmii, a Takke YIPyrHe HOCTOSHHBIC NEPBOTO M BTOPOrO IOPAAKA TBEPIOTO
TellA B HEHATIPSKEHHOM COCTOSHHH.

Stress in Homogeneous Isotropic Elastic Solid after Successive Superposition of Two Small
Deformations

Summary

-

On the basis of the theory of small elastic deformation’ superimposed on a finite deformation,
the problem is considered with the first deformation from the natural state being assumed to be also
small. On introducing a small parameter ¢ with both displacement gradients, and on expanding all tensor
functions into ¢ — power series, the smallness of both deformations is taken into consideration. Absolute
tensor notation is used throughout the work. It is proved that, in order to get the successive superposition
of the two deformations, all tensor quantities of the first deformation must be calculated with the accu-
racy up to terms of the second order in e.

Two independent ways of deriving the stress tensor, based on two different but equivalent forms
of a constitutive equation, are presented for Cauchy-elastic and Green-elastic solids.

In final relations for stress tensor, in addition to the terms known from the classica! linear elasticity,
there are terms of the second order in ¢ with infinitesimal strain and rotation tensors of the both small
deformations and with the first and second order elastic constants of the solid in the natural state.





