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NIELINIOWE TEORIE CIENKICH POWLOK SPREZYSTYCH

Praca zawiera podstawowe zaleznos$ci nieliniowej teorii cienkich powlok sprezystych oraz rbozne wa-
rianty rownan przyblizonych. '

Sciste zaleznosci geometryczne dla deformacji powierzchni srodkowej powloki sformutowano poprzez
symetryczne tensory odksztalcenia i zmiany krzywizny. Stosujac zasade¢ pracy wirtualnej podano dwu-
wymiarowo §ciste rownania r6wnowagi i warunki brzegowe, wyrazone przez symetryczne tensory sit wewng-
_ trznych i momentow. Wszystkie zaleznosci podstawowe podano zaréwno w opisie Eulera, jak i Lagrange’a,
a réwnania réwnowagi sformutowano rowniez w opisie mieszanym.

Dla cienkich izotropowych powlok sprezystych o stalej grubosci przedyskutowano przyblizone dwu-
wymiarowe rownania, konstruowane przy zalozenin, ze odksztalcenia w powioce sy male. Dla takicj
geometrycznie nieliniowej teorii powlok podano konsekwentnie uproszczony uklad réwnan podstawo-
wych. Przyjmujac dalsze niezalezne ograniczenia stosunku odksztalcen gietnych i blonowych, dlugosci
przewidywanej fali deformacji, obrotéw otoczenia punktéw powierzchni srodkowej i inne, podano klasy-
fikacje roznych wariantéw rownan, ktorych blad bezwzgledny nie przekracza bledu wprowadzonego do
rownan przez dwuwymiarowe rownania konstytutywne, Przedstawicne sformulowanie teorii nieliniowej,
po pelnej jej linearyzagcji, sprowadza sie do ,,najlepszego” wariantu Sandersa-Koitera liniowej teorii cien-
kich powlok sprgzystych.

Na zakonczenie podano rowniez krotki przeglad prac polskich z nieliniowej teorii powlok sprezystych
oraz niektére problemy wymagajace badan.

1. Wstep

Teoria powlok usiluje dokonaé rzeczy niemozliwej, jak opisanie stanu napreZenia
i odksztatcenia w cienkim ciele tréjwymiarowym przy pomocy skoficzonej liczby wielkosci
zdefiniowanych na powierzchni §rodkowej powloki. Teoria powlok jest wiec teoria przy-
blizona z definicji i na ogdt nie moze daé ani pelnej, ani $cistej informacji o stanie napre-
zenia 1 odksztatcenia w powloce. Informacje, ktére mozna jednak uzyskaé¢ z dwuwymiaro-
wych rownan teorii powlok, sa w wigkszosci przypadkow wystarczajaco doktadne dla
zastosowan technicznych i na ogét bardzo trudne lub wrecz niemozliwe do uzyskania
z réwnan tréjwymiarowych. ,

Rézne warianty rownan dwuwymiarowych teorii powlok moina otrzymaé roinymi
sposobami z zagadnienia tréjwymiarowego. Najczesciej stosowane sa metody naloZzenia
wiezow typu Kirchhoffa-Love’a i innych {1, 2, 3, 4, 5], oszacowania rzedu czlonow troj-
wymiarowych rownan rézniczkowych [6 ,7] i calkowania asymptotycznego [8, 9, 10].
Mozna tez teorie¢ powlok budowaé wprost jako teorie dwuwymiarowa, bez zwiazkow
z zagadnieniem tréjwymiarowym, postulujac dla powloki shuszno$é modelu powierzchni
Cosserat {11, 12]. Ogélne zasady budowania dwuwymiarowych réwnaf nieliniowej teorii
powlok omdwione zostaly obszernie w rozdziale pierwszym i w dalszych rozdzialach.
Celem niniejszego rozdzialu jest przedstawienie roznych wariantow réwnan nieliniowych
teorii pierwszego przyblizenia dla cienkich powltok sprezystych.
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Klasyczna liniowa teoria pierwszego przyblizenia cienkich powlok sprezystych, za-
poczatkowana pracami Arona [14] i Love’a [15], rozwijala si¢ burzliwie w ciagu ubieglych
stu lat. Powstalo szereg szkot naukowych, wydano wiele fundamentalnych dziet formu-
lujacych rézne warianty réwnan liniowej teorii powlok i pedajacych wiele sposobdw ich
rozwiazania. Zdecydowana wigkszo$§¢ zaproponowanych wariantéw rownafi rozni sie
mig¢dzy soba czlonami rz¢du #/R w okresleniu tensora zmiany krzywizny, gdzie 7 jest
najwigkszym odksztalceniem powloki, a R najmniejszym promieniem krzywizny jej po-
wierzchni $rodkowej. Koiter [16] pokazal, ze przy malych odksztalceniach roznice rzedu
n/R w okreéleniu tensora zmiany krzywizny daja w energii deformacji blad tego samego
rzgdu co wplywy drugorzedne pomijane zwykle w ramach pierwszego przyblizenia, np.
energia sprezysta od momentéw drugiego rzgdu lub od sit §cinajacych. W sensie energii
deformacji wszystkie takie warianty teorii liniowej sa wigc rownowazne. Na podstawie
szeregu kryteriow dodatkowych Budiansky i Sanders [17] zaproponowali, aby spo$rdd
wielu réwnowaznych wariantéw liniowej teorii powlok za ,,najlepszy” uznaé wariant
opracowany niezaleznie przez Sandersa [18] i Koitera [16]. W wariancie tym m. in. a) ten-
sory sit wewngtrznych i momentéw oraz tensory odksztalcenia i zmiany krzywizny sa
symetryczne, b) spetnione sa $cisle twierdzenia wariacyjne analogiczne do znanych z linio-
wej teorii sprezystoéci, c¢) shuszna jest analogia statyczno-geometryczna, d) rownania

konstytutywne nie sg sprz¢zone. Qd tej pory liczba proponowanych nowych wariantéw

teorii liniowe] wyraZnie zmalala i ten ,,najlepszy” wariant Sandersa-Koitera mozna uznac
jako standardowy wariant pierwszego przybliZzenia liniowe] teorii powlok sprezystych.

Nieco inna sytuacja istnieje ciagle w nieliniowej teorii powtok, w szczegdlnosci powlok
sprezystych. Mimo bardzo wielu prac o charakterze ogdolnym, ktére pojawily si¢ gtéwnie
w ostatnim 15-leciu, podstawy teorii sg ciagle przedmiotem sporéw. Wielu autoréw pra-
cujacych dtuzej w tej dziedzinie dazy do sformulowania i preferowania wlasnego wariantu
réwnan podstawowych, co przypomina sytuacj¢ panujaca do niedawna w klasycznej
liniowej teorii powlok. Jedyna w literaturze polskiej monografia WozZniaka [4] oraz wy-
konane ostatnio obszerne opracowania Koitera i Simmondsa [19] oraz Naghdiego [12]
zawierajg obszerna dyskusje podstaw teorii nieliniowej oraz obszerna bibliografi¢ prac
z nieliniowej teorii powlok sprezystych. Wiele przykladdw zastosowan réznych prostych
wariantéw rownan, glownie réwnan geometrycznie nieliniowej teorii powlok o malej
wyniostosci, podano np. w monografiach Musztariego i Galimowa [3], Wolmira [20, 21],
Grigoljuka i Kabanowa [22], ktore rownieZ zawieraja obszerng bibliografi¢. Zwalnia to
autora niniejszego referatu od dokonania zb¢dnego w tej sytuacji przegladu wszystkich
pojawiajacych si¢ tu zagadnien i pozwala skupi¢ si¢ tylko nad niektérymi wybranymi
problemami nieliniowej teorii cienkich powlok sprezystych.

Nieliniowe miary odksztalcenia dla powloki moga by¢ definiowane jako symetryczne
[1, 4, 19, 23, 24] lub niesymetryczne [2, 12, 25, 26]. W niniejszej pracy uzywamy Sy-
metrycznych miar odksztalcenia (3) definiowanych poprzez zmiang tensora metrycznego
i tensora krzywizny powierzchni §rodkowej powloki. Wprowadzenie pewnej modyfikacji
tensora zmiany krzywizny (6) powoduje, Ze liniowa cze$¢ tego tensora jest taka sama jak
w ,,najlepszej” liniowej teorii powlok [17]. Roéwnania réwnowagi i naturalne warunki
brzegowe mozna tatwo uzyskaé §ci$le z rownan tréjwymiarowych przez ich bezpo$rednie



NIELINIOWE TEORIE CIENKICH POWEOK SPREZYSTYCH 29

catkowanie po grubosci powloki w konfiguracji odksztalconej. Jednak tensory sit
wewngtrznych i momentéw zdefiniowane w ten sposob sa niesymetryczne [2, 12, 27],
chociaz mozna je potem przeksztakci¢ do postaci symetrycznej przy pomocy zmudnych
transformacji [28, 29]. Analogiczne $ciste rdwnania mozna jednak uzyskaé z zasad wa-
riacyjnych, a w szczegdlnosci z zasady pracy wirtualnej [1, 16, 23, 24], gdzie przy uzyciu
symetrycznych miar odksztalcenia tensory sit wewngtrznych i momentéw sg od razu syme-
tryczne z definicji. Ten sposob jako szybciej wiodgcy do celu wykorzystamy réowniez w ni-
niejszej pracy.

Istnieje szereg mozliwoéci formulowania réwnan nieliniowej teorii powlok poprzez
wielkosci symetryczne. Chociaz nie wszystkie argumenty podnoszone w [17], np. doty-
czace analogii statyczno-geometrycznej, maja zastosowanie w teorii nieliniowej, celowe
wydaje si¢ daZenie do formulowania teorii nieliniowej poprzez takie wielkoéci, by przy
przejéciu granicznym do teorii liniowej uzyskaé jej ,,najlepszy” wg [17] wariant. Przed-
stawiona ponizej nieliniowa teoria powlok spelnia ten postulat.

Termin ,,teoria nieliniowa” jest uzywany do okreslenia wielu, czasem bardzo roéznia-
cych si¢, wariantow réwnan podstawowych, poczawszy od najprostszego wariantu réwnan
nieliniowych typu Kéarmana dla powlok o malej wyniostosci (54), az po nieliczne Sciste
rozwiagzania teorii skoniczonych odksztalcen dla cienkiego ciala sprezystego. Wyrdznia
si¢ przy tym wyraznie nieliniowa teori¢ powlok dla malych odksztalceri, zwana czgsto
teoria geometrycznie nieliniowa, w odréznieniu od teorii nieliniowej, w ktdérej ani
odksztalcenia, ani obroty czy przemieszczenia nie sa ograniczane. Rownania kon-
stytutywne dla powlok sprezystych wynikaja z pewnej zawsze przyblizonej postaci dwu-
wymiarowej energii sprezystej. Kluczowym zagadnieniem staje sie¢ oszacowanie doktad-
nosci dwuwymiarowych réwnan konstytutywnych, co wplywa na doktadno$é¢ i mozliwo-
§ci uproszczefi wszystkich innych roéwnan teorii. Taka dyskusj¢ bledu réwnan kon-
stytutywnych dla przypadku malych odksztalceni przeprowadzit Koiter [16]. Dla odksztat-
cen skonczonych dyskusja dokladnosci dwuwymiarowych réownan konstytutywnych nie
zostala, jak dotychczas, przeprowadzona, a rézne postacie dwuwymiarowej energii spre-
Zystej sa na ogot postulowane [12] lub wprowadzane poprzez nalozenie dodatkowych
wigzow na deformacje po grubosci powloki [4, 30].

W nieliniowej teorii powlok istotna sprawa staje sie rozréznienie opisu Eulera (prze-
strzennego) od opisu Lagrange’a (materialnego), podobnie jak to si¢ robi w nieliniowej
mechanice o$rodka ciaglego. W opisie Eulera wszystkie wielkoéci sg definiowane i analizowa-
ne w geometrii odksztatconej powierzchni srodkowej powloki, w opisie Lagrange’a sa one
definiowane i analizowane w geometrii powierzchni §rodkowej w pewnej wybranej kon-
figuracji odniesienia powltoki. W rozwazaniach ogdlnych chetnie stosowany jest [1, 4,
12, 23] opis Eulera, jako prowadzacy do prostszych postaci réwnan réwnowagi i warun-
kéw brzegowych. W konkretnych zagadnieniach nieliniowej teorii powlok geometria
odksztalconej powierzchni $rodkowej na ogdt nie jest znana i bezposrednie zastosowanie
zaleznoSci Eulerowskich na ogdét nie jest mozliwe. Wprowadza sie¢ wigc szereg dalszych
uproszczenn pozwalajacych na wyraZenie zalezno$ci Eulerowskich w geometrii powierzchni
odniesienia. W ostatnim okresie wykonano szereg prac, w ktorych rézne warianty teorii
powlok sprezystych sformulowane zostaty od razu w opisie Lagrange’a [24, 25, 26, 27,
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31, 32]. W niniejszym rozdziale podano sformulowanie podstawowych zaleznosci w obu
opisach. Réwnania réwnowagi sformutowano rdwniez w opisie mieszanym [38], tzn.
Eulerowskie wektorowe rownania réwnowagi, zapisane w skladowych bazy odksztal-
conej, wyrazono poprzez wielkosci Lagrange’owskie. Wprowadzajac tensor przestrzen-
nego gradientu deformacji [33] podano réwniez proste zwiazki migdzy wprowadzonymi
wielko§ciami w oj¥ie Eulera i Lagrange’a.

Wszystkie rOwnania i zalezno$ci geometryczne podane w p. 2 i 3 niniejszego rozdziatu
sa dwuwymiarowo §ciste dla powloki utozsamianej z jej powierzchnia §rodkowa i stuszne
dla pelnej nieliniowej teorii dwuwymiarowej. Dopiero w p. 4 zalozono, Zze odksztalcenia
sa male i przeprowadzono dyskusje mozliwych uproszczen réwnafn podstawowych dla
przypadku geometrycznie nieliniowej teorii powlok sprezystych.

Dla niektorych klas zadan latwo jest przewidzie¢ pewne charakterystyczne cechy
rozwiazania i z géry ograniczyé dopuszczalne wartoéci wybranych parametréw. W ten
sposdb dla réznych zadan réwnania podstawowe moga by¢ jeszcze znacznie uproszczone
bez wplywu na dokladno$¢ otrzymanego rozwiazania. Taka klasyfikacje réznych teorii
szczegotowych dla geometrycznie nicliniowej teorii powlok przedyskutowano w p. 5,
6 1 7, ograniczajac niezaleZznie stosunek odksztalcen gigtnych i blonowych, dlugosé¢ prze-
widywanej fali deformacji oraz obroty otoczenia punktéw powierzchni srodkowej powloki.
Pokazano rowniez przejécie do réownan klasycznej nieliniowej teorii powlok o malej wy-
niostosci. Koiter [1] podat klasyfikacj¢ oparta na ograniczeniach podobnych parametréw,
dokonang jednak przy pomocy oszacowania bigdu wzglednego w rownaniach podsta-
wowych. W réwnaniach nieco uproszczonych w stosunku do stosowanych w niniejszym
rozdziale pomijano w pracy [1] niektére czlony male w stosunku do innych cztondéw,
zakladajac, ze maly blad w réwnaniach powoduje réwniez maly blad w rozwiazaniu.
Wiadomo jednak, Ze w nieliniowej teorii powlok, szczegdlnie przy badaniu zagadnien
stateczno$ci, takie zaloZenie nie jest na ogél bezpieczne. W pracy [1] wyklyczono wiec
zagadnienia stateczno$ci rozwazajac je niezaleznie [34]. W niniejszym rozdziale klasy-
fikacj¢ réwnan uproszczonych wykonano na podstawic oszacowania bledu bezwzglednego
i wynikajacego tylko z przyblizonego charakteru réwnan konstytutywnych, co nie wyklucza
rozwaZania réwniez zagadnien stateczno$ci, czym jednak obecnie nie bedziemy si¢ zaj-
mowac.

2. Oznaczenia i zaleZnosci geometryczne

W opracowaniu bedziemy uzywali ukladu oznaczen gléwnie wg [1, 19, 24]. Niech
r(¥) i r(¥°) beda wektorami pozycyjnymi punktéw powierzchni $rodkowej powloki
w konfiguracji odniesienia i aktualnej, gdzie 9%, a = 1, 2, sa wspolrzednymi konwekcyj-
nymi na powierzchni. Geometri¢ powierzchni srodkowej S powloki w konfiguracji od-
niesienia opisujg kowariantne wektory bazy a,=r,, kowariantne skladowe tensora
metrycznego a,5 = a," az, wektor jednostkowy n = 3c%a, X a, prostopadly do powierzchni
S oraz kowariantne skladowe tensora krzywizny b,; = a, 4'n. Tutaj (), oznacza pochodng
czastkowa wzgledem 9°, natomiast £ sa kontrawariantnymi skladowymi tensora permu-
tacji. Podobne wielkosci geometryczne zwigzane z powierzchnia odksztalcona S wyroz-
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niane bgda kreska, np. a,, a4, 1, baﬂ, ? etc. Pochodng kowariantng w metryce odnie-
sienia i odksztalconej oznaczymy odpowiednio przez (), i ().

Deformacja powierzchni $rodkowej powloki moZe by¢ wyrazona przez wektor prze-
mieszczenia '

) u(@) =r—r =v'a,twn ="u4a,+wn.

W opisie Lagrange’a wszystkie wielko$ci geometryczne powierzchni odksztalconej
S sa wyrazane przez u°, w przy pomocy zaleznosci [1, 24]

- 3% 3
a,=1"a+p,n, n=n"a,+nn,

) Iy = 0;+u",—byw, =w,+bju,

a
n% = ]/ a Eaﬁel,‘(pa Ii.ﬂa h= % ‘i/k Eaﬂ lnl}.a B

Kowariantne skladowe tensoréw odksztalcenia i zmiany krzywizny powierzchni
$rodkowej powloki w opisie Lagrange’a zdefiniowane sa zaleznoS§ciami

yaﬂ' = %(aaﬂ aaﬂ) - Z(Ia xﬂ+ ()va (}73 aaﬂ)9
aﬂ - _(baﬂ—baﬂ) - —[n ((pa\ﬂ—'_bx Ixu)+n (1 alf™ b;(pa)_baﬂ] )
i spelniaja nastgpujgce warunki cigglodei [1]

3)

P g ["ﬂuy‘f"ﬁ’w (bx}._xxl)yvﬂ,u] =0

@
K’}/:+ edﬂ 61# [yau[ﬂl'_ba;t Mﬂ}.—’_%(xa,u Mﬂl+a—xv yna,u yrﬁ}.)] =0 H
gdzie
ynau = yxa[;t—’_ yuma— yay|x H
ey a p7) *a 18
%) a’ = — (@427 y,y),
a

QN

= %‘Ealeﬂ” (aaﬂ+27ap) (aly+2ylu) .

Czgsto stosowany jest tensor zmiany krzywizny ¢, zdefiniowany zaleZnoécia

(6) Qaﬂ = Maﬂ—'_% (b;‘ ynﬂ—’_bg yux)'
Liniowa cz¢$€ tego tensora wyst¢puje w ,,najlepszej”’ liniowej teorii powlok [17].
W opisie Eulera wszystkie wielko$ci geometryczne powierzchni odniesienia sa wyra-
zane przez @°, w przy pomocy analogicznych do (2) zaleznoéci:
a,=la,+¢,i, n=~na tnn,

(7) 7’:1 = 5:—'1—4’:0—’—5:}7, Q= _(w _|_Eu ﬁx)

- _
= —af ~4 —A
= V; i @y 1}./3’ %‘l/-'— e xlga B
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Kowariantne skladowe tensoréw odksztalcenia i zmiany krzywizny powierzchni §rod-
kowej powloki w opisie Eulera zdefiniowane sa zaleznosciami

§;0/3 = % (ﬁaﬂ_aaﬂ) = % (ﬁaﬂ - Z’:I ixﬂ_ @u(ﬁﬂ) ’

Eaﬂ = —(Ea[}—baﬁ) = “[Eaﬂ—ﬁ(¢(1;,8+ggzxa)_ﬁz(ij;ﬁ—E/’Sf?a)]

(8)

i spetniajag warunki ciagltoéci analogiczne do (4).
Tensor gradientu deformacji powloki w ukladzie wspéirzednych konwekcyjnyeh
okreélony jest na powierzchni §rodkowej powloki wzorem [33]

9) G = aQ@ad +aen, G =aQad+nen.

Yatwo wigc wykazaé, Ze tensory odksztalcenia i zmiany krzywizny sa zdefiniowa-
ne w spos6b absolutny zalezno$ciami

a0 y = HG'G—1), x=—(G'6G—b),
$=1I—-(6"H6T, #%=—[b—-(G )G,

gdzie

(11) 1=1"=g,'®d"+tn®n, b=>b"=pha'®d

i sa zwigzane wzorami
(12) 7= G5G, x=G"xG,

skad tatwo wynikaja zaleznosci miedzy ich kowariantnymi reprezentacjami (3) i (8).

3. Rownania podstawowe

W opisie Eulera wszystkie wielkoéci sg definiowane i rozkladane w geometrii powierzchni
odksztatconej S. Niech powloka bedzie w réwnowadze pod wplywem zewnetrznych sit
powierzchniowych p, danych na jednostke powierzchni odksztalconej §, oraz sit i mo-
mentéw brzegowych F i K, danych na jednostke dlugosci brzegu odksztalconego C. Dla
kazdego dodatkowego przemieszczenia wirtualnego du powierzchni §rodkowej powtoki
zasada pracy wirtualnej ma postaé [1, 35]:

(13) [ G095+ 08,,)dA = [ [ p-Sud A+ [ (F-du-+K-8Q) s,
s S Cc

gdzie 67,5, dp,, oraz 0Q sa liniowymi funkcjami du [35]. Skladowe tensoréw sit wewng-
trznych n* i momentéw m* sa tu zdefiniowane jako wspdtczynniki w niezmienniczym
wyrazeniu podcatkowym i sa symetryczne z definicji.

Stosujac rachunek wariacyjny latwo pokazaé [35, 36], 2ze zasada (13) prowadzi do
nast¢pujacych Fulerowskich réwnah réwnowagi

(14) N.,+p*= 0



NIELINIOWE TEORIE CIENKICH POWLOK SPREZYSTYCH 33

oraz naturalnych warunkéw brzegowych na swobodnym i gladkim brzegu C:

I d o d . _
(N*—bim™ayv, + — (@190 = F—b.K a;+ —(K*1)7,
(1 5) dS dS

mi 5, = K.

W powyzszych zaleznodciach t jest wektorem jednostkowym stycznej, a # wektorem
jednostkowym normalnej zewnetrznej do odksztalconej krzywej brzegowej, natomiast
wektory sit wewnetrznych i momentéw, mierzone na jednostke diugosci krzywej na S,
okreslono nastepujacymi zaleznosciami

N® = (n’++-3bem™— 1 bim ™) a,+-imn*ym,
(16)

MG = éﬁlm“ﬁif‘.
W skladowych w bazie a,, n réwnania (14) maja postaé

(7 3B — B, — ™ 5" = 0,
(17) o
Mgt bun™ +p = 0.

Roéwnania réwnowagi (14), (17) oraz naturalne warunki brzegowe (15) maja stosurikkowo
prosta postaé i zawieraja tylko wielko$ci zdefiniowane lub analizowane w geometrii po-
wierzchni odksztalconej S. Wszystkie operacje rozniczkowania kowariantnego wykonuje
si¢ rowniez w geometrii S. Przy rozwazaniach ogélnych opis Eulera jest chetnie stosowany,
wlasnie ze wzgledu na stosunkowa prostote¢ uzyskiwanych zaleznoéci. Nalezy jednak pod-
kredlié, ze w konkretnych zadaniach z nieliniowej teorii powlok geometria powierzchni
S nie jest na ogét znana i bezposrednie zastosowanie zaleznoéci Eulerowskich jest mozliwe
tylko w wyjatkowych przypadkach. Czesto jednak zaleznosci te stanowig wygodna pod-
stawe do wyprowadzenia szeregu wariantdw uproszczonych nieliniowej teorii powlok.

W opisie Lagrange’a wszystkie wielkosci sa definiowane i analizowane w geometrii
powierzchni nieodksztalconej S.

Korzystajac z zaleznosci geometrycznych zachodzacych podcezas deformacji powierzchni
srcdkowej powtloki [24, 37]

= ]/ B4 ds— Y1 Byt s,
a
(18) . ,
P ds = ‘l/ﬁ v ds, t,ds= (t,,+2yaﬁtﬂ)ds,

a

wprowadzmy Lagrange’owskie wektory sit wewnetrznych N® i momentéw M?¢, liczonych
na jednostke dlugoéci krzywej na S, zewngtrznych sit powierzchniowych p, liczonych
_ mna jednostkg¢ powierzchni S, oraz sit i momentéw brzegowych F i K, liczonych na jednostke
dhigoéci brzegu C, przy pomocy nastepujacych zalezno$ci [24]:

3 — Konstrukecje powlokowe
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. _ /
N =]/"T GN, M=)/ 26 Hm,
a a

(19) __

- / a F=- ,,,,,,,Ij,,,‘,) K= __A*K_ﬁﬁ,

p=lop Vitaygrr Vitzpye

dzi
gazie . —
N = Qaytgm, M=/ Leymat,
a
af — Naﬁ“f“]*l_): Mxﬁ-—%EEMm‘,

20) 0 3

Qa = Maﬂ\ﬁ—{_davyvly.Mlﬂa

/a /a —_—
No= oot MU=t b=t bu),

a pozostale wielkosci okre$lone sg przez relacje (5).
Eulerowskie i Lagrange’owskie tensory sit wewnetrznych i momentow zdefinio-
wane naleznosciami

N = ﬁﬂﬁ{l—a@E/’)’) M = muﬁc_l;1®aﬂa
(2D ; )

N = N"‘haa®aﬁ, M = MYa,®u,,
Zwiazane sa wzorami

@) N V chGT, M= ]/ (E&{GMGT.

Zalezno$ci (22) sa analogiczne do znanej w mechanice o$rodka ciaglego transformaciji
pomigdzy tensorem naprezenia Cauchy’ego i drugim tensorem naprezenia Picli-Kirch-
hoffa [33]. Tensory IN i M moZna wigc uwazaé za pewien analog drugiego tensora na-
prezenia Pioli-Kirchhoffa w nieliniowej teorii powlok.

Dokonujac odpowiednich przeksztalcen [24, 35] zasady pracy wirtualnej (13) otrzy=-
mamy Lagrange’owskie réwnanie réwnowagi

(23) (GN%,+p =0

oraz Lagrange’owskie naturalne warunki brzegowe na swobodnym i gltadkim brzegu C

d d
[GN+M*(Gn),Jv,+— (M*7,1;)Gn = F+(R'Gn) o+ — (R1,)Gn,
A) ’ A

9

M“Bvuvﬂ = R‘Bvﬁ ’
gdzie
(25) R =1 LK Ga,.

a
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W sktadowych w bazie a,, n réwnanie (23) ma postaé [24]
Q15400 —b5 (0% 9,4 0°m)+p’ = 0,
(0" @10 ) o b,y (@340 n) +p = 0.

(26)

Roéwnania rownowagi (23), (26) oraz naturalne warunki brzegowe (24) w opisie La-
grange’a zawieraja tylko wielkodci zdefiniowane i analizowane w geometrii powierzchni
odniesienia S, a wszystkie operacje rdzniczkowania kowariantnego wykonuje sie réwniez
w geometrii S. Przy rozwiazywaniu konkretnych zadan z nieliniowej teorii powltok geo-
metria S jest na ogdl znana i w zasadzie zaleznoSci Lagrange’owskie (26), (24) moga by¢
bezpodrednio zaprogramowane na EMC dla powloki o ustalonej geometrii jej powierzchni
srodkowej S. Réwnania (26) i (24) sa jednak znacznie bardziej skomplikowane od réwnan
Eulerowskich (17), (15) i zawieraja w sposob jawny nieznane sktadowe tensora gradientu
deformacji G. Umozliwia to rozwigzywanie rownan Lagrange’owskich tylko w sktado-
wych wektora przemieszczenia. Jest to catkowita analogia do nieliniowych zagadnien
trojwymiarowych rozwiazywanych przy uzyciu drugiego tensora naprezenia Pioli-Kirch-
hoffa [33].

W niektorych przypadkach celowe moze byé zastosowanie ujecia mieszanego [38],
w ktérym Eulerowskie rownania rownowagi (17), bedace sktadowymi (14) w bazie odksztal-
conej a@,,m, przeksztalca si¢ do postaci zawierajacej tylko wielkosci Lagrange’owskie
i rézniczkowanie kowariantne w geometrii S. Wyrazajac n* i m* poprzez N** i M**
przy pomocy zaleznosci (20), i korzystajac z zaleznoéci

@7 (]/ T"ﬂ) ]/ (T +a"y,. T™)

stusznej dla kazdego tensora T = T"ﬂau®aﬁ, dochodzimy do nastepujacej postaci réwnan
rownowagi (17):

Nﬂﬂ[a +dﬁlu(2yyﬁ\r1—yﬂ.a!,u)Nla—%(BgMXH_VB:Mxﬂ)[a_

8 ®a B, o a 5
(28) —b"M la —b lu(zy,uﬂu_‘yﬂ.a[y) MA +l/—;p = 0,

M* /3 +[a (27}#“!3 y)m,u) MA ]'a—f—baﬂNQﬂ'}“l/ p — 0

przeksztalcone naturalne warunki brzegowe podane sa w pracy [38]. Danielson i Sim-
monds [39] na podstawie réwnan (28) wyprowadzili odpowiednie réwnania dla statecz-
nosci sprezystej powloki w opisie mieszanym. Réwnania stateczno$ci sprezystej powlok
w opisie Lagrange’a, oparte na réwnaniach (26), podano w pracy [35].

Nalezy podkresli¢, ze przedstawione tutaj trzy réwnowazne ukfady réwnan réwnowagi
w opisach Eulera (17), Lagrange’a (26) oraz mieszanym (28) wyprowadzone zostaly bez
nakladania zadnych ograniczen na odksztalcenia, przemieszezenia lub obroty powierzchni
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§rodkowej powtoki. Dazac do przedstawienia teorii pierwszego przyblizenia dla powlok
cienkich utozsamili$my tutaj deformacje¢ powloki z deformacia jej powierzchni $rodkowej.
Uzyskane w ten sposéb zaleznosci mozna wigc nazwa¢ dwuwymiarowo S$cistymi dla
powierzchni $rodkowej powloki. Bezposérednie zastosowanie twierdzenia o pracy wir-
tualnej (13) pozwolito wyrazi¢ réwnania réwnowagi i naturalne warunki brzegowe tylko
poprzez symetryczne tensory sit 1 momentéw wewngtrznych. Odpowiedni dobér miar
deformacji (3); i (6) umozliwil wprowadzenie takich sit i momentéw wewngtrznych, ze
po linearyzacji wszystkich réwnan i zalezno$ci otrzymujemy w granicy ,,najlepszy” wariant
liniowej teorii powlok sprezystych [17]. Latwo np. zauwazy¢, ze liniowe cziony warunkow
ciaglodci (4) oraz réwnan réwnowagi (26) lub (28) sprzezone sa poprzez analogi¢ statycz-
no-geometryczna [2]. .

Dla powlok wykonanych z materialu spr¢zystego réwnania konstytutywne, wiazace
sily wewnetrzne i momenty z miarami odksztalcenia powierzchni $rodkowej powloki,
wynikaja z odpowiedniej dwuwymiarowej funkcji energii sprezystej powloki. Jezeli jednak
dotychczas wyprowadzone réwnania réwnowagi, warunki brzegowe, warunki cigglosci,
wyraZenia miar odksztalcenia przez skladowe przemieszczenia i inne podane zaleznoSci
sa dwuwymiarowo $ciste dla powierzchni §rodkowej powloki, to energia sprezysta powloki
moze by¢ tylko z pewnym przyblizeniem wyraZzona poprzez wielkoéci dane na powierzchni
§rodkowej powtoki. Rowniez w niemozno$ci podania écistych dwuwymiarowych réwnan
konstytutywnych tkwi fakt, ze ka’da teoria powlok jest z definicji teoria przyblizona.

Mozna oczywiscie ominaé trudnofci postulujac istnienie $cistej dwuwymiarowej energii
sprezystej w opisie Lagrange’a V(y,z, 0.5) lub Eulera ¥ (5,, 0.p) Ktorej postaé ograni-
niczana jest jedynie zasada obieklywncéci oraz zatozona symetriag materiatu, a pojawiajace
si¢ stale materiatowe wyznaczaé z odpowiednich badan doswiadczalnych. Tak np. dla
opisu Lagrange’a §cisle rownania konstytutywne wyznaczane sa wtedy wprost z zaleznosci

. Nuﬁ_%(av+aV) Muﬂ_%(av F01/)
ayuﬂ ayﬂa ’ aQaﬂ aQBu .

Takie podejscie jest charakterystyczne dla modelu powloki jako tzw. powierzchni Cosserat
[11], co wyczerpujaco omowione zostalo ostatnio przez Naghdiego [12]. Wtedy réwna-
nia konstytutywne (29), réwnania rownowagi (26), naturalne warunki brzegowe (24),
warunki ciaglosci (4) oraz zaleznosci migdzy miarami odksztalcenia i skladowymi wek-
tora przemieszczenia (3), i (6) tworzg matematycznie zamknigty $cisty uktad réwnan
nieliniowej teorii cienkich powtok sprezystych w opisie Lagrange’a. Podobnie jestdla
opisu Eulera i mieszanego.

Dwuwymiarowa przyblizona postaé emergii sprezystej moze by¢ uzyskana z energii
sprezystej cienkiego ciala trojwymiarowego w rozny sposob, np. przy pomocy rozwinigé
asymptotycznych po grubosci powloki lub zalozenia wigzéw typu Kirchhoffa-Love’a
i innych na deformacje powltoki. Kluczowym zagadnieniem staje si¢ oszacowanie dokiad-
noéci zbudowanej dwuwymiarowe) energii sprezystej, ktéra wplywa na dokladno$é rownan
konstytutywnych, a stad na dokladnoé¢ calego ukladu réwnan nieliniowej teorii powlok
sprezystych. Niestety, w oszacowaniu dokladnosci dwuwymiarowej energii sprezystej
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zadowalajace rezultaty uzyskano tylko dla przypadku matych odksztalcen sprezystych
powtoki. Dalszg dyskusje teorii przyblizonych ograniczymy wiec tylko do przypadku
matych odksztalcen.

4. Teoria malych odksztalcen

Dla przypadku gdy odksztalcenia  w powloce sa zalozone jako mate, Koiter [16]
przeprowadzil obszerna dyskusj¢ wyraZenia energii sprezystej dla powloki o stalej
grubosdci A wykonanej z materiatu izotropowego. Po rozwinigciu tréjwymiarowego wy-
razenia energii sprezystej w szereg wzgledem wspotrzednej normalnej do powtoki i scal-
kowaniu go po grubosci powtoki, dokonano oszacowania wszystkich czlonéw wystepu-
jacych w rozwini¢ciu i otrzymano nast¢pujace oszacowanie Lagrange’owskiej postaci
energii sprezyste] powloki na jednostke powierzchni nieodksztalconej

h B h2
(30) v="F (mwﬁ 03] 1+0E,
gdzie
h h 0
£ = max (L l/ 1/77 )
a1

= 21—r2) (l—ljvz) [(1—»)(a*a*+a** a® - 2va™ d'¥);

L jest minimalna dtugoscia ,,fali deformacji” na powierzchni srodkowej powloki, natomiast

d jest odlegloécia od brzegu powloki wprowadzona do parametru ¢ w ostatniej pracy

Koitera i Simmondsa [19] na podstawie wynikow uzyskanych przez Johna [6]. WyraZenie

podobne do (31) mozna uzyska¢ réwniez dla Eulerowskiej postaci energii sprgzyste]
Przy oszacowaniach poszczegdlnych czlondw przyjmuje sig, Ze

()
auﬂNl’ baﬂNi’ ()|a —’
32
” (Y er far par
— < — £ <
L E R ki n 2
gdzie
h ——  h
(33) A= — = min (L, d, l/hR ,—_)-
E Vn

Przyblizone rdwnania konstytutywne wynikajace z wzoru (30) zgodnie z (29) maja
teraz postaé

1
%) N* = m“ [(1—»)yP+ va®y2]+ O (Ehne?),

M = D[(1—v)0* + va® 0] + O (Eh2ne2),
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lub po rozwiklaniu ich wzgledem y .51 0,4

Vag = A1) N y—rva,; N]H4-0(ne2),

(35)
y ne?
% = Dy I My MO (5]
gdzie
1 ER3
(36) 4=

— D=——
Eh 12(1—»2)

Przyblizony charakter réwnan konstytutywnych (34) i (35) umozliwia dokonanie
istotnych uproszczen réwniez innych réwnan podstawowych. Mozemy bowiem pominaé
czlony, ktére sg tego samego rzedu co czlony pomijane w rownaniach konstytutywnych.
Wazng sprawa jest tu odpowiedni dobér zmiennych niezaleznych teorii powlok. W uprosz-
czonym uktadzie rownan uzyskanym przez Danielsona [38] z modyfikacjami wniesionymi
przez Koitera i Simmondsa [19] jako zmienne niezaleZne wybrano symetryczne tensory
sit wewngtrznych N i zmiany krzywizny 04+ Taki wybdr uzasadniany jest tym, Ze w przy-
padku szczeglnym teorii blonowej sity N* sa wyznaczane wprost z réwnarni réwnowagi,
natomiast w przypadku szczegdlnym deformacji powloki bez wydluzenia jej powierzchni
Srodkowej zmiany krzywizny o,, sa réwniez wyznaczane tylko z warunkéw ciaglosci.
Tensory y,; i M* jako zmienne zaleZne sg eliminowane przy pomocy rownan (34), i (35);.
Po dokonaniu odpowiednich uproszczeri szczegdtowo przedyskutowanych w pracach
[19, 38] warunki ciagloSci w opisie Lagrange’a (4), przy uwzglgdnieniu (6), oraz jedno-
rodne réwnania réwnowagi w opisie mieszanym (28) moga by¢ sprowadzone do nastg-
pujacej postaci kanonicznej

Ot 3(149) A (B NG— B, N2 y— AL N+
B Az B ari AarB 7]‘94
F(149) A(0a Nyyp+03 Npja)—r40; Nyyo = O hi
alBypa B pa B 1,0 1 pap ne2
AN, 5+bio.—baes—3e5+10505 = O )
(37 N
Nay—3(1=») DB —bl00,—Dbigi+ D(diei—1 u0ieD 7+

4
+24(NIND ;—3 A[(1—y) NN+ NN, = O ( Ehiz_)

Do 18 b"—“Nﬂ=0 hzn’ez
Qa;ﬂ‘l’(,s Qﬁ) a L) 2|

Odpowiednio uproszczone naturalne warunki brzegowe wyrazone przez N, 0.s Poda-
no w pracy [38].

Rozwigzanie formutowane poprzez miary odksztalcenia y,; i 0,5 jako zmienne nie-
zalezne, lub poprzez skladowe przemieszczenia, wprowadza wigksze uproszczenia réwnan
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réownowagi. Na przyklad z zastosowania (34), wynika, Ze btad wprowadzony do réwnania
2

€
réwnowagi (28),, wynikajacy z eliminacji N, staje si¢ rzedu Eh n—}—— i wszystkie czlony,

z wyjatkiem pierwszego, moga by¢ pominigte. W sktadowych odksztalcenia jednorodne
réwnania réwnowagi (28) przyjmuja wigc postac
1 e
B By 1 __
";I(T_;E)“ [(I—V)Vam‘f""ja)/xm] = O(Eh‘—[)’
(3%)

1 g2
Dot g+ (i— 0} (=)l = O(Eh2 "ﬁ)

T

W zagadnieniach geometrycznie nieliniowych, gdzie brana jest pod uwage mozliwo$¢
utraty statecznosci powloki, sity blonowe sa na ogét dominujacymi sktadowymi stanu
napreZenia i celowe jest rozwigzanie rownant (37). W innych zagadnieniach rozwiazanie
w. przemieszczeniach moze by¢ bardziej celowe. Dotychczas brak jest jednak Scistych
kryteriéw wyboru réZznych zmiennych niezaleznych.

Uproszczenia réwnan réwnowagi w opisie Lagrange’a (26) mozna dokona¢ na tym
etapie ogolnoséci tylko poprzez uproszczenia wyrazen Q% i Q7 gdyz we wzorach (26)
wystepuja one w kombinacji ze skladowymi gradientu deformacji. Eliminujac np. MeP
i yqp 2& WzoTéW (20), 5 otrzymamy

0 = N +3 D(1—») (b2 —blo™)+ 0 (Eme),
(38a)

2
Q" = Dg;|"4-0 (EhZ 17% );

uproszczone Lagrange’owskie rownania réwnowagi oraz naturalne warunki brzegowe dla
matych odksztalcen sprezystych maja odpowiednio posta¢ (26) i (24) przy wprowadzeniu
tam powyzszych zaleznosci uproszczonych.

Rozwigzanie geometrycznie nieliniowych zadafi, w ktdrych réowniez warunki brzegowe
daja si¢ wyrazi¢ catkowicie poprzez N*’ i g, moze by¢ prowadzone bezposrednio w tych
zmiennych niezaleznych na podstawie rownaf (37). Obliczenie naprezen i odksztalcert
w powloce staje sie niczalezne od wyznaczenia przemieszczen, co dla zagadnien nielinio-
wych jest bardzo pozadane. Do chwili obecnej nie jest jednak zbadana sprawa mozliwosci
sformutowania réwniez geometrycznych warunkéw brzegowych tylko poprzez N i o,

Simmonds i Danielson [37] zbudowali kompletny uklad réwnaft dla dwuwymiarowo
Scislej oraz geometrycznie nieliniowej teorii powlok sprezystych przyjmujac jako zmienne
niezalezne wektor skonczonego obrotu oraz wektor funkcji naprezenia. Wektorowe
réwnania réwnowagi i warunki brzegowe, sformutowane w skltadowych Lagrange’owskich,
zostaly rozlozone w pewnej bazie posredniej powstalej z bazy powierzchni odniesienia
przez sztywny obrét przy pomocy wektora obrotu skoficzonego. Ta oryginalna i intere-
sujaca koncepcja bedzie niewatpliwie rozwijana dalej.

Pcdkre§lmy raz jeszcze, ze podane tu uklady réwnan podstawowych, wyrazone przez
N°? j 0.5 zawieraja tylko blad wynikajacy z zalozenia matych odksztatcen, ktdry jest
pomijalny w przyblizonej postaci funkcji energii sprezystej powloki (30).
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Przy rozwigzywaniu konkretnych zadan, dla pewnej klasy zagadniefn nieliniowej
teorii powlok mozemy z gbry przewidzie¢ pewne charakterystyczne cechy poszukiwanego
rozwigzania. Jezeli na niektore parametry wystgpujace w réwnaniach podstawowych
nalozymy z goéry ograniczenia zgodne z przewidywanym rozwiazaniem, szereg dalszych
cztondw w réwnaniach podstawowych moze byé pominigtych i réwnania, a takze samo
ich rozwiazanie, znacznie si¢ uproszcza. Jezeli po rozwiazaniu zadania charakter otrzy-
manego rozwigzania okaze sie rzeczywiscie zgodny z zalozonymi ograniczeniami, to
doktadno$¢ tego rozwiazania, otrzymanego z réwnan uproszczonych, jest taka sama
jak i rozwigzania uzyskanego na podstawie pelnego ukiadu réwnan geometrycznie nie-
liniowe) teorii powlok sprezystych.

W dalszej czesei niniejszego rozdzialu podano niektére uproszczone warianty réwnan
stuszne przy réznych zalozeniach ograniczajacych, natozonych na takie parametry, jak:
stosunek odksztafcen gigtnych i blonowych, stosunek diugosci przewidywanej ,.fali”
deformacji do krzywizny Gaussa, male obroty otoczenia punktéw powierzchni Srodk owej
powloki i inne. Przy korzystaniu z tych rdownan podkreSlmy raz jeszcze koniecznosé
sprawdzenia, w kazdym konkretnym zadaniu, czy rozwigzanie uzyskane na podstawie
podanych nizej réwnan uproszczonych rzeczywiscie spetnia ograniczenia, przy ktérych
te rownania sa stuszne. Nalezy bowiem pamigtal, ze rdwnania nieliniowej teorii powlok,
szczegolnie przy rozwigzywaniu zadan utraty statecznosci, przeskoku itp., sa bardzo czule
na roznego rodzaju odchylki i nawet niewielkie odstepstwa od zalozen wyjéciowych pro-
wadzi¢ moga do blgdnych wynikéw.

5. Ograniczenia stosunku odksztalcen

Niech y bedzie najwigkszym odksztalceniem a p najwieksza zmiang krzywizny w pew-
nym punkcie powierzchni $rodkowej powloki. Parametr ph/y okrela relacje odksztatcen
powstajacych w punktach powloki od zginania i sit blonowych. W zaleznoéci od ograniczen
naktadanych na ph/y wyrdznia si¢ zwykle trzy typy réwnan teorii powlok:

a) ohfy < €2, teoria blonowa,
b) ohfy~1, teoria zgigciowa,
c) phly = €2, teoria bez wydluzen powierzchni $rodkowej.

Roéwnania uproszczone w [1, 36] uzyskane zostaly przy pomocy oszacowania biedu
wzglednego wynikajacego z pominigcia niektorych czlonéw w stosunku do innych czlo-
néw w rownaniach nieco uproszczonych w stosunku do (37). Tutaj wyprowadzimy réw-
nania uproszczone, uzyskane na zasadzie pominigcia niektérych dalszych cztondéw w pel-
nych réwnaniach (37) bez zmniejszenia ich dokladnosci bezwzglednej, wynikajacej tytko
z przyblizonego charakteru rownan konstytutywnych.

Dla teorii blonowej oszacowanie rzgdu cztonéw zawierajacych g, w zaleznoSciach
(37) umozliwia pominigcie szeregu dalszych cztonéw bez zmniejszenia doktadnoséci réwnan
podstawowych. Ostatecznie uproszczone réwnania (37) maja postaé
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Latwo zauwazy¢, Ze nieliniowe rownania rownowagi (39),, moga by¢ rozwiazane
wzgledem N niezaleznie od odksztatceri; zagadnienie nieliniowej teorii blonowej jest wiec
statycznie wyznaczalne. Dodatkowy niezalezny warunek (39), natozony na N* wskazuje,
ze w ramach geometrycznie nieliniowej teorii powlok sprezystych stan blonowy moze
zaistnie¢ tylko w pewnych przypadkach szczegélnych. Po znalezieniu N odksztal-
cenia y.s obliczymy z réwnan konstytutywnych (35),, natomiast zmiany krzywizny 0.,
moga by¢ wyznaczone z warunkow ciaglosci (39),.

W przypadku teorii zgieciowej w ramach wskazanego bledu réwnan nalezy rozwia-
za¢ uklad réwnan (37) bez zadnych dodatkowych uproszczen. Jednakze dla zadan typu
zgigciowego mozna dopudci¢ wigkszy blad w rownaniach (37)(, (rzedu ¢* zamiast &*
w oszacowaniach bledu). Wtedy wszystkie cztony tych réwnan, z wyjatkiem cztonow gtow-
nych, moga by¢ pominiete 1 ukiad réwnan uprosci sie do postaci podanej dalej (42).

Dla teorii bez wydluzen powierzchni $rodkowej oszacowanie rzedu cztonéw zawiera-
jacych N w zaleznosci (37) pozwala pominaé, podobnie jak w teorii blonowej, szereg
dalszych cztonéw bez zmniejszenia dokladnosci réwnan podstawowych. Ostatecznie
rownania (37) przyjmuja postaé

ne'
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Podobnie jak dla teorii blonowej tatwo zauwazyé, Ze nieliniowe warunki ciaglosci
(40);, moga by¢ rozwiazane wzgledem g,z niezaleznie od sit wewnetrznych. Mowimy,
ze zagadnienia nieliniowej teorii powlok bez wydluzef powierzchni érodkowej sa geo-
metrycznie wyznaczalne. Dodatkowy niezalezny warunek (40), natozony na g,, wskazuje,
ze w ramach geometrycznie nieliniowej teorii powlok sprezystych stan bez wydhuzef
powierzchni §rodkowej moze zaistnie¢ tylko w pewnych przypadkach szczegdlnych. Po
znalezieniu g,; momenty M obliczymy z (34),, natomiast sity N* moga byé wyznaczone
z rownania réwnowagi (40),.

Istnieje potencjalna mozliwo$é wyrdznienia jeszeze dwdch typow posrednich réwnan
teorii powlok dla gh/y < e oraz ph/y > & Jednak uproszczenia zaleznosci (37) spowodo-
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wane tymi zatozeniami sa niewielkie i sprowadzaja sie do mozliwoéci pominigcia czlondw
kwadratowych odpowiednio wzgledem g,; lub N°.

Stosowalno$¢ uproszczonych uktaddéw rownan (39) i (40) jest, oczywiScie, ograni-
czona. W szczegdlnoéci nie mogg one stanowié podstawy do obliczania powltok zawiera-
jacych tzw. punkty osobliwe powierzchni §rodkowej. Na przyklad, dla ptaskiej membrany
uproszczone rownanie (39), staje si¢ nieokreSlonym, gdyz wtedy b3 = 0. Podobny problem
stosowalnosci wystepuje od dawna réwniez w liniowej teorii powlok, gdzie wskazuje si¢
na nastgpujace typowe przypadki osobliwosci geometrycznych: plaszczyzna, nieskon-
czenie dtugi walec, stozek i torus. Réwnania uproszczone nie powinny jednak by¢ stoso-
wane nawet w przypadku powlok zawierajacych punkty zblizone do osobliwych, np.
powloka o bardzo matej wyniostosci lub bardzo dlugi walec.

6. Ograniczenie dlugosci fali deformacji

W teorii powlok pierwszego przyblizenia dopuszcza si¢ deformacje o diugosci fali L
przekraczajgcej co najmniej o rzad wielkosci grubo$¢ powloki £ i speliajaca warunki
(32). W niektorych zadaniach nieliniowej teorii powlok stuszne moze sig okazaé¢ ograni-
czenie dhugosci przewidywanej fali deformacji réwniez od gory [1]

(41 \K|L2 << &2.

Taki stan odksztalcefi nie powstaje w przypadkach granicznych teori blonowej i teorii
bez wydluzen powierzchni $rodkowej powloki, gdzie dlugoéé fali deformacii jest zazwy-
czaj poréwnywalna z R, natomiast czgsto si¢ go spotyka w zagadnieniach zgigciowej
teorii powlok.

Ograniczenie charakteru przewidywanej deformacji zaleznoscia (41) umozliwia znaczne
uproszczenia uktadu (37), jezeli udzial L w parametrze A okaze si¢ decydujacy. Przewidujac
rozwiazanie zadan tego typu w innych niz N* i 0.5 zmiennych niczaleznych mozemy
w réwnaniach (37) pomingé czlony rzedu czlonéw pomijanych w rownaniach konsty-
tutywnych (34), dla N’ oraz w (35), dla g,; i wOwczas rownania (37) przyjmuja postad

uproszczong
‘ ne2
0 Cpa = O (ﬁ) ’
a a a a f a 7762
AN G+bjoi—bioh— oot +heief = O (72)
(42)
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Roéwnania (42) przy warunku (41) opisuja nieliniowa teori¢ powlok stabo zakrzy-
wionych wzgledem deformacgji (,,quasi shallow” wg [1]). Przy speieniu warunku (41) rdz-
niczkowanie kowariantne na powierzchni staje si¢ przemiennym i rozwigzanie rownafi
(42),; mozna przedstawi¢ w postaci

.
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gdzie W i F sa funkcjami odksztalcen i naprezen, a PP jest catka szczegdlna réwnania
(42); przy uwzglednieniu skladowej obciaZenia powierzchniowego p,. Podstawiajac
zwiazki (43) do (42),, i uwzgledniajac obciazenie powierzchniowe otrzymamy nastgpu-
jacy uklad dwoch rdwnan wzgledem niewiadomych funkcji Wi F:
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Rozwigzanie zadan spelniajacych warunek (41) moze wiec by¢ dokonane na podstawie
rozwigzania dwoch réwnan (44), bez konieczno$ci wyznaczenia przemieszczen, jezeli
réwniez warunki brzegowe dadza sie¢ wyrazi¢ poprzez funkcje W i F. Pewne trudnofci
moze sprawi¢ jednak wyznaczenie calki szczegdlnej P? dla zadanego typu obcigzenia p,.

7. Ograniczenia obrotéw

Inne mozliwosci uproszczeti wynikaja z przewidywania rzedu wystgpujacych obrotéow
i nalozenia z géry pewnych ograniczenn na parainetry charakteryzujace obrét bazy od-
ksztatconej wzgledem bazy powierzchni odniesienia.

W ogélnym przypadku deformacje bazy a,,n w baze a,, n mozna rozdzieli¢ na trzy
etapy: a) przesunigcie rownolegle a,, n do punktu zaczepienia a,, n, b) sztywny obrot przy
pomocy wektora obrotu skorniczonego przeprowadzajacy n w n, ¢) odksztalcenie w po-
wierzchni S przeprowadzajace obrécone wektory a, w a,. Geometria deformacji po-
wierzchni $rodkowej powloki przy wydzieleniu takiego skonczonego obrotu zostata
opracowana przez Simmondsa i Danielsona [37, 41]. Klasyfikacja uproszczen oparta
na ograniczeniu $cistych parametréw obrotu skonczonego nie zostala jeszcze opraco-
wana.

Przedstawiajagc parametry deformacji (2) w postaci

laﬂ = aap+19ap_waﬁ
(45) ﬁaﬁ = %(uam_’_uﬁla)_'baﬁw’
waﬁ = %(uﬁ[a_ua“i) = 0

fatwo pokaza¢ [36], Ze w najprostszym przypadku liniowej teorii powlok zachodza na-
stepujace relacje:

(46) a,~ a,2xa,+%a;, Axn+2xn,
gdzie
(47) 2 = Ppa,+on

jest wektorem malego obrotu. Parametry ¢, okreslaja wigc maly obrét wektora n, nato-
miast o okreSla maty obroét wektorow bazy a, dookota n.
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Przy zwigkszajacych si¢ obrotach wartoéci Scistych parametrow obrotu skoriczonego
teorii nieliniowej bgda coraz bardziej oddalaly si¢ od wartosci ¢, i w. Najbardziej pow-
szechne i interesujgce sa jednak te przypadki, w ktdérych skoniczony obré6t nie jest zbyt
duzy i dlatego rozwazZenie ograniczen nakladanych na parametry ¢, i , a prowadzacych
do odpowiedniego uproszczenia réwnan podstawowych, jest celowe réwniez w nielinio-
wej teorii powlok.

Ze wzgledu na ograniczenie parametrow ¢, i o celowe jest wyrdznienie nastepujacych
wariantow teorii [1]:

a) @, w — nieograniczone — teoria obrotow skoficzonych,

b)e<<op<l,w<elube<<w<<1l, ¢ < e— teoria duzych obrotdw,

¢) (p,w) <& — teoria umiarkowanych obrotéw,

d) (¢, w) < €2 — teoria matych obrotow.

Szczegétowa dyskusja mozliwych uproszczefi wynikajacych z zatozen teorii duzych
obrotéow nie zostala dotychczas opracowana.

W teorii umiarkowanych obrotéw wyrazenia miar odksztalcenia Lagrange’a (3); 1 (6)
upraszczaja si¢ do postaci

Vg = Vup 300502+ 9, 0p)+ 0 (52),
(48) . ) ne
guﬂ = _Ji(‘l’qm“f' @5\a+éﬂn+bﬁwux)+0 7 >

gdzie uwzglgdniono oszacowania
49) n = *tpq-—wlwiﬁ-o(ﬁez), n=1+0().
Roéwnania rownowagi Lagrange’a (26) przy (49) przyjmuja tu postaé uproszczona
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W teorii umiarkowanych obrotédw czesto stosowane jest ostrzejsze ograniczenie ¢ < €
w < &2, gdyz powloka jest na ogdt bardziej podatna na obroty z powierzchni powloki
niz na obroty w powierzchni powltoki. Wtedy niektore dalsze czlony we wzorach (48)-(50)
podkresione linig ciggla moga by¢ réwniez pominigte, bez zmniejszenia dokladnosci
rownan podstawowych.
Jezeli rozwigzanie ma by¢ wyraZzane w innych zmiennych, np. przemieszczeniach,
z rownania konstytutywnego (34); wynika, ze powinni$my dopusci¢ wigkszy blad w réw-
naniu (50),, ktére przyjmie posta

(51) [N**(67—a” w“,)]k1 D —O(Eh T)
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Wprowadzajac do wzoréw (51) i (50), zaleznosci (48), (45) i (2) otrzymamy uktad
réwnan w sktadowych przemieszczenia dla nieliniowej teorii umiarkowanych obrotéw.

Warto tutaj przypomnieé, ze klasyczna nieliniowa teoria powlok o matlej wyniostosci
(tzw. teoria typu Ké&rmana) wprowadza jednoczesne ograniczenia rdznego rodzaju:

u 2
(52) p<e, o=<e2 |K|IL2<e, —<e p< Ehl;w.
w
Wtedy za§ mamy
&
(53) Vap = Dug 3w 00D, 05— — w0 (’71)

przy czym g, obliczone z (53), spetnia réwnanie (42),. Wprowadzajac funkcj¢ naprezen
zgodnie z (43), przy PP —0, ze zwiazkéw (42), oraz (50), otrzymamy ukltad réwnan
klasycznej nieliniowej teorii powlok o matej wyniostosci [1]

yL

ovfs = o [27),

. ne?
B E; :p+o(Eh27).
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Wigkszos¢ z dotychczas rozwiazanych zadani geometrycznie nieliniowej teorii powlok
oparta jest na rozwigzaniu réwnan (54).

Zalozenia teorii malych obrotéw prowadza do linearyzacji réwnan podstawowych,
co prowadzi do ukladu réwnan ,najlepszego’” wariantu klasycznej liniowej teorii cienkich
powlok sprezystych.

8. Przeglad niektérych prac polskich

W wygloszonym referacie przegladowym Wilde [74] rozwaZy} 67 prac polskich doty-
czacych réznych zagadnien nieliniowych piyt i powlok, wykonanych gléwnie po roku
1960. Wigkszos¢ prac dotyczylta réinych zagadnieni nieklasycznych, takich jak nieliniowe
zagadnienia plyt i powlok w polu temperatur, np. [42, 43, 44], o strukturze wloknistej
i siatkowej, np. [45], lepkosprezystych, lepkoplastycznych, poddanych pelzaniu i innych.
Obszerna grupa ponad 20 prac dotyczy rozwigzan roznych zadan statecznoéci sprezystej
powlok izotropowych, giéwnie na podstawie prostych wariantéw réwnan statecznosci
wynikajacych z téwnan (54), np. [46-50]. Niewiele jest jednak prac polskich dotyczacych
nieliniowe] zgieciowej teorii cienkich powlok sprezystych, co jest gléwnym tematem ni-
niejszego rozdziatu. Odnosi si¢ wrazenie, Ze tematyka ta byla w kraju omijana, by¢ moze
jako tematyka zbyt ,,klasyczna”. Ponizej krotko omdéwiono niektore prace polskie, ktére
wydaja si¢ najbardziej zblizone do tematyki rozdzialu. Wybdr tych prac jest, oczywiscie,
subiektywny i niektére wazne pozycje by¢ moze zostaly przeoczone.

W monografii WozZniaka [4] szczegblowo rozwazono podstawy nieliniowej teorii
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powlok opierajac si¢ na sformutowanej hipotezie jednorodnosci stanu odksztalcenia na
grubosci powloki. Wprowadzajac kolejno dalsze wigzy i zalozenia upraszczajace rozwa-
zono m. in. teori¢ Kirchhoffa-Love’a, teori¢ blonowa duzych odksztalcen, teorie matych
‘odksztalcen oraz podano szereg rozwigzan wybranych zagadnien nieliniowej teorii powltok
sprezystych. Parszewski [51] podal nieliniowe réwnania powlok o matej wyniostosei
w ukladzie ortogonalnych wspotrzednych krzywoliniowych, a w pracy [52] wyprowa-
dzono nieliniowe réwnania ruchu wirujacej powloki walcowej. Piechocki [53, 54] udo-
wodnit twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzan ukladu réwnaf typu Karmana
dla powloki kulistej oraz powlok o malej wyniostosci. Praca [36] zawiera zwigzly wyklad
nieliniowej teorii powlok sprezystych. Statyczne zagadnienia nieliniowe rozwazali Wi-
$niewski [55] oraz Leyko [56].

Postulujac odpowiednie rownania konstytutywne Orkisz [57, 58, 59] zbudowat dwu-
wymiarowo Scisla blonowa teorig powlok obrotowych wykonanych z materiatu kauczuko-
podobnego, ktdéra zastosowano do obliczen konkretnej powloki pneumatycznej [60].
Stosujac geometrycznag teorig¢ siatek Czebyszewa, Wilde [61] zbudowal blonowa teori¢
powlok o matej wyniostoéci przydatna dla nierozciagliwych powtok tekstylnych. Wizmur
[62] podat rozwigzanie wstgpnie sprezonej powloki tekstylnej typu przekrycia Opery Leénej
w Sopocie.

W pracy [27, 63] zbudowano dynamiczna nieliniowa teori¢ powlok w opisie Lagran-
ge’a, w ktorej zmiennymi niezaleznymi sa trzy przemieszczenia i trzy obroty. W pracy
[24] podano dwuwymiarowo §cisla teori¢ powlok sprezystych w opisie Lagrange’a, ktora
rozszerzono [35] na zagadnienia stateczno$ci i dynamiki w nieinercjalnym ukladzie od-
niesienia. Opis Lagrange’a okazal si¢ pozyteczny réwniez w teorii duzych ugieé powlok
plastycznych rozwazanych przez Sawczuka [64] i Duszek [65].

9. Niektére problemy otwarte

Poniewaz kazda teoria powtok jest teoria z definicji przyblizona w stosunku do teorii
trojwymiarowej, kluczowa sprawa jest oszacowanie bledu rozwiazania uzyskanego na
podstawie teorii powlok w stosunku do $cislej teorii trojwymiarowej. Najbardziej poza-
dane byloby oszacowanie bledu popelnianego przy obliczeniu przemieszczen i napreZzen
w kazdym punkcie powloki, ale nawet uzyskanie dla rozwiazan oszacowania bledu bar-
dziej globalnego, np. w sensie odpowiednio dobranej normy, teZ stanowitoby istotny po-
step w nieliniowej teorii powlok. Nieliczne oszacowania bigdu rozwigzania uzyskano
dotychczas tylko dla liniowej teorii powlok sprezystych [66, 67].

Btad popethiany w réwnaniach konstytutywnych zwigksza si¢ znacznie w strefie brze-
gowej, a w odlegtoéci od brzegu rzedu grubosci powloki dwuwymiarowe réwnania kon-
stytutywne przestaja w ogole mieé sens. Zaproponowane ostatnio [19, 68] modyfikacje
warunkéw brzegowych dla teorii malych odksztalcen daza do zmniejszenia bledu roz-
wigzania dwuwymiarowego w strefie brzegowej, ale problem warunkéw brzegowych
o odpowiedniej dokladnosci w strefie brzegowej wydaje si¢ nadal aktualny.

Niedostatecznie zbadana w nieliniowej teorii powlok sprezystych jest sprawa wydzie-
lenia wszelkiego rodzaju osobliwoéci rozwiazania, zwiazanych zaréwno z obciaZeniem
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skupionym, jak i osobliwos$cig geometrii powloki. Nie zostaty dotychczas podjete réwnie?
zagadnienia rozwiazan nieliniowych dla powlok o obszarze wielospdjnym i zwiazane
z tym problemy wieloznacznosci przemieszczeni i ewentualnie funkcji naprezen, ktére
dla liniowej teorii powlok zbadano w pracach [69, 70, 71].

Wskazane byloby uzyskanie prostych dwuwymiarowych réwnan konstytutywnych dla
teorii powlok uwzgledniajacej skoniczone odksztalcenia materiatu i oszacowanie ich do-
kladno$ci w stosunku do nieliniowej teorii sprezystosci. Umozliwitloby to zbudowanie
konsekwentnie uproszczonego ukladu rownan podstawowych typu (37) réwniez dla
zgieciowej teorii powlok skonczonych odksztalcenn i umiarkowanych obrotéw.

Ogdlne réwnania geometrycznie nieliniowej teorii powlok typu (37), zawierajace
tylko blad wprowadzony przez przyblizone réwnania konstytutywne, zostaly zapropo-
nowane dopiero niedawno [38, 19]). Wydaje si¢ konieczne przeanalizowanie szeregu testo-
wych przykladéw zastosowania tych réwnan dla powlok np. sferycznych, cylindrycznych
lub obrotowych i poréwnanie wynikow z wynikami uzyskanymi na podstawie znanych
prostszych wariantéw teorii geometrycznie nieliniowej wyprowadzonych dla tych powlok
niezaleZnie od teorii ogdlne;j.

W nieliniowe] teorii powlok sprezystych szczegdlnie wazne sa zagadnienia utraty
stateczno$ci. W pracach [35, 39] sformulowano dwuwymiarowo $ciste rownania statecz-
nosci powlok w opisie Lagrange’a i mieszanym. Ze wzgledu na ich skomplikowana budo-
we konieczne jest rozwazenie mozliwych uproszczen tych réwnan dla teorii matych od-
ksztalcen oraz przebadanie kilku prostych przykladéw testowych. Dotychezas najogdl-
niejsze stosowane w literaturze réwnania statecznosei, np. [34], zawieraja szereg uproszczen
w stosunku do przedstawionej tu teorii geometrycznie nieliniowej. Na przyklad przy
obliczeniach blonowych sit krytycznych nie uwzglednia sie cztonéw kwadratowych wzgle-
dem sil, ktore to czlony zachowane sa w réwnaniach geometrycznie nieliniowej teorii
bltonowej (39). Istnieje przypuszczenie, ze dotychczas notowane rozbiezno$ci miedzy
warto$ciami sity krytycznej, stwierdzonymi doswiadczalnie, a obliczonymi na podstawie
teorii uproszczonych moga by¢ m.in. wynikiem zbyt daleko posunigtych uproszczefi
réwnan podstawowych.

Przedstawione tu skomplikowane réwnania nieliniowej teorii powlok musza by¢
z reguly programowane na EMC. Moga by¢ przy tym stosowane metody réznic skon-
czonych, elementéw skonczonych, catkowania numerycznego i inne (por. [72]). Na $wiecie
istnieje juz wiele réznych programéw na EMC opartych na réznych wariantach réwnan
przyblizonych. Najbardziej efektywny i ogdlny wydaje si¢ program w réznicach skof-
czonych opracowany przez Brogana i Almrotha [73] dla dowolnej geometrii powloki
i oparty na doé¢ ogélnym algorytmie. Wydaje si¢, ze podobny program mozna byloby
opracowa¢ w Kraju na podstawie ogolniejszego réwnania typu (37). W decydujacy sposéb
przyczyniloby si¢ to do wdrozenia do praktyki inzynierskiej naszego Kraju wielu wynikow
teoretycznych uzyskanych juz w nieliniowej teorii powlok.

Uwaga. Niniejsza praca powstala w koncu 1973 r. w oparciu o dostepne wtedy materialy Zzrodiowe.
Szereg postawionych tutaj probleméw zostalo rozwigzanych juz po oddaniu pracy do druku. Niektore
z tych problemow, a w szczeg6lnosci 0golng tecrie obrotow skoticzonych w powlokach, zawarto w pracach
autora [75-78], gdzie mozna znaleZé rowniez obszerna dodatkowa bibliografie.
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