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1. Wstep

W pracy autora [1], w oparciu o publikacje do koaca 1973 r., dokonano przegladu
réznych wariantow réwnan nieliniowej teorii pierwszego przybliZzenia dla cienkich powtok
sprezystych. Podano tez krotki przeglad prac polskich z tej dziedziny oraz wskazano
na niektore nierozwiazane jeszcze problemy.

W ciagu ubieglych ponad czterech lat nastapit dalszy rozwoj nieliniowej teorii powtok.
Oprécz prac autora [2-11] w tej dziedzinie ukazaly sie monografie GAaLiMOwa [12],
BRUSHA 1 ALMROTHA [13], AKSELRADA [14] oraz SZILKRUTA i WYREANA [15] a tak¥e arty-
kuly przegladowe LANGHAARA [16], StMMONDSA [17] i WEINITSCHKE [18] gdzie podana
jest obszerna dodatkowa bibliografia. Opublikowano tez szereg oryginalnych prac [19 - 37]
dotyczacych podstawowych zagadnien nieliniowej teorii powlok. Niniejsza praca ma na
celu przedstawienie niektérych dodatkowych w stosunku do podanych w [1] wynikéw
uzyskanych dstatm'o przez autora oraz krdtkie omodwienie zwigzanych z tym wybranych
rezultatéw uzyskanych w innych opublikowanych ostatnio pracach.

Deformacj¢ otoczenia kazdej czastki osrodka ciaglego mozna rozlozyé na trzy stany
elementarne: sztywne przemieszczenie, czyste rozciagniecie wzdhuz gléownych kierunkdéw
odksztalcenia oraz sztywny obrot skonczony kierunkéw gléwnych. Cze$€ obrotowa
deformacji opisywana jest zwykle albo przy pomocy tensora ortogonalnego R, lub przez
trzy katy obrotu (zwykle katy Eulera) lub tez poprzez wektor obrotu skoiczonego €,
[38, 39]. )

Juz Nowozyrow [40] wskazal, ze przy malych odksztaiceniach oraz wyeliminowaniu
ruchu jako ciala sztywnego, w tréjwymiarowym ciele sprezystym moga wystapi¢ tylko
male obroty elementéw materialnych, [41]. Jednakze dla cial cienkich — belek, pretéw
cienkos$ciennych, plyt i powlok — nawet przy malych odksztalceniach moga wystapi¢
duze obroty elementéw materialnych ciata. Jest to istotna jakoSciowa réznica w zacho-
waniu si¢ ciat cienkich w stosunku do ciat o trzech wymiarach tego samego rzgdu. Wska-
zuje ona, ze w nieliniowej mechanice powlok obrotowa cz¢s¢ deformacji powinna odgrywaé
role¢ znacznie wigksza, niz to ma miejsce dla zagadnien tréjwymiarowych.

Jest rzecza godna zastanowienia, Ze ¢z¢éé obrotowa deformacii pow%oki zostala opisana
dopiero niedawno, w ramach nieliniowej teorii typu Kirchhoffa-Love’a w pracach SiM-
MONDSA i DANIELSONA [42, 43], ktérzy uzyli wektora obrotu skofczonego & gléwnych
kierunkéw odksztalcenia jako jedna z dwéch podstawowych zmiennych niezaleznych
nieliniowej teorii powlok. Obrét elementn brzegowego powloki opisany zostal przez
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" NowozyrLowA i SzaMINE [44], ktorzy uzyli tu wektora catkowitego obrotu skoriczonego
Q,. W tych pracach wektory obrotu skonczonego zostaly wprowadzone w sposob opi-
/sowy, bez ich powigzania z innymi zmiennymi kinematycznymi, jak przemieszczenie
powierzchni §rodkowej lub tensor gradientu deformacji powloki. W ramach teorii powlok
typu Kirchhoffa-Love’a teoria obrotéw skonczonych zostala opracowana w [7, 8].

Ogodlna teoria obrotéw skoficzonych w powlokach podana zostata w [5, 10], gdzie
jako przypadki szczegdlne uzyskano wiele zaleznodci uproszczonych, slusznych dla nie-
liniowej teorii typu Kirchhoffa-Love’a, dla teorii geometrycznie nieliniowej oraz dla teorii
pierwszego przyblizenia cienkich powlok sprezystych. Wprowadzenie pojecia obrotu
skoficzonego okazalo si¢ niezwykle pozytecznym i umozliwilo m.in. uzyskanie nowych
wariantéw geometrycznych i statycznych warunkéw brzegowych [5, 7, 9], rézne mody-
fikacje ukladu réwnan podstawowych [9, 42, 43] oraz zbudowanie nowej klasyfikacji
réwnan uproszczonych dla geometrycznie nieliniowej teorii cienkich powlok sprezystych
przy ograniczonych obrotach [7, 8] (por. réwniez [67, 68]).

Istnieje szereg praktycznie waznych zadan zachowania si¢ elementéw powlokowych,
ktérych rozwiazanie wymaga uéci§lonych dwuwymiarowych zaleznosci podstawowych.
Wymienmy tu np. obliczanie wzglednie grubych powlok przy nieréwnomiernych ob-
ciazeniach, okreflanie charakterystyk dynamicznych powloki od szybkozmiennych ob-
ciazen, zadania kontaktowe, obliczanie powlok o duzej anizotropii itp. Uscislenie zalez-
noéci nieliniowej teorii powlok, przy zalozeniu liniowosci rozkladu przemieszezet na gru-
boéci powloki, przedyskutowano w [5, 45].

‘ Przy konstruowaniu réznych zaleZno$ci geometrycznie nieliniowej teorii powlok
szczeg6lna uwage nalezy zwrdcié na sposéb wprowadzenia uproszczeri stusznych przy
matlych odksztalceniach. Okazuje sig, 2e szereg wzoréw i definicji pojawia sie tutaj w postaci
rozmicy wielkosci tego samego rzgdu. Nalezy wige najpierw wykonaé dzialania $cisle
(t.zn. z uwzglednieniem skoriczonych odksztalkcen), dopiero w zaleznoéciach wynikowych
mozna pomijaé¢ czlony mate w stosunku do jednosci. Wprowadzanie uproszczedi w za-
leznosciach po$rednich moze doprowadzié do blgdnych wzoréw koricowych. Z tego tez
powodu w niniejszej pracy wszelkie zaleznoéci geometrycznie nieliniowej teorii powlok
wyprowadzane sa najpierw S$cisle, bez naloZenia ograniczen na odksztalcenia. Uprosz-
czenia wynikajace z zalozenia matych odksztalcen wprowadzane sa dopiero do zaleznosci
wynikowych. )

W p. 2 i 3 przedstawiono niektére dodatkowe w stosunku do [1] zaleznosci nieliniowej
teorii powlok cienkich. Uzyskano je, nakladajac wiezy Kirchhoffa-Love’a na deformacje
powloki. Zmiang grubosci powloki podczas deformacji uwzgledniono dopiero w réw-
naniach konstytutywnych powlok sprezystych. Taki uproszczony opis deformacji jest
uzasadniony w ramach geometrycznie nieliniowej teorii pierwszego przyblizenia dla
cienkich powlok sprezystych dyskutowanej w p. 4, ktdra jest zasadniczym celem po-
przednich zaleznosci. Dalsze uproszczenia réwnaf podstawowych, wynikajace z kon-
sekwentnie ograniczanych parametréw obrotu skoriczonego, przedyskutowano w p. 5.
W p. 6 podano zasadnicze zaleznosci ogdlnej teorii obrotéw skoriczonych w powlokach,
a w p. 7 przedyskutowano mozliwoéci usci§lenia modelu geometrycznie nieliniowego
obliczania powlok sprezystych. Na zakoriczenie w p. 8 podano niektére problemy teore-'
tyczne wymagajace dalszych badan.
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2. Obroty skonczone w teorii powlok typu Kirchhoffa-Love’a

W nini¢jszej pracy stosujemy uklad oznaczenn uzywany w [1, 5, 7). Niech r(9#%) =
= x*(#%)i, oraz r(#%) = X*@i, k=1,2,3, beda wektorami wodzgcymi punktéw
powierzchni $rodkowej powloki w konfiguracji odniesienia i aktualnej, # = y(r), gdzie
9%, a = 1,2, sa wspolrzgdnymi konwekcyjnymi na powierzchni, natomiast y oznacza
funkcje deformacji. W konfiguracji odniesienia geometri¢ powierzchni # opisuja ko-
wariantne wektory bazy a, = r,,, kowariantne skladowe a,; = a,-a; tensora metrycznego

. . . . 1
powierzchni z wyznacznikiem @ = |a,;|, wektor jednostkowy n = Te“ﬂaaxaﬂ prosto-

padly do powierzchni oraz kowariantne sktadowe b,; = a, ,5-n tensora krzywizny b
powierzchni. Tutaj ( ),, oznacza pochodna czastkowa wzglgdem 9%, €% s3 skladowymi
tensora permutacji, a przez ( ), bedziemy oznacza¢ powierzchniowa pochodna kowar-
iantng na .#. Analogiczne wielkoéci geometryczne zwiazane z powierzchnia odksztalcong
M = y(M) wyrézniaé bedziemy kreska, np.: @y, B, @up, @, bup, Eups ( Nya-

Podczas deformacji powierzchni srodkowej powloki wektory bazy a,, n wyraZane
sq przez wektor przemieszczenia ¥ = r—r = u,a”*+wn zaléZnosciami
a, = La'+qpn, n= n,,a"+nﬁ,

N

(21) lla = a).tx+ulla_blaw> Po = w,a+béu}.’

a X 1. /a . .
n,‘ = V-Z- G“ﬂelﬂtpal.ﬂ, n = ?l/jeaﬂel”l.alﬁg

W ramach teorii powlok typu Kirchhoffa-Love’a zakladamy, ze wldkna materialne
powtloki, ktére sa proste i prostopadie do .#, po deformacji powloki pozostaja prostymi
i prostopadtymi do .# oraz nie wydluZaja si¢. W ten sposob cata informacja o deformacji
otoczenia punktéw powierzchni Srodkowej powloki zawarta jest w tensorze gradientu
deformacji powtoki G, ktéry ma posta¢ [1, 7]

(2:2) G = 4,®a*+a®n, G =a,®a"+n®n,

gdzie przez ® oznaczono operacj¢ iloczynu tensorowego.
Stosujac twierdzenie o rozkladzie polarnym [38] do tensora nieosobliwego G przed-
stawimy go w postaci

(2.3) G=RU=VR, G'!=U'RT=RV}

gdzie Ui V sq lewym i prawym tensorami rozciggnigcia, natomiast R jest tensorem obrotu
skoniczonego. Tensory Ui ¥ sa dodatnio okreslone i symetryczne, natomiast R jest tensorem
ortogonalnym takim, Zze detR = +1. A

Przy pomocy zaleznosci u = ¥—r oraz (2.3) deformacja otoczenia powierzchni $rod-
kowej powloki zostala roztozona analitycznie na trzy stany elementarne: czysta trans-
lacjg, czyste rozciagnigcie wzdtuz gtdwnych kierunkéw odksztalcenia oraz obrét skofi-
czony kierunkéw gléwnych. Rozklad (2.3) poprzez U, spéjny z opisem Lagrange’a, oraz
rozktad (2.3) poprzez ¥, spdjny z opisem Eulera, réznia si¢ tylko kolejnoscia nalozenia
tych trzech stanéw elementarnych.
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Z (2.2) i (2.3) wynika, ze

-— * — —_— *
a,=Ra,=Va,, n=Rn, @ =Ras =V-1g*

2.9 y N
a, = Ua,, a= Ra,.

Tutaj wprowadzone zostaly dwie powierzchniowe bazy pos’fednie: Lagrange’owska
a,, powstajaca z bazy a, przy czystym jej rozciagnigeiu wzdhiz gléwnych kierunkéw
odksztalcenia, oraz Eulerowska a,, powstajaca z bazy a, przez jej obrét skoficzony.

W dalszych rozwazaniach wygodnym jest wprowadzenie symetrycznych tensoréw
odksztalcenia wspodtosiowych z U:

1
Y= ’f(Uz—l) = Yupa*®a’,-

1 1
(25) Yap = 5 (aaﬁ _aaﬂ) = 5 (l?a l}.ﬂ + Qo Ps —aaB) ’

8| al
il

1+ 292+ 20025 —v575).
¥ =U—1=y15+2y-1 = y,4a°®d",
(2.6) 2Vap = 2Vup+ViVaas  @w = (024 7Da,,
a 1 v y
l/; =75 “5EM(5§+;}§)(5§+}/§)

gdzie 1 = a,®a*+n®n jest tensorem metrycznym tréjwymiarowej przestrzeni Eukli-
desowej, obliczonym na .#. Podkreslmy, Ze y,; sa wielomianami drugiego stopnia wzgle-

. , . . a L
dem przemieszczen, lecz zaleZnosci geometryczne zawierajace - s funkcjami nie-
wymiernymi wzgledem y,g. Z drugiej strony .4 sa funkcjami niewymiernymi przemiesz-

4 B 3 . . . v .
czen, lecz l/; staje si¢ wielomianem kwadratowym y,s. Przy matych odksztalceniach

Yap 1 Vap r62nig si¢ tylko matymi cztonami i moga by¢ utozsamiane.
Z (24), i (2.6) wynika zaleZzno$é dla tensora obrotu skoriczonego {7]

Q.7 R = (a4 u)®(as+ V31a") + (n,a*+ nn)®n,

ktéra jest niewymierng funkcja przemieszczen u.

Tensor ortogonalny R okresla w przestrzeni pewng o§ obrotu okreslong wersorem e
oraz pewien kat obrotu w dookola tej osi obrotu. Odpowiednie wzory podane zostaly
w [7]. Czgé¢ obrotowa gradientu deformacji moze by¢ wigc opisana réowniez wektorem
obrotu skonczonego 2 = esinw, ktdry jest catkowicie okreslony przez tensor R. Zauwazmy,
Ze £ nie jest wektorem w zwyklym sensie. W szczegolnosci, prawa dodawania wektoréw
obrotéw skoficzonych [39] réznia sic od praw dodawania elementéw przestrzeni liniowej.
Dla 2 otrzymano nastgpujace wyrazenie

2.8) 2 = ey ([ =@ B+ F) gl EP O+ Ty}

ktore jest niewymierng funkcja w.
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Drziatanie wektora obrotu skonczonego 2 na dowolny wektor pokaZemy na przy-

kladzie zaleznosci (2.4); ktdéra przyjmuje postaé
j

2.9 = d,FR2xa,+ 2x(2xa,).

1
2cos*w (2

Korzystajac z R lub 2 mozna wyprowadzi¢ wiele pozytecznych tozsamoéci i zaleznosci
geometrycznych [5, 7], bardzo przydatnych przy dyskusjach réznych zastosowan teorii
obrotéw skonczonych. W szczegdlnosci, dla pochodnej pola przemieszezei otrzymamy

(2.10) Uy = Viaat RxGg+ Qx(Rxd).

_1_
2 /2
Rézniczkowanie R i 2 wzdhuz krzywych ukladu wspdtrzednych konwekcyjnych ciata
trojwymiarowego podano w [46, 47]. Opisujac obroty przez R i przyjmujac wigzy K-L,
na powierzchni .# otrzymamy

1 1
(2.11) 2, =coswkﬁ+?.(2xkﬂ Toos /2.(2x(.(2xkﬁ)
gdzie dla wektora kg otrzymano [5, 48]
-— v v 1 V"V
(2.12) kﬁ = elﬂ[(nﬁl+bgyxl)a#+ (Vﬂmr—?}’y}’xuﬂ)n] =
. :
= 2 202
Q,ﬁ"}‘ 20082(1)/2 _ﬁx.(2+w,5 tgw/

W zaleznodci (2.12); ¥y = _(_bag—baﬁ) sa skladowymi tensora ZIﬁiany krzywizny po-
wierzchni srodkowej powloki okre§lonymi niewymiernie przez przemieszczenia

(2.13) Hop = — [”(%m'*‘ b,'}z L)+ nz(lilﬁ —bé Pa) _baﬂ] .

Warunkami catkowalnosci uktadu (2.11) sa nastgpujace zaleznosci

. 1
(2.14) e“ﬁ(kma+ S kﬁ) = 0.

Po wprowadzeniu do (2.14) zaleznosci (2.12), otrzymamy trzy réwnania ciaglodci
odksztalcenn powierzchni srodkowej powtoki, ktére zapewniaja istnienie pola przemiesz-
czenia u odpowiadajacego zadanym miarom odksztalcenia Yo i #exs-

Zalezno$¢ (2.12); mozna odwréci¢ wzgledem x5 otrzymujac

1 v . Y 1 v v
(2.15) Hop = 7674[(5:"' V) kg + (05 + Vﬁ)ka]'al_j(béyﬂﬁ‘f'bgyla)

co, razem z (2.12), prowadzi do wyrazenia X,s poprzez 2 i 7,s.

Tensor R lub wektor £ catkowicie okresla na .# obroty tych wldkien materialnych
powloki, ktére pokrywaja sie z kierunkami gtownymi odksztalcenia. Inne wiékna ma
terialne moga doznawaé obrotu réwniez w wyniku czystego rozciggnigcia otoczenia A
wzdtuz kierunkéw gtéwnych odksztalcenia. Dotyczy to w szczegdlnoéci obrotu skon-
czonego elementu materialnego brzegu.

Element brzegowy powloki okresla krzywa € pow1erzchn1 M, dana réwnaniem 9* =
= 9%(s), gdzie s jest miarg dlugosci na ¥. Z tg krzywa zwiazany jest wersor styczny £ =
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dr . . . .
= - oraz wersor zewngetrznej normali v = ¢ x n. Ortonormalna tréjka wektoréw ¢, m, v
s

nie pokrywa si¢ na ogét z glownymi kierunkami odksztalcenia. Deformacje tej trojki
dr
ds.
ciagnigcie £ i v w stosunku /1 +2y,,,.gdzie Yie = Yapt™t? oraz dwa kolejne obroty: obrét
- skoniczony od czystego rozciagnigcia wzdtuz gléwnych kierunkéw odksztalcenia oraz
obrét skonczony tych kierunkéw gléwnych. Te dwa kolejne obroty skoficzone wygod-
nie jest zamieni¢ jednym réwnowaznym obrotem skonczonym, wykonywanym przy pomocy
tensora catkowitego obrotu R, Iub wektora calkowitego obrotu £2, = e,sinw, brzegu.
Odpowiednie wzory dla R, i £, poprzez u wynikaja albo z zasady dodawania obrotow
skonczonych [7], lub wprost z zaleznosci

wektoréow w tréjke ortogonalna @, = —-, n, a, = a;xn mozna przedstawi¢ jako roz-

R = ——— (a,®v+a,®0)+n®n,
V1+2y,
(2.16) .
20, = ——— (vxa,+txa)+nxn,
V 142y,

Roézniczkowanie 2, wzdluz krzywej € prowadzi do zaleznoéci podobnej do (2.11)

2.17) % = cosw,k,-{--;-ﬂ,xk,—mﬂ,x(ﬂ,xk,).
Tutaj wektor zmiany krzywizny k, krzywej brzegowej € ma postaé
(2.18) : k, = —kyv+k, t—kyn,
—~ky = L (0, —xy)—0;,
V 142y,
(2.19) ey = -t ]/ @ @ by —tg) P 1,
: Vv 142y, a

1 a _
~ e = 142y, ]/7 [t =920 i+ Y upra — Vapr) 1% = %,

gdzie oy, 1, %, okreslaja, odpowiednio, krzywizng normalng, skrecenie geodezyjne oraz
krzywizne geodezyjna krzywej brzegowej ¥. Wektor k, wyrazony jest calkowicie poprzez
miary odksztalcenia powloki y.s 1 %,s.

W ramach wigzéw typu K-L prostokreslna powierzchnia brzegowa 82, prostopadla
do . i okreflona wektorem p(s, £) = = r(s)+{n(s), deformuje si¢ w réwniez prostokresing
powierzchni¢ %, prostopadta do .7 i okreslong wektorem p(s, &) = r(s)+{n(s). Po-
wierzchni¢ 07 mozna zadaé jednoznacznie przez zadanic na % przemieszczen u oraz.

. , _ (n—n)-a,
funkcji 8, = T4y
okresli¢ w sposéb uwiklany poprzez odpowiednie uklady réwnan rézniczkowych [44],
zadajac na % albo R, y,, lub k,, y,,. Zadajac wartosci 2, oraz y,, powierzchni¢ brzegowa

. W [7, 8] wykazano, Ze powierzchnic 04 mozZna réwniez
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02 okreslamy z-dokladnoéciq do sztywnego przesunigcia w przestrzeni, a zadajac war-
toéci &, oraz y,, okreslamy ja z doktadnoscia do sztywnego ruchu w przestrzeni. W ramach
teorii K-L mamy wigc nastgpujace trzy warianty geometrycznych warunkéw brzegowych:

a) przemieszczeniowe, u(s) = A(s), B (s) = b(s),
(2.20) b) kinematyczne, 2,(s) = m(s), yu(s) = I(s),
¢) deformacyjne, ki(s) = q(s), yu(s) = I(s).

Wigkszos¢ zadan z nieliniowej teorii powlok rozwigzuje si¢ w przemieszczeniach,
co wymaga stosowania przemieszczeniowych warunkéw brzegowych, Warunki kinema-
tyczne (2.20), odpowiednie sa przy rozwigzywaniu zadah poprzez wektor obrotu skofi-
czonego [42, 43]. Szczegdlnie interesujacymi sa jednak deformacyjne warunki brzegowe
(2.20),, gdyz wyrazone sg one calkowicie poprzez miary odksztalcen na brzegu powloki.
Umozliwia to formulowanie i rozwiazywanie zadan nieliniowej teorii powtok catkowicie
poprzez miary odksztalcenia jako zmienne niezalezne [9].

Gdy wartosci u .oraz §, sa znane na ¥, wartosci £2,, k, oraz y,, latwo jest okresli¢ sto-
sujac odpowiednie wzory rézniczkowe. Jefli jednak tylko wartosci k, oraz y,, sa znane
na ¥, do okreSlenia £2, trzeba rozwigza¢ réwnanie rézniczkowe (2.17). Réwnaniem o po-
dobnej strukturze opisywany jest ruch ciala sztywnego dookota punktu statego [39] i me-
tody rozwigzania rozwinigte w mechanice analitycznej moga byé pomocne przy okre§laniu
2, poprzez znany k. ' '

3. Dodatkowe zaleinosel teorii typu K-L

Réwnania podstawowe teorii powlok typu K-L, zaréwno w opisie Eulera jak i opisie
Lagrange’a, zostaly szczegbtowo omowione w przegladzie autora [1]. Podajmy tutaj
niektére dodatkowe przedstawienia, dotyczace réwnan réwnowagi oraz statycznych
warunkéw brzegowych, uzyskane w [7 - 9]. »

Rozwazmy powloke o jednospdjnej powierzchni $rodkowej w stanie réwnowagi.
Niech na powlokg dziala obciazenie powierzchniowe p, dane na jednostke powierzchni #,
oraz sity F i moienty K brzegowe, dane na jednostke dtugosci krzywej brzegowej %.
Dla kazdego pola przemieszczenn wirtualnych du istnieja symetryczne Lagrange’owskie
'~ tensory sit wewnetrznych i momentéw N = N¥a,Qa; i M = M*Pa,®a; takie, ze zasada
pracy wirtualnej w opisie Lagrange’a ma postaé

(3.1) [ [ @ 6y.+ M0x)da = [ [ p-duda+ [ (F.au+Kan,)ds
M M €

Po dokonaniu odpowiednich przeksztalcen lewg strong (3.1) przedstawimy w postaci

[ (N#6y,5+ M 6)dA = — [ [ (GNP),,da+J.,
A S

(3.2)

J. = [ (P, ou+M,,4, 6R)ds+ M5 dul
¢
‘1 i
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gdzie
d — _
Nf = Q%a,+Qn, P,= GNP+ d—S(Mwn),

0% = N¥—biM¥, 0F = M|, + @ (20uau— V1) M,

(3.3) — 1
M, =
ty 1 + 2}’::

— 1 a
af( 51 vl - Rl V72
M (6a+2ya)t}.vﬂy Mvv 1+2y" l/a M vacvﬁ’
— -y — —_ —_
M- Sule = D [My,(s,+0) — Myy(s5,—O)](s,) + duls,),

oraz M,,n = 1,2, ... N sg wierzchotkami zalomdéw krzywej €, okredlonymi przez s = s,.
Z (3.1) oraz (3.2) wynikaja znane wektorowe réwnania réwnowagi

(3.4) | (GN?)|;+p = 0

oraz odpowiednie naturalne warunki brzegowe.

Przedstawiajac (3.4) poprzez sktadowe w réznych bazach uzyskuje si¢ pig¢ réZznych
postaci réwnan réwnowagi. W [1] podano postacie réwnan wynikajace z rozlozenia
analogicznego do (3.4) réwnania w bazach a,, n lub a,, n. W :[7] uzyskano jeszcze inng
postaé rozkladu (3.4) w bazie a,, n: '

% (O 5+ @Y s O — BE0P) + 1 Q|5+ b250%) +p* = 0,

3.5) i s _

: P1(O¥ |5+ @Y O —bEOP) + n(QPs+ 5,50 +p = 0,
gdzie
(3.6) Vot = Vouig+ Vg1~ Vupin:

Cechg ukladu (3.5) jest to, 2ze parametry /%, n% ¢,, n, bedace sktadowymi tensora G,
nie sa tutaj rézniczkowane, co moze mie¢ pewne znaczenie przy rozwiazywaniu nicktérych
zadan.

Wprowadzajac wektor N® = UN? = 0%, +QPn réwnanie (3.4) mozna przedstawié
w postaci

G- NE = N Vi 1 Vi
RNF = N+ —— —Qx (2xNP).

N'+2x N+ 2cos?w/2 X (@xN%
Przedstawiajac (3.7) réznymi drogami w sktadowych wzgledem bazy posredniej a,,n
w [7] uzyskano dwie réwnowazne postacie réwnan réwnowagi, ktére mogq stanowic
wygodna podstawg do dalszych uproszczen. W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢

*  _ . e s * ;
réwnanie réwnowagi w skladowych bazy posredniej a,, n, definiujac N? = ]/gRNB

i odpowiednio modyfikujac réwnanie (3.4). Taka posta¢ réwnan podano w [42].

Poniewaz 08, = (082, xh)-v = 082,-t, gdzie ¢ jest wersorem stycznym a v jest wer-
sorem zewnetrznej normali do €, ze struktury J. w (3.2), wynika, ze zmodyfikowana
sita brzegowa P, oraz moment /142y, M,, sa wielkoéciami statycznymi wykonujacymi
pracg na wariacjach parametréw przemieszczeniowych u oraz f,.
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Niech F, jest wypadkowq sila a B, wypadkowym momentem wzgledem biezacego
punktu M krzywej € ~wszystkich sit i momentéw wewnetrznych, dzialajacych wzdhiz
krzywej brzegowej od M, do M. W opisie Lagrange’a wektory te okreslone sa zaleznog-
ciami

M M -
(3-8) =By [ Pds, B =Bt | (Moa+ixP)A¥xE,.
Mo Ma

gdzie F? jest wartoicia poczatkowa F, a BY(O) jest poczatkowym momentem wypadko-
wym, okre§lonym wzgledem poczatku O ukladu wspélrzednych kartezjanskich,

Dokonujac odpowiednich przeksztalcen catke krzywoliniowa w (3.2) mozna przedstawi¢
w postaci

M
M
39 J. = f [(M,,E, —a,xF))- 002, — Tat—z—— 5)1,,] ds+ (M,,,n F,) - 6u
M, . + " Mo
M = F "
= - f (l/l +2y. B, ok, + _1_?'_2__’_) ds+ [(E,;l—F,,) -0u—B,-6R2,)]
Mo + Ytt Mo

Zaleznoéci (3.9) pokazuja, ze podczas wirtualnej deformacji powloki pewne wielkosci
statyczne wykonuja na brzegu prac¢ na wariacjach wielkosci geometrycznych, okresla-
jacych kinematyczne i deformacyjne warunki brzegowe (2.20). Kazdej wielkosci geo-
metrycznej odpowiada wigc wielkos¢ statyczna wedlug nastgpujacego schematu [10]

”HPv’ :BVH"/I_'-ZYH‘A_IW,

- a,-F,
- F -t
(3.10) 2, wat axr,, Yu 1+2y, °
—_— a,-F,
- — B - ——tr
V1+2y, B,, yq 142y,

Zakladajagc na brzegu € wartosci odpowiednich parametréw statycznych z (3.10)
otrzymamy trzy warianty statycznych warunkéw brzegowych nieliniowej teorii powtok
typu K-L. Te statyczne warunki orzegowe sg energetycznie spdjnymi z odpowiednimi
wariantami geometrycznych warunkéw brzegowych. Czlony pozacatkowe, pojawiajace
sic w (3.2), oraz (3.9), okreSlaja dodatkowe warunki ktére musza byé spelnione w za-
lomach krzywej brzegowej lub w miejscach nieciaglto$ci obcigzenia brzegowego.

4. Geometrycznie niellniowa teoria clenkich powlok sprezystych

Zatézmy, ze ekstremalne odksztalcenia w powloce sa mate. Scisle oszacowanie stanu
napreZenia i odksztalcenia w izotropowej powloce sprezystej, obcigzonej tylko na brzegu,
podal John [49]. Prowadzi to w sposéb scisly do nastgpujacej funkcji energii sprezystej
teorii pierwszego przyblizenia [50, 11]

h h?
4.1 2 = 2_Haﬂi./t (}’aﬂ)’}.y'l' ﬁx“ﬂm") +O(ERn*9?),

gdzie ¥ jest malym parametrem zdefiniowanym w [69, 1] a zmodyfikowany tensor spre-
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zystosci, w przypadku izotropii materialu, przyjmuje postaé

(42) P Huﬂ}.u — 2(1E+ v) (aalaﬂy_l_aupaﬂl_l_ _I%J_aaﬂaly).

Wyrazenie (4.1) ujmuje energi¢ sprezysta od rozciagania (Sciskania) i od zginania
powierzchni Srodkowej powloki, a takZe energi¢ sprezysta od zmiany grubosci powloki
podczas deformacji, ktéra jest ujeta w zmodyfikowanym tensorze sprezystoéci H.

Z (4.1) wynika, Ze w ramach bledu teorii pierwszego przyblizenia y,s moga byé okres-
lone z dokladnoécia do czlonéw O(%9?) natomiast x,;— z dokladnoécia do cztonow

92 . . . .
O(TIT) Przy matych odksztalceniach wyraZenie niewymierne (2.13) dla tensora zmiany
krzywizny mozna wigc uprosci¢ do wielomianu piatego stopnia, upraszczajac n oraz n,

do postaci [7]

1
"= [1 +H+ 5 () - %ﬁ,’iﬁ‘ﬁ <P2] [1—yi+ 03],

(4.3)
ny = [—(1+3) @, 4+ 9*(B1, —0 )11+ 0],
gdzie
A A 1 A 1 A 2
Yi= U+ Eﬁp'ﬁf\“{‘E‘P P+,
4.4

1 1
Bup = ?(ua,ﬂ+uma)—baﬁW, Wog = “f(“ﬂla—uatﬂ), = “z“eaﬂ“ﬁua-

- Podstawiajac (4.3), (4.4), (2.13) oraz (2.5) do zasady pracy wirtualnej (3.1), po doko-
naniu odpowiednich przeksztalcen, otrzymamy Lagrange’owska posta¢ réwnan réwno-
wagi geometrycznie nieliniowej teorii cienkich powlok sprezystych, stuszng przy nieo-
graniczonych obrotach elementéw materialnych powloki.

W [1] podanb posta¢ kanoniczna ukladu réwnafi, wyrazona poprzez zmodyfikowane
sity wewngtrzne oraz zmiany krzywizn jako zmienne niezalezne. W podobnych réwnaniach
wyprowadzonych w [7] ujeto dodatkowo rdéwniez sily powierzchniowe p* = O(End),
P = O(En®?) ktére nie byly ujete w'[1]. Réwnania te s3 wyrazone poprzez N* oraz #,s
jako zmienne niezalezne. Odpowiednie geometryczne i statyczne warunki brzegowe wy-

. . . h .
nikaja z uproszczen wzordw (2.19) oraz (3.8) i (3.10);. Rozwazajac stosunek iy— Z postaci

“kanonicznej uzyskano w [7] pig¢ klas rownan uproszczonych dla teorii membranowej,
malego zginania, zgi¢ciowej, duzego zginania oraz bez wydluzen powierzchni srodkowej
powloki. W szczegdlnosci, rownania zgigciowej teorii powlok, wyrazone poprzez miary
odksztalcenia y,s i #,5, przyjmuja postaé [9]

- nd?
Cl(1L =) als+ Y8l +Pe = O(Eh 7 )

2
(4.5) D)+ C(bf—p)[(1 —»)ye+vdlyil+p = O(Eh2 i )

22
[ n®?
"5|ﬁ—"g|a = 0(721 ),
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1 92
@5 ld]  l—yilh— G-t (=) = 0( i )
. h . Eh ER '
gdzie A = 7 jest duzym parametrem, C =17 D = =7 -

Deformacyjne warunki brzegowe, spéjne z (4.5), wyrazone sa przez zadanie na €
funkcji k, oraz y,., gdzie

/ 2 ‘ ) 2
ktt=”tt+0(nz )7 kvt:xvt"'o(nz )’

(4.6)
k,,t — 2 d‘}’vr d‘}’n

——+ 22,y + %, ( )+0 n%?
ds ds, y Vot T %Yy — Vie) + I

Statyczne naturalne warunki brzegowe, energetycznie spéjne z (4.6), otrzymamy
z uproszczenia wzordw (3.8) i (3.10);, co daje

4.7 P, = (P,,v+ Pyt + Ppn)[1+0(n)]

P, = C(vntvy )+ O(Emd?), P, = C(1-»)y,.+ O(EhnH?),
P, = | oy B o1y P |
4.8) ds, ds, ds

+D(1 =) [ (4, —0s) + 226, %, + O(ERmd?),
Et = ;+O(7})’ ﬁvv = M&v+O(Ehznﬂ2)’ ﬁtﬂ = M1,+0(Eh27}02)
a dla odpowiednich wielkoéci statycznych otrzymamy
- M ‘ M
B,= B+ [ [D(x, +vu,)f+7xP]ds—¥x [ P,ds,
4.9) e e

M
PF,=7-(F+ [ Pas).
Mo

Zauwazmy, Ze cztery réwnania w (4.5) sg liniowe, a tylko dwa kwadratowe wzgledem
miar odksztalcenia, natomiast wszystkie geometryczne i statyczne warunki brzegowe
sg liniowe wzgledem y,5 i #,5. Stwarza to dobra prognoz¢ dla przysztych zastosowarn
tych zaleznosci do zagadnien zgigciowych geometrycznie nieliniowej teorii powlok.

Rozwigzujac (4.5) otrzymamy odksztalcenia oraz naprgZenia w przestrzeni powloki
zgodne z wi¢gzami K-L. PoloZenie powloki w przestrzeni okreslone jest z dokladnoscia
do jej ruchu jako ciala sztywnego. Wyznaczenie obrotéw skoriczonych 2 wymaga wigc
catkowania ukiadu réwnan (2.11), natomiast okreslenie pola przemieszczen jest mozliwe
poprzez rozwiazanie uktadéw réwnan (2.5) oraz (2.13) przy (4.3) i (4.4).

5. Klasyfikacja uproszczen przy ograniczonych obrotach

_ W ramach geometrycznie nieliniowej teorii powlok zalozylismy, Ze odksztalcenia
w powloce s mate. Nie zaktadaliSmy dotychczas Zadnych ograniczen na parametry obrotu
skoficzonego widkien materialnych powloki,
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W wiekszosci zastosowan technicznych konstrukcje powlokowe projektowane sg w taki
spos6b, by mozliwoéé wystapienia duzych obrotéw byla ograniczona. Warto wigc roz-
wazy¢ mozliwe uproszczenia zaleZnosci nieliniowej teorii powlok wynikajace z konsek-
wentnych ograniczenn nakladanych na parametry obrotu skorniczonego widkien material-
nych powloki.

W literaturze powlokowej znane sg oryginalne klasyfikacje uproszczen, zaproponowane
przez MUSZTARI'EGO i GALIMOWA [51], KOITERA [52] oraz CHIENA [53]. W [51] wprowa-
dzono ograniczenia sktadowych ¢, i ¢ zlinearyzowanego wektora obrotu @, co umozliwi-
to wyrdznienie trzech wariantéw réwnan uproszczonych dla ,,malego, sredniego i duzego
zginania (izgiba)”. W [52] wyrézniono cztery warianty roéwnan przy ,,infinitezymalnym,
umiarkowanie malym, §rednim oraz duzym wygieciu (deflection)” poprzez odpowiednie
ograniczenia sktadowych @ oraz powierzchniowych gradientéw przemieszczenia. Uprosz-
czenia uzyskane w [53] (por. réwniez [54]) oparte sa na ograniczeniach przemieszczen
oraz ich pochodnych w stosunku do geometrii powloki oraz zmiennoéci stanu odksztal-
cenia. W tych oryginalnych klasyfikacjach nie pojawia si¢ stowo ,,obrét”, gdyz ani @,
ani przemieszczenia lub ich gradienty jako takie nie opisuja obrotu skonczonego widkien
materialnych powtoki.

W literaturze pojawiaja si¢ tez prace, w ktérych warianty uproszczone wg powyzszych
zasad nazywane sg rownaniami przy ,,matych, §rednich, duzych etc. obrotach’. Jednakze
takie nazwy nadawane sa intuicyjnie, bez zdefiniowania pojecia ,,obrotu’\’ kt6éry ma byé
w jakim$ sensie ograniczony. Moze to prowadzi¢ do nieporozumien.

Poprzez rozklad polarny gradientu deformacji (2.3) odksztalcenia i obroty elementéw
materialnych powloki zostaly calkowicie rozdzielone. W p. 4 zalozyliSmy, ze odksztal-
cenia s3 male. Jest wigc rzecza naturalng ograniczy¢ teraz parametry wektora obrotu
skoficzonego 2, tzn. kat obrotu w oraz kierunek osi obrotu okreflony przez e.

W ramach geometrycznie nieliniowej teorii cienkich powlok sprezystych mozna uzyé
malego parametru ¢ do nastepujacej klasyfikacji obrotow [5, 7]:

1) < O(#?) — male obroty

2) w = O(¢) — umiarkowane obroty
3) = O(Y'9) — duze obroty
4) w = O(1) — skonczone obroty

Przypadek malych obrotéow prowadzi do klasycznej liniowej teorii powtok.
Przy zalozeniu umiarkowanych obrotéw otrzymamy

12| = 0, R-a,=0), K2-n=0().

Pa 0(0)’ @ = 0("9)’ 790:,5 = 0("92)’

(5.1)

I

1
9] (eﬂ“%+ Eqﬂ"(p) ag+on+ 0(nd).

Powierzchniowe miary odksztalcenia, w ramach bledu energii odksztalcenia (4.1),
przyjmuja postaé

1 1 1
(52) Yapg = ﬁaﬁ - j(ﬁiwlﬂ'*'ﬁg (.Uﬁ.a)‘*' jaaﬂlpz + 5 (pa(pﬁ'*' 0(7]192), .
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5.2) 1 )
[(cd.] Pap = ~ (@15 + Ppia+ De(F1p ~010) + DA 10 —022)] + 0(%—) .
Wprowadzajac (5.2) do zasady pracy wirtualnej (3.1) otrzymamy wektorowe réwnania
rownowagi (3.4), gdzie

I I
(53) GNf = [N“ﬁ—bi‘M‘ﬁ — 5 0N} = (0N + 0PN +

1
+ o (9N] —z?“Ni‘)] @y + (@ NP+ M*¥|)n.

Odpowiednie zaleznosci w skltadowych w bazie a,, n podano w [8]. .

W wielu technicznie waznych przypadkach tylko obroty dookola stycznych do #
moga by¢ umiarkowane, podczas gdy obroty dookota normali do .# sa male, gdyz powloki
sa na ogot znacznie sztywniejsze na odksztalcenia w swej powierzchni, niz na odksztal-
cenia z powierzchni. W takim przypadku réwniez ¢ = O(3?) w (5.1) i w ramach tych
samych oszacowan zaleznosci (5.1) - (5.3) mozna uprosécié odrzucajac cztony podkreslone.
Zauwazmy, ze dopiero w tym przypadku 2 = @4 O(n?), czyli obrét skoriczony pokrywa
sie z obrotem zlinearyzowanym, stosowanym w liniowej teorii powlok.

Przy zalozeniu duzych obrotéow otrzymamy

2l =0(y9), Q-a.=0(9), 2n=o0(3
(5.4) 7= O/9), ¢=00/9), #,=00

1 _
Q= > {2+ D) po— 9" (D1s —w] ag+2pn}+ 0(77]/19)

Sktadowe tensora odksztalcenia y,5 majg petna postaé (2.5), natomiast dla sktadowych
#qg Otrzymamy [&]

1
(5.5) Hap = — ) [%1 s+ @prat bi(ﬁm —wyg)+ bé(ﬁm ) b

1 1{1 1 1
— —Z—baﬁ??l%'l' 5 (7 <PA<P/1 + 29,’319’1'— Eﬂ:‘ﬁﬁl) (‘Palﬂ"‘ Pp1a) — Z‘Pl% (biwzﬂ —béwla) +

1 d
+ ((,v’l+ w”l— -2—<P'1<P2) (PaipF Papra—Pap) + O (_7;_)

Wprowadzajac (2.5) oraz (5.5) do (3.1) otrzymamy wektorowe réwnania réwnowagi
(3.4), gdzie

(56) GN* = { 1% NP~ b2 M 4 71—(p"<p,,(bf{ M¥ b M) (20% — 209 gy, M* 4

1 1
+ g DM P VR M

] :
- [(1 ~5 <p2) (P*M» + P M — * M ) + g0 MP + 0 M — 0 M “ﬁ)] } a,+
ali I

3 Mech. Teoret. i Stos. 2/80
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1 1
+ {(P;,N'w+ [(1 - E(PX(P” + Eﬁ:ﬁ;- 19':19’,:) Mlﬂ] + [(Pﬂ(—‘bl'u"'(P;,I”"b:{wn”)-i-

i
1
+ (1 — f(pz) 0?,1,,+w5"19,d,,] M"‘}n.

Jezeli dookota normali dopuszczone s umiarkowane obroty, to w (5.4), ¢ = O
i w zaleznosciach (5.5) oraz (5.6) mozna opusci¢ c¢zlony podkreflone linia ciagta. Gdy
dookola normali dopuszcza si¢ tylko male obroty to ¢ = O(#%2) i (2.5) upraszcza si¢
do postaci

1 1 1
(57) Yoapg = 0aﬂ+ ?ﬁiﬁlﬂ - 3(794601/9 + 0;5}60}&) + E(Pcz (pﬂ+ 0(77792) H

natomiast w (5.4); i (5.5) mozna jeszcze dodatkowo opusci¢ czlony podkreSlone linig
falista. Wprowadzajac tak uproszczone miary odksztalcenia powloki do (3.1) otrzymamy
(3.4), gdzie

1
(58) GN* = [(5°;+ BYNY b M — (™ NJ + 0" N5) = (20 — a? 029 gy, M —
— ("M + ¢ M~ g M) u] a,+ {%N 4

yaM
’V— %9:% “‘9;«((8)( S [(1 _%(pn%ﬁﬂ]u_,_ [(Pﬂ(_blu+¢llu)+0f}1u]Mﬂ” n.

Posta¢ réwnan réwnowagi w skladowych w bazie a,, n jest oczywista.

6. Ogoélna teoria obrotéw skonczonych w powlokach

Przy formulowaniu udokladnionych zaleinoédci nieliniowej teorii powlok nie wolno
juz stosowac wiezéw K-L, poniewaz nawet w opisie deformacji mogloby to doprowadzié¢
do zauwazalnych blgdow. ' :

Podczas deformacji powloki jako ciala tréjwymiarowego wektory bazy przestrzennej
na powierzchni $rodkowej .# powloki w konfiguracji odniesienia a, = (a,, n), a =
= 1,2, 3, deformuja si¢ w wektory bazy przestrzennej a, na powierzchni odksztalconej
M = y(A#). W szczegdlnosci, wektor @; = n po deformacji przechodzi w wektor a;,
ktéry nie jest na ogdt ani jednostkowym ani prostopadtym do .#, a; # n. Wektory a,
oraz a, okre§laja sktadowe przestrzennych tensoréw metrycznych a,, = a, * @, Oraz a,, =

= Ea * l—lb.
Wektor przemieszczenia v dowolnej czastki powloki ma posta¢ szeregu
6.1 ‘ v=u+lp+..., P=as—n=f.a*+fn,

gdzie, w ramach liniowego przyblizenia, wystgpuja dwa niezalezne parametry przemiesz-
czenia u i B. .

Teori¢ deformacji powloki, przy zaloZeniu liniowosci przemieszczefi, szczegdtowo
podano w [5]. Tutaj przedstawimy niektére zaleznosci dotyczace gldéwnie obrotowej
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czesci deformacji [10], ktore uzyskuje si¢ analogicznie jak w p. 2, jedynie zaleznosci wy-
nikowe sa bardziej skomplikowane.
Na powierzchni srodkowej okreslony jest $cisly tensor gradientu deformacji

6.2) G =a,Qa’, G '=a,Qad,

poprzez ktéry zdefiniowane sa miéry odksztalcenia powloki

_ %(GTG—I), %= —(G"AG—b),
(6.3)

1 —
B = T(Gri.ri.G—bz), A= —a;,;,Qd.

W ramach liniowego przyblizenia (6.1), miary odksztalcenia (6.3) sa funkcjami kwadra-
towymi # i B oraz ich gradientéw. Jednakze tylko skladowe y,; oraz ms, = -%(naﬁ+nﬁa)

wystepuja jako niezalezne, natomiast u jest wyrazalne przez y i m oraz T3g = V33,5
Stosujac do (6.2) twierdzenie o rozkladzie polarnynr (3.1) mozna okreslié Lagrange’- -
owska przestrzenna baz¢ posrednia a, = Ua, i zmodyfikowany tensor odksztatcenia
y = U—1, poprzez ktére wyrazamy tensor obrotu skoficzonego R oraz wektor obrotu
skoficzonego 2 gtownych kierunkéw odksztalcenia wedtug nastgpujacych wzordow:

(6.4 R = 3,08 = [(a,+8,)8 + (n+B)a>]|Q(5+75) .,
(6.5 22 = €%(a, ap)a. = a,xa’ = i
€1 {82+ 3@ Uyt @B — (814 T [@% g+ 3 (1 + B} @+

+ e (0h+ yR[a* s +a® ] n.

Zaleznodci te sa niewymiernymi funkcjami # i B.
Rézniczkujac £ otrzymamy (2.11), gdzie teraz

— A4 1 v v
(6.6) ks = eaef(y.eﬁ;a —Aeap¥ay,  Aeap = Eaghyegyah;ﬁ’

natomiast ( ),, jest przestrzenng pochodna kowariantna, obliczona na .# przy pomocy

. W szczegolnosci pug,3 = n(aﬂ)+bay,,ﬁ+bﬁym, co pozwala rozwiazaé zalezno$¢ (6.6)
wzglgdem Tap) otrzymujqc

J— — v 1
(6.7) 7@y = ‘2— (Esamnks+Esprka) at— —2—(b§7xﬂ+ b5 V) —bapyss+

+ 5 (73a|ﬁ+73ma)+ (Aa3ﬁ+Aﬂ3m—A3aﬁ Aaga),

co razem z (2.12), daje scisle wyrazenie w4 poprzez 2 oraz Vab-

Wprowadzajac (6.6) do (2.14) otrzymamy trzy $ciste rownania ciggtosci odksztalcen
wyraZone PODIZEZ P, Oraz T, ktére zapewniaja istnienie parametréw przemieszcze-
nia u i B.

W rozwazanym ogdlnym przypadku deformacji powloki, prostokreslna powierzchnia
brzegowa 02, prostopadla do .# i okreslona wektorem p(s, {) = r(s)+ {n(s), deformuje

3*
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sic w powierzchnig 02, ktéra nie jest,na ogét ani prostokreslna ani prostopadta do .4
wzdtuz krzywej € = y(%). W otoczeniu € dla wektora wodzacego p = y(p) mamy roz-
winigcie

(6.8) : p(s, 0) = r(s)+las(s)+ ...,

ktére przybliza OP pewna powierzchnig prostokre§lng okreslona przez liniowa czesé

(6.8). Ortonormalna tréjka wektoréw ¢, m, v deformuje sig¢ w tréjke¢ ukosnokatna g, =
du

=t+—-, a; = n+p, a, = a,xa; o dhugosciach

a, = |a| =V1+2y,, @ =as| = Y1+2yss,
a, =la| = l/(l+27n)(l+2733)_47§n

gdzie Y., Vars V33 82 fizycznymi skladowymi odksztalcenia na brzegu powtoki. Wprowa-
dzajac wektor '

(6.9)

(6.10) an = a,xa, = 53‘73_2731‘5“ a, = a,a,,

mozna pokazaé, ze deformacja wersoréw ¢, m, v w a,, an., a, sklada si¢ z ich odpowied-
niego rozciagnigcia (6.9) i (6.10) oraz dwéch kolejnych obrotéw skoriczonych. Obroty
te moga by¢ zastapione jednym réwnowainym obrotem skoriczonym, wykonywanym
przy pomocy tensora R, lub wektora £2;, okreslanych poprzez u i B zgodnie z zaleZznos-
ciami

a a
a; Qm

a,
a,

v,
(6.11)

a a
29t=tXTt‘+nX‘:ﬂ+VX _ﬂ.
a, a,, a,

Rézniczkowanie £2, prowadzi do zaleznosci (2.17), gdzie dla sktadowych k, otrzymano
sciste wzory poprzez miary odksztalcenia y,, oraz mys:

1 _ d d
k=== latz (2 Yot +0't"75tt)"‘2731 Yot ] — 0

a,a, ds ds
k., = 1 7 7—2 —cl, 9
"= 77 7at(ft+”za Veapth)+
(6.12) ) I
+273:§?(z —Va ycaﬁt r ) th»
Lk = z( — 2,8 0 1°1F) —
n = a,a, 2 P L s

Yabe = yab;c+yac;b_y‘bc,a-

Powierzchnig prostokreslna okreslong przez liniowa czg$é (6.8) mozna zadaé jedno-
znacznie zadajac wartosci # oraz B na . W [5] pokazano, Ze zadanie €, oraz y, ¥a:, Y13
lub &, oraz vy, s, y33 réwniez okresla tg powierzchni¢ w sposéb uwiklany, z dokfad-
noécig do sztywnego przesunigcia lub sztywnego ruchu w przestrzeni. W ten sposéb row-
niez w ogélnym przypadku deformaeji powloki zostaly sformulowane kinematyczne
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i deformacyjne warunki brzegowe, umozliwiajace formulowanie ogélnych zagadnien
nieliniowej teorii powlok w odpowiednio zmodyfikowanych zmiennych niezaleznych.

Podane tutaj zalezno$ci, wynikajace z obrotowej czesci deformacji, sa trojwymiarowo
$cistymi na powierzchni $rodkowej powtoki, gdyz uwzglednienie wyzszych wyrazéw
rozwinie¢ (6.1); oraz (6.8) nie zmieni kierunku a; stycznej do zdeformowanego widkna
materialnego obliczonej na.#. Stad tez odpowiednie wzory dla réznych wariantéw uprosz-
czonych wynikaja z tych zalezno$ci jako przypadki szczegblne. W szczegdlnosci, latwo
zauwazy¢, ze nakladajac wigzy K-L (tzn. przyimujac meg = %xs, Y3a = Y33 = T3, = 0,
a; = n) z tych $cistych zalezno$ci otrzymamy odpowiednie wzory podane w p. 2. Inne
uproszczenia tych zaleznosci dla teorii geometrycznie nicliniowej, dla teorii pierwszego
przyblizenia powlok sprezystych oraz przejécia graniczne do liniowej teorii powlok typu
Reissnera i klasycznej liniowe] teorii powlok dyskutowane sa w [5, 10].

7. Uscislone zaleinoscl teori geometrycznie nieliniowej dla powlok spre¢zystych

Dwuwymiarowe réwnania ruchu w opisie Lagrange’a oraz odpowiednie warunki
brzegowe i poczatkowe, spdjne z (6.1);, mozna uzyskaé albo droga bezpoéredniego cal-
kowania po grubosci powloki lokalnych réwnan ruchu oérodka ciaglego w opisie Lagrange’a
[55], lub stosujac zasad¢ Hamiltona [5]. W rezultacie otrzymamy nastgpujacy uklad -
réwnan ruchu ’

(GN?)y+p = goli+gf,

(7.1 .o
(GM?);—GN?*+1 = g,ii+0,8,

gdzie

(1.2) GN® = 0%a,, Q% = N+ (G4 +@y) M¥,

GM? = R¥a,, R%= M+(G5;+a"y ;) K*™.

Tutaj N%, M*® i K* sa skladowymi Lagrange’owskich sit wewnetrznych i momentéw
180 i 2g° rzedu, I jest wektorem momentdéw powierzchniowych, g4, g, , 0» sa charakterysty-

. .o d . .
kami bezwladnosciowymi powloki, () = i oraz G4, sa przestrzennymi symbolami

Christoffela na 4. v .

Rozkladajac (7.1) w bazach konfiguracji odniesienia @,, konfiguracji aktualnej a,
lub tez w bazie posredniej a, uzyskano w [5] pigé réznych postaci yktadéw réwnan catkowi-
cie wyrazonych poprzez wielkosci Lagrange’owskie, Kazda z tych postaci posiada cechy
szczegélne, ktére moga mieé znaczenie przy ich wykorzystaniu. W szczegdlnosci sktadowe
réwnan réwnowagi (7.1) w bazie a, majg postaé

- - a _
0% 15+8%yar O+ (= b3+ yas) Q%'+ ]/ —P* =0,

(71.3)

Qaala"'(ba8+asd‘yduﬁ)Qaﬁ+53dyd3aQ3a+ ‘/Z‘P’s = O»
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‘

FT=

R g8y 135 R+ (— bE+ @043,) R — 0 4 ]/ 2E=0,
(7.3)

- - /T -
RSt (bag +8%%uag) R + 8700, K2~ 0¥ 11/ TP = 0.

Jest to tzw. mieszana posta¢ réwnan réwnowagi, nie zawierajaca w sposob jawny
skladowych gradientu deformacji, co predystynuje te postaé do rozwigzywania zagadnieri
formulowanych poprzez wielkodci deformacyjne.

Podstawa uscislonych wariantéw geometrycznie nieliniowej teorii powlok sprezystych,
wychodzacych poza pierwsze przyblizenie dyskutowane w p. 4, musi byé konsekwentnie
uscislona posta¢ funkcji energii sprezystej powloki. Po rozwinigciu tréjwymiarowej funkcji
energii materialu sprezystego w szereg wzgledem { i odpowiednim scatkowaniu go po
grubodci otrzymamy $cista dwuwymiarowa funkcje energii sprezystej powloki w postaci

szeregu nieskoriczonego wzgledem poteg (malej) grubosci powloki. Zakladajac matoéé
" odksztalcen i wykorzystujac Sciste oszacowania skladowych stanu naprezenia podane
przez Johna [49], mozna oszacowaé rzad wielkoSci wszystkich- czton6w tego szeregu
nieskonficzonego. W wyniku otrzymano [5,1] nastgpujaca postaé uscislonej funkcji energii
sprezystej powloki .
h2

Qi h?
(7.4) Z = o H* ()’aa}’zrf- 15 @ mau)) +2hL3P* (k273373u+12"4§”3ﬁ”3u)+

A3 i
+ EH aﬁlﬂ?’dﬂ(/‘ly —2H”(lu)) + ﬁH olmu}’aﬂ Tow+ O(Ehﬂzﬁ‘t) ’
gdzie H jest srednia krzywizng powierzchni #, k* = 5/6, 1> = 7/10 natomiast tensory
sprezystodci, w przypadku materialu izotropowego, okreflone sg przez (4.2) oraz

(7.5 HP» =
\

adpBu | pad s aupBh 4 pop i
2(1_“})[2(11 b4+ b aP*) + 2(a™ b + b*aP?) +-

14” (a*P™ + b a"‘)] ,  L3* = _;__E___'aﬂ#‘
-y

+ 30 +7)

Skladowe m(,5 mozna wyrazi¢ przez x,; otrzymujac

_ n*9? 9
(7.6) M = %ap+V3ast+Vaga—(bag— aﬂ)733+0( p ) = ”aﬂ+0< 7 ) (
Jezeli wprowadzimy (7.6) do (7.4) tatwo zauwazyé, ze w ramach blgdu O(Em?9?) za-
leznos¢ ta rzeczywiscie zredukuje si¢ do energii sprezystej (4.1) teorii pierwszego przy-
blizenia.

Wyrazenie (7.4) mozna nazwaé konsekwentnym drugim przyblizeniem do energii
odksz+alcenie powloki. Uscisla ono wyrazenie (4.1), zachowujac w sposéb konsekwentny
réwniez wszystkie cztony drugorzedne, ujmujace dodatkowa energie sprezysta od $cinania,
od zmiany krzywizny wynikajacej ze $cinania oraz dodatkowa energie sprezysta od réz-
gych sprzezen migdzy odksztalceniami blonowymi, gigtnymi, §cinajacymi a takZe poprzecz-
nymi, ujetymi w zmodyfikowanych tensorach sprezystosci H i H,.
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W wielu pracach oraz monografiach proponuje si¢ uscislong teorig¢ opartag o trzy
pierwsze czlony w wyrazeniu (7.4). Jest jednak oczywiste, ze dla powlok o slabej anizo-
tropii uwzglednienie tylko jednego sposréd pigciu cztonéw dodatkowych nie moze pro-
wadzi¢ do wynikow globalnie dokladniejszych od uzyskiwanych z teorii pierwszego przy-
blizenia, aczkolwiek dla wybranych zadan i w niektérych obszarach powloki wyniki te
mogg rzeczywiscie okazaé sig blizsze rozwiazaniu tréjwymiarowemu. Jednakze dla innych
zadan lub w innych obszarach taka ,,uscislona’ teoria moze prowadzi¢ nawet do wynikéw
gorszych -od uzyskiwanych z teorii pierwszego przybliZenia.

Roézniczkujac wyrazenie (5.7) wzgledem odpowiednich powlokowych miar odksztal-
cenia otrzymamy uscislone rownania konstytutywne wraz z oszacowaniem ich bledu

[11], np.
B3

af _
(1.7 N 3

h? TR
= hHﬂ/“M {lylﬂ-i- Tz“ (quu - 2H7Z(M))] 4+ —EHTﬁluﬂ(lu)-i- O(Eh'f]‘l?“) .

Vap

Réwnania konstytutywne moga byé wykorzystane do sformutowania usci§lonej geo-
metrycznie nieliniowej teorii powlok w miarach odksztalcenia y,, oraz s . Rzeczywiscie,
" podstawiajac je do (7.3), oraz dokonujac odpowiednich oszacowan i uproszczeh [5] otrzy-
mamy sze$¢ réwnan wzgledem y,, 1 TC(aé), ktére uzupetnione o trzy warunki ciaglosci
odksztalcen wynikajace z uproszczenia (2.14) 1 (6.6) okreélaja dziewigé rownan wzgledem
dziewigciu niewiadomych skladowych miar odksztalcenia. Odpowiednie deformacyjne
warunki brzegowe wynikaja z uproszczenia zaleznosci (6.12), natomiast usci§lone natu-
ralne warunki statyczne, energetycznie spdjne z deformacyjnymi, nie zostaly jeszcze dla
tego ogdlnego przypadku skonstruowane.

8. Niektére problemy teoretyczne wymagajace dalszych badan

Wyniki referowane w niniejszej pracy wylaniaja szereg dalszych probleméw o cha-
rakterze podstawowym, dokladniejsze zbadanie ktérych moze doprowadzi¢ do interesu-
jacych poznawczo i waznych praktycznie wynikéw. Wskazmy tutaj na n1ektore z tych
probleméw do rozwiazania w przyszloci.

Przy znanych wartosciach’ parametréw przemieszczenia wyznaczanie miar odksztal-
cenia, parametrow obrotu skonczonego, wektora zmiany krzywizny oraz parametréw
deformacyjnych brzegu sprowadza si¢' do operacji réZniczkowania. Znacznie trudniejszym
jest zadanie odwrotne — wyznaczenie skladowych przemieszczenia gdy znane sa skla-
dowe miar odksztalcenia lub nawet wyznaczenie parametréw obrotu skorficzonego. W za-
gadnieniach nieliniowej teorii powlok problemy te sprowadzaja sie do rozwiazania
ukladu réwnan rézniczkowych. Struktura réwnan (2.11) jest analogiczna do réwnan
ruchu ciala sztywnego dookola punktu stalego i na drodze wykorzystania wynikéw uzyska-
nych w mechanice analitycznej [71] mozna spodziewaé si¢ rozwiazania tego zadania
réwniez dla powlok,

W ramach geometrycznie nieliniowej teorii powlok nie zostaly dotychczas podjete
problemy wydzielenia osobliwosci rozwiazani zwigzane z obcigzeniem skupionym lub
osobliwoscia geometrii powloki, jak tez zwigzane z tym zagadnienia rozwiazan powlok
o obszarach wielospojnych.
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W zagadnieniach liniowej teorii powlok rozwigzania takie sa konstruowane [56, 57]
poprzez catki krzywoliniowe, zawierajace pochodne przemieszczenia i zlinearyzowanego
wektora obrotu. Wydaje si¢ wige, Ze korzystajac z zaleznosci teorii obrotéw skoniczonych
na brzegu powloki moznaby uzyska¢ podstawowe zaleznosci niezbgdne do poprawnego
formulowania i rozwigzywania tego typu zagadnieri réwniez w ramach nieliniowej teorii
powtok. ' ‘

Uzyskanie rozwigzania numerycznego podanych tu zaleznosci geometrycznie nie-
liniowej teorii powlok na ogdél wymaga zastosowania metod numerycznych opartych
o wariacyjne sformufowanie zagadnienia. W literaturze jest wiele rozwigzan analitycznych
i numerycznych, opartych o zasady wariacyjne, uzyskanych gtéwnie w ramach najprost-
szego wariantu teorii powlok typu Donnella-Musztari-Wtasowa, np. [58 - 61]. Celowym
jest jednak opracowanie réznych zasad wariacyjnych w ramach mniej ograniczajacych
zalozeni geometrycznie nieliniowej teorii powlok przy umiarkowariych, duzych oraz skon-
czonych obrotach. Chodzitoby tu nie tylko o skonstruowanie zasad wariacyjnych okresla-
jacych stacjonarno$é funkcjonatu [70, 72], lecz gtéwnie o skonstruowanie ekstremalnych
zasad dualnych i podanie zakresu ich stosowalnosci. Moga tu byé pomocne niektére
wyniki uzyskane ostatnio w nieliniowej teorii sprezystosci [62 - 65].

Dotychczas znane rozwigzania zadan nieliniowej teorii powlok sprezystych oparte,
s3 o warianty réwnan, w ktérych czes¢ obrotowa deformacji zostata z géry ograniczona.
Przyktad nieliniowej deformacji wycinka kuli podany w [66] wskazuje, Zze uzyskane w ten
sposéb rozwiagzanie moze okazaé si¢ niespéjnym z przyjetymi zaloZeniami wyjsciowymi.
Celowe jest wigc wykonanie szeregu testowych przyktadéw numerycznych dla prostych
geometrii powlok (np. czasza kulista, cylinder, stozek etc.) opartych o pelne réwnania
teorii geometrycznie nieliniowej oraz o réwnania przy ograniczonych obrotach. Dla
najprostszych zadan jednowymiarowych celowe byloby réwniez wykonanie obliczen,
przyjmujac kolejno u, albo i v, lub tez y,5 i x,s jako zmienne niezalezne oraz prze-
dyskutowanie zalet i wad rozwigzania przy réznych uktadach zmiennych oraz powiazan
mijedzy nimi.

W dotychczasowej literaturze warunki ograniczajace parametry zwigzane z obrotem
elementéw materialnych zawsze byly stosowane jedynie w ramach teorii matych odksztat-
ceni, Poprzez rozklad polarny (2.3), odksztalcenie i obrét zostaty $ci§le rozdzielone.
Istnieje wigc mozliwos¢ zbudowania réwniez konsekwentnie uproszczonej teorii umiar-
kowanych lub duzych odksztalcen przy ograniczonych obrotach.

W ramach teorii drugiego przyblizenia interesujace byloby okreslenie warunkdéw
dodatkowych, przy ktérych tylko jeden sposrdd pigciu cztonéw drugorzednych wystarcza
do uzyskania wynikéw uscislonych w stosunku do teorii pierwszego przyblizenia. Dotyczy
to w szczegdlnoscl warunkéw, przy ktérych wystarcza uwzglednienie tylko dodatkowej
energii sprezystej od scinania, gdyz takie wilasnie usci§lone warianty sa najczgsciej sto-
sowane.
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Peswome

HEKOTOPLIE ITPOBJIEMBI HEJIMHENHOII TEOPUN OBOJIOYEK

B paGore gaH 0630p HEKOTOPBIX HOCTHXKEHHMI B HeJMHEHHON TeopHH 0B0JIOUEK IIOJIyYeHHBIX B Iic-
puoa 1975—1978, ¢ 0coBoil CCBUIKOR HA PE3yJIBTAaThI IOJAYUCHHBbIE aBTOpPOM. B pamkax HenumHeHHOHN
TEOPHH TOHKHX 060JIOUEK PaCCMOTPEHBI CNIEVIOIIME IIPODIIEMBI: TEOPHs KOHEUHBIX IIOBOPOTOB, PasHbIe
BHIb! F€OMETPHYECKHUX KpaeBbIX YCJOBUH M 9HePreTHYECKH COIJIACCOBAHHBIX CTATHUYCCKHX FPAHHYIHBIX
yCIOBHH, pa3sHble IIpeACTaBJICHHA OCHOBHBIX YpaBHeHHMH B JlarpaHykeBOM ONMMCAaHMH M MX YIPOLICHHE
B CIydyae majio ynpyro# gedopmalium, a TaloKke B CJIydae HOMOJIHMTENLHOTO OTPAaHHYCHHA [I0BOPOTOB.
ChopMyIHPOBAaHL! OCHOBHbIE 3aBHCHMOCTH OGIleil TeopuH KOHEUHBIX IOBOpPOTOB B oGosoukax. ITpu-
BelicHa yTOUHEHHAR (OPMYyTa BTOPOTO TPHGMIDKEHMS K yOpYroii sHepruu Oedopmamum 0BOIOUKH
M COOTBETCTBEHHbIE YTOUHEHHbIE OBYXMeDHbIC YPaBHEHHA PAaBHOBECHA U OIIPeIelIAIONIHe COOTHOIICHNUA.
B sakmouennn ofcysqeHbI HeKOTOpBIE HepelleHHbIE npoGeMel HeJTMHEeHHON Teopuy 000JI0UeK.

Summary
SOME PROBLEMS OF THE NON-LINEAR THEORY OF SHELLS

The paper contains a revue of some advances in the non-linear theory of shells in the period 1975—1978
with particular reference to the new results obtained by the author. Within the non-linear theory of thin
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shells the following topics are discussed: the theory of finite rotations, various forms of geometric boundary
conditions and energetically compatible static boundary conditions, various representations in the Lagran-
gean descri»ption and the consistent simplification of the equations in the case of small elastic strain and
for additionally restricted rotations. Basic relations of the general theory of finite rotations in shells are
presented. A consistent second approximationslfrefined two-dimensional equilibrium equations and consti-
tutive relations are presented. Finally, some unsolved problems of the non-linear theory of shells are pointed

out. V‘f’o the e(aS‘h(. ;tram %ef'ﬂj o;()\ sl;eu, aﬁ;ropnm"e&j
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