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Praca dedykowana Profesorowi Janowi Filipkowskiemu

Rozwazono takie sformutowanie nieliniowej teorii powtok cienkich, w
ktorym obroty skonczone sg jednym z niezaleznych pdl zagadnienia
brzegowego. W ogoélnym przypadku skonczonych odksztatceh powtoki,
zarowno tensor zginania powierzchni jak i powierzchniowy tensor
momentéw wewnetrznych, gdy sg definiowane wzgledem bazy obrdconej,
sg tensorami na ogd6t niesymetrycznymi. W wyniku przeksztatcenia
powierzchniowej zasady pracy wirtualnej sformutowano kilka zagadnien
brzegowych w obrotach w silnej i stabej postaci. Opracowano m.in.
globalne zasady wariacyjne typu catkowitej energii potencjalnej, Hu —
Washizu i Simmondsa - Danielsona. Wykazano, ze w przypadku
jednorodnej, izotropowej powtoki gumopodobnej najprostsze przyblizenie
do energii odksztatcenia powioki nie zawiera niesymetrycznej czesci
tensora zginania.

1. WSTEP

W modelu mechanicznym powloki cienkiej zaktada sig, ze deformacja
powtoki jako ciata trojwymiarowego moze by¢ z wystarczajaca doktadnoscia
opisana przez deformacje¢ jej powierzchni podstawowej. Warunki réwnowagi
takiej powtoki sa na ogdt formutowane z zasady pracy wirtualnej postulowane;j
dla powierzchni podstawowej. W stacjonarnym opisie Lagrange’a prowadzi to
do skomplikowanego zagadnienia brzegowego wzgledem trzech sktadowych
pola przemieszczen U jako jedynych zmiennych niezaleznych (por. [1-4], gdzie
podano obszerna literaturg zrodlowa).

W niniejsze] pracy rozwazamy alternatywne sformulowanie nieliniowej
teorii powlok cienkich, w ktorym zmiennymi niezaleznymi sa: tensor obrotu R
i inne pola okre$lone na powierzchni podstawowej. Tensor obrotu wprowadza
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si¢ do teorii powlok przez opisanie deformacji powierzchni podstawowej w
nieholonomicznej bazie obréconej, wynikajacej z rozkladu biegunowego
gradientu deformacji powtoki, [2]. Alumiae [5] pierwszy wprowadzit baze
obrocona w sposob opisowy i wzgledem tej bazy zdefiniowal powierzchniowe
miary deformacji: symetryczny tensor odksztalcenia 77,5 1 niesymetryczny

tensor zginania .z . W [5] wyprowadzono réwniez odpowiednie rownania

rownowagi i warunki ciaglosci odksztatcen, [6]. Simmonds i Danielson [7,8]
wprowadzili obrét réwniez w sposob opisowy, ale jawny, sformulowali
zagadnienie brzegowe wzgledem wektora obrotu skonczonego i wektora funkcji
napr¢zen jako zmiennych niezaleznych oraz skonstruowali odpowiednia zasadg
wariacyjna, [8]. Tematyka formulowania nieliniowej teorii powlok cienkich w
obrotach zostala rozwini¢ta m.in. w pracach [9-12], a wyniki podsumowane w
opracowaniach monograficznych [2,13,14,4].

Rozwazania szczegélowe sg jednak ograniczone w literaturze do matych
odksztatcen sprezystych, dla ktérych sa znane i dobrze uzasadnione klasyczne
réwnania konstytutywne. W takim przypadku, w ramach konsekwentnej teorii
pierwszego przyblizenia [15], tylko symetryczna czgS¢ 1yqp) tensora zginania

wystepuje w funkcji gestosci energii sprezystej powloki. W rezultacie, we
wszystkich zaleznosciach takiego sformutowania moga by¢ uwzglednione tylko
symetryczne sktadowe powierzchniowe wypadkowego tensora momentow
wewngetrznych, [2].

W  zagadnieniach skonczonych odksztalcen sprezystych, dowolnej
anizotropii materiatlu i dowolnej niejednorodnosci powloki niesymetryczna
czg$¢ tensora zginania nie moze by¢ jednak z gory pominigta. Dlatego w
ogolnych rozwazaniach nieliniowej teorii powlok cienkich formutowanej w
obrotach, wypadkowy tensor momentéw wewngtrznych powinien by¢ rowniez
traktowany jako tensor niesymetryczny.

Celem niniejszej pracy jest rozszerzenie stosowalno$ci geometrycznie
nieliniowej teorii cienkich powlok sprezystych, sformulowanej w [2] w
obrotach i innych polach jako zmiennych niezaleznych, na zagadnienia
skoniczonych odksztalcen sprezystych, dowolnej anizotropii materiatu i
dowolnej niejednorodnosci powtoki. W wyniku odpowiednich przeksztalcen
powierzchniowej zasady pracy wirtualnej, wyprowadzono jej zmodyfikowana
posta¢ uwzgledniajaca niesymetryczny tensor zginania i niesymetryczny
wypadkowy tensor momentéw wewngtrznych. Opracowano rozszerzona zasadg
pracy wirtualnej oraz sformutowano silne i stabe zagadnienia brzegowe w
obrotach i innych polach jako zmiennych niezaleznych. Wyprowadzono tez
kilka globalnych zasad wariacyjnych, w tym zasade calkowitej energii
potencjalnej, zasade typu Hu - Washizu i zasadg typu Simmondsa - Danielsona.
Na zakonczenie, przeprowadzono jakosciowa analiz¢ zaproponowanej w [3]
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funkcji gestosci energii sprezystej dla jednorodnej, izotropowej powtoki
gumopodobnej. Wykazano, ze w ramach bledow najprostszego przyblizenia do
energii odksztalcenia ta odpowiednio zmodyfikowana funkcja nie zawiera
niesymetrycznej czgsci tensora fyz .

2. GEOMETRIA | DEFORMACJA POWIERZCHNI

W tej pracy bedziemy uzywali systemu oznaczen stosowanego w [1-4].
Dowolny punkt M powierzchni regularnej o# okreslamy przez podanie

. 3

wektora  wodzacego r=O0OM =r(6',6? )=Zrk (0%)i, =rki,, k=123,
=1

a=12, gdzie 6% sa wspolrzednymi na powierzchni, a i, jest baza

ortonormalng zaczepiona w punkcie O tréjwymiarowej przestrzeni fizycznej

¢ .
Powierzchnie odksztalcona o/ okreslimy w tej samej bazie zaleznoscia
T =x[r(0)]=7"(0%)iy =r(0*)+u(6"), (1
gdzie 6% sa wspohrzednymi konwekcyjnymi powierzchni, % jest funkcja
deformacji, uel jest polem przemieszczen, natomiast V jest trojwymiarowa

przestrzenia wektorowa.
W kazdym punkcie M € o# okreslone sg zwiazki geometryczne

ay =r,, Qup =, ag, a=det(a,z)>0,
a“ay =05y, a®” =a%.a’, a? =al*a,, (2)
Nn=—laxa, by=-Ng-as eu=(,xas)n,

Ja
gdzie a, ia” sa wektorami bazy naturalnej i dualnej, a5 ia® sa skladowymi
tensora metrycznego, N jest wersorem normalnym do o# ustalajacym jej
orientacje, b,s sa skladowymi tensora krzywizny, €, i€®” sa symbolami
permutacji, dla ktorych elzz—em:\/z, €1=€2»=0 , natomiast 57 jest
symbolem Kroneckera: ] =65 =1, 01 =62 =0.

Brzeg Oo# powierzchni sklada si¢ ze skonczonej liczby zamknigtych,
odcinkami gladkich krzywych okre§lonych w postaci parametrycznej przez
r(s)=r[0%(s)] , gdzie s jest dlugoscia mierzona wzdhiz tuku o . W
kazdym regularnym  punkcie M e€0o#  mamy  wersor  styczny
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T=dr/ds =r'=1%a, i wersor zewngtrznej normali v=r,, =Txn=v%a, , gdzie
(), jest pochodna normalng do do# .

Analogiczne zwiazki sa stuszne rowniez na powierzchni odksztatconej o/ .
Sa one wyrazone przez analogiczne symbole, ktore na powierzchni

odksztatconej wyrozniamy dodatkowa  kreska: Ay, a%,dyp, a’f m,
l;aﬂ,éaﬂ,a,iv itd. Wszystkie wielko$ci na o/ mozna wyrazi¢ przez

analogiczne wielko$ci na o# 1 pole przemieszczen U przy pomocy zalezno$ci
podanych w [1,2].

Sktadowe klasycznych miar deformacji typu Greena dla powierzchni maja
postaé

Yap (W) =3 (@ap = ap)s Kap(U) == (b —bip) 3)
gdzie y,p sa funkcjami kwadratowymi U i U,, , natomiast &,z sa funkcjami
niewymiernymi U, U, 1 U,qp .

Otoczenia o/ i o// w ¢ mozna parametryzowac trojka wspotrzednych

konwekcyjnych (6%,¢) , gdzie ¢ jest odlegtoscia od powierzchni wzdhuz
wersoréw normalnych n i i . Gradientem deformacji powierzchni jest tensor

F=Vy(r+sn)o=2a,®a*+nd®n, deth\/§>O, 4)

gdzie ® oznacza iloczyn tensorowy.
Rozktad biegunowy tensora F przyjmuje postac
F=RU=VR, V=RURT,
s, =Ua,=R'a,, r,=Ra,=Va,.
Tutaj R € SO(3) jest tensorem wilasciwego obrotu, U i V - prawym i lewym

)

tensorem rozciagnigcia, S, - nieholonomiczna baza rozciagnigta, a I, -
nicholonomiczna baza obrocona powierzchni o# . Shluszne sa przy tym
zaleznos$ci
U=s5,®a*+n®n, V=a,@r*+n®n,
R=a,®s*+n®n=r,®a*+n®n, (6)
U'=U, V=V, RT=R!, detR=+1.
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Wprowadzmy nastgpujace wzgledne miary deformacji powierzchni:
N=U-1=pna*®a’, &=V -1=g;Qr", &z=n,,r",
p=(R'M5—n ) @2 = g 52" @2/,

A=(N;s-RNz)®r? =A;®rf, Ag= 151",
Nop = MNpas  HMap # Hpa>
gdzie 1=a,®a*+n®N=r,®r* +N®N jest tensorem metrycznym V. Miary

(7)

wprowadzone w (7) spelniaja szereg zaleznosci kinematycznych podanych w
[2.4].

3. WARUNKI ROWNOWAGI

W nieliniowe] teorii powlok cienkich warunki rownowagi powloki sa
tradycyjnie okreslane przez zasade pracy wirtualnej, ktora dla kazdego
kinematycznie dopuszczalnego przemieszczenia wirtualnego AU jest
postulowana na powierzchni podstawowej powloki w opisie Lagrange’a w
postaci [1,2,4]

[[IN Sy () + M P Sty (U)])dA
ol
= ”[p-5u +heSA(U)]|dA+ j [N*« SU + H*+SA(u)]ds.

ol ooty

®)

Tutaj N i M% oznaczaja powierzchniowe sktadowe wypadkowych
symetrycznych tensoréw sit i momentéw wewnetrznych typu Pioli-Kirchhoffa,
OVap 1 OK,p - wirtualne miary deformacji powierzchni, p i h - wypadkowe
wektory zewngtrznych sit i momentow statycznych dziatajacych na ol
mierzone na jednostkg¢ powierzchni nieodksztatconej o# , N* i H* -
wypadkowe wektory zewngtrznych sit i momentdéw statycznych przylozonych
do brzegu 8%, mierzone na jednostke dlugosci brzegu nieodksztatconego
0o/, , natomiast 0 oznacza symbol wariacji. Zauwazmy przy okazji, ze
wobec N-6n=0 tylko powierzchniowe skltadowe h i H* moga by¢
uwzglednione w teorii powtok cienkich.

Gdy przemieszczenie U jest jedyna zmienna tego sformutowania nieliniowej
teorii powlok podlegajaca niezaleznej wariacji, odpowiednie przeksztatcenie
zasady (8) pozwala wyprowadzi¢ trzy lokalne rownania rownowagi i cztery
naturalne warunki brzegowe, [1].
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W przypadku gdy tensor obrotu ma by¢ zmienna niezalezna teorii powlok
cienkich, zasade¢ (8) nalezy odpowiednio zmodyfikowaé, uwzgledniajac
zalezno$ci podane w p. 2.

Powierzchniowe miary deformacji  yup,k0p 1 T, Mop ZWiazane sa
nastgpujacymi zalezno$ciami ([2], wzor (5.11)):

Yap =Map + %némﬁ,
)
Kop = %[(5&I + 05 g + (05 +115) a1~ %(bo/}’hﬂ +biMia).
Dlatego gestos¢ wewngetrzne] pracy wirtualnej w (8) moze by¢ wyrazona
alternatywnie w nowych zmiennych
NPy 5+ M Sk o5 = SPSNap + H Sty

S = N+ L NP 4 N = 215 = )M + (b = )M =1, (10)

HY =(0f +n)M™,

gdzie teraz S =SP*  ale HY = HA* .

Gdy tensor obrotu R ma by¢ zmienna niezalezna, powinny by¢ dodatkowo
spelnione wigzy geometryczne na wirtualne miary deformacji wzgledem bazy
r,,N sformutowane w [2]:

€%r, «8nr* =0, MNeSmprt =0. (11)
Powyzsze warunki wigzéw wprowadzamy do (8) przy pomocy mmnoznikow
Lagrange'a S i O wewnatrz obszaru o# oraz A i B” na brzegu 0o/ .Z
analizy przeprowadzonej w [2] wynika, ze na brzegu powloki zawsze mamy
A=BPv;=0 , a jedyna niezerowa skladowa jest B=B’r; . Uwzgledniajac

ten fakt oraz zaleznosci (9) i (10), zasada pracy wirtualnej przyjmie teraz
nastgpujaca zmodyfikowana postac:

[JIN? <m0 + HOPr, + G, pr*1dA = [[ (p+OU+m - Sw)dd
ol o/l (12)
+ [ (N*-8u+M*-@,)ds+ [ BN-onprichds,
oot oot
gdzie wprowadzono oznaczenia
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N/ = (S + e S)r, + 0”Nn,
M?Z =AaxHr,, M*=nxH*, m=nxh,

=1 (@ 58, + 1 OM) = 2 (F*x SRR, + M SRRTM), (13)

w,=%(V><5V+Tx5T+ﬁx5ﬁ),

a i o, sa wirtualnymi obrotami okre$lonymi odpowiednio wewnatrz

powierzchni podstawowej i na jej brzegu.
Dalsze przeksztatcenie zasady (12) zgodnie z [2,4] pozwala na
przedstawienie jej w postaci

—jj [(N?]5 +p) - Su+(M”|; +8; x N/ +m) -0]d4

oll

+ [ {IN#vg +(BN)'=N¥]-Su+(MPv, + Ba, —M¥) -, }ds (14)
ool

+ [ {INPvy +(BNY]-Su+(MPvy + BA, ) o, Jdst Y. (BN),-5U, =0,
oty Medoll

gdzie a, =T'xn .

Kinematycznie dopuszczalne wirtualne przemieszczenia oU i obroty o,
spetniaja na 0o#; warunki ou=0 i ®,=0, dlatego catka po 0o/ w (14)
znika tozsamo$ciowo. Spetnienie zasady pracy wirtualnej wymaga wige, aby
poza warunkami wigzoéw wynikajacych z (11) byly spelnione nastgpujace
rozszerzone lokalne réwnania réwnowagi 1 naturalne statyczne warunki
brzegowe:

Nﬂ|ﬁ+p=0, Mﬁ|ﬂ+§ﬂxNﬂ+m=0 w ol ,
NAvs+(Bn)'—=N*=0, MPv,+Ba,—M*=0 nados,, (15)
(Bn), =0 w punktach osobliwych M, € do#;.

Analogiczne do (15) warunki rownowagi dla nieliniowej teorii powlok
cienkich przy matych odksztalceniach sprezystych podano w [2], wzory (5.57)-
(5.59). Dla takiej teorii powlok, w ramach doktadnosci konsekwentnego
pierwszego przyblizenia do energii odksztalcenia spr¢zystego powloki,
niesymetryczna cze$¢ HY nie moze byé wyznaczona z rOwnania
konstytutywnego i w ramach tej teorii pozostaje wielko$cia nieokre$lona.
Dlatego w [2] z gory przyjeto, ze MP=nxHPr, | gdzie

H@P) = %(H % + HP*) jest symetryczng czescia H .
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Podczas podanego powyzej wyprowadzenia nigdzie jednak nie zatozono
matosci odksztatcen, izotropii materiatu, jednorodnosci powloki czy nawet
sprezystego zachowania si¢ materiatu, jak to przyjeto w [2]. Dlatego w dalszych
rozwazaniach bedziemy uzywali ogolnej definicji (13), dla wektora momentow

wewnetrznych M7#

4. ZAGADNIENIA BRZEGOWE W OBROTACH

Rozszerzone warunki réwnowagi (15) pozwalaja na znaczna swobodg
wyboru zmiennych niezaleznych zagadnienia brzegowego nieliniowej teorii
powtok cienkich formutowanej w obrotach.

Uzupehijmy wigc (15) o kinematyczne warunki brzegowe, wynikajace z
kinematycznie dopuszczalnych wirtualnych przemieszczen 1 obrotow
ou=01 0w, xn=0 nados:

u=u* R,n=R¥n nados, (16)
gdzie (.)* oznacza wielko$¢ zadana na brzegu.

Wewnatrz obszaru o# wigzy na wirtualne miary deformacji (11)
odpowiadaja nastepujacym warunkom wigzow naktadanych na globalne miary
deformac;ji [2]:

Gaﬁﬂaﬂ =e“ﬂra -aﬂ:e“ﬂ(Raa) . (aﬂ +Upz— Raﬂ) =0,
_ (17)
n<z=(Rn)+(asz+Uz)=0.

Zwiazki kinematyczne migdzy wprowadzonymi miarami deformacji
Tap> Hop @ polami U, R maja jawna postac [2]

€p= (RT —1)rﬂ +U gz,
R D —— as)
ﬂzz(ra xR sR'r* +nxR zR'n)xn.

Dla powlok cienkich wykonanych z materialu sprgzystego zaktadamy
istnienie funkcji gestoSci energii sprezystej X(y op,Kqp;F) , ktorej wariacja ma
postac¢ zgodna z podana w (10),. Jawne wyrazenia funkcji X =X(y,p,K44;r) dla
réznych klas powlok sprezystych, a stad i odpowiadajace im rownania
konstytutywne, zaleza zarowno od mechanicznych wlasnosci materiatu jak i od
geometrii powloki nieodksztatconej — jej grubosci, struktury wewngtrznej po
grubosci, geometrii powierzchni podstawowej o# itp. Zostalo to symbolicznie
zaznaczone w X przez dodanie r do ciagu jej argumentow. Funkcja X jest
zwykle konstruowana albo przez konsekwentna redukcje do powierzchni o#
odpowiedniej znanej funkcji gestosci energii  sprezystej W ciata
trojwymiarowego, albo bezposrednio z rozwazan dwuwymiarowych na



O nieliniowej teorii powltok cienkich formutowanej w obrotach 113

powierzchni o# popartych nastgpnie badaniami do$wiadczalnymi . Szereg
postaci funkcji X , przydatnych do analizy duzych odksztalcen powtok
zbudowanych z jednorodnego 1 izotropowego materiatu sprezystego,
skonstruowano m.in. w [11,3,14], postulujac rézne hipotezy kinematyczne i/lub
dokonujac oszacowan trojwymiarowego stanu odksztalcenia i naprgzenia w
powtoce.

Przy pomocy podstawienia (9) funkcja ¥ moze by¢ tatwo przeksztatcona do
postaci zaleznej w sposob jawny od 77,4, tp -

% = 20V (M) Kap s 20301 = E (0 33T) (19)
Roézniczkujac funkcjg i(naﬂ, Hapi¥) wzgledem miar deformacji, otrzymamy
réwnania konstytutywne powlok sprezystych:

S# = _gha pob = E_ e (20)
Nap é)ﬂaﬂ
Wprowadzmy (18) do (20) a nastepnie do (15). Stwierdzamy, ze lokalne

warunki rownowagi wyrazaja si¢ teraz przez pola u, R, S,0” i B jako jedyne

zmienne niezalezne na powierzchni o# . Pozwala to na nastepujace silne
sformulowanie zagadnienia brzegowego nieliniowej teorii cienkich powlok
sprezystych: przy znanych polach wektorowych sit i momentéw

powierzchniowych p(6%),m(6%) i brzegowych N*(s), M*(s) klasy C°
nalezy wyznaczy¢ pole przemieszczen U(6%) i pole obrotow R(6%) klasy C!
oraz pola mnoznikow Lagrange’a S(6%),07(6%),B(s) klasy C°, speiajace
geometryczne warunki brzegowe (16) a takze rownania rownowagi i naturalne
statyczne warunki brzegowe (15),5.

Kazdy stan powierzchni ol jest teraz okreSlony przez pola
ueV, ReSO@B), SeR, Q’cRxR i BeR. Zbior wszystkich mozliwych
rozwiazan U=(U,R,S,0”,B) tworzy przestrzen konfiguracyjna rozwiazan
C(o#) =V xSO(3)x R*, a wirtualna zmiana rozwiazania SU jest elementem
przestrzeni T,C(o#) stycznej do C(e#) w ue C(e#). W otoczeniu U kazde
pole u(a) wzdtuz krzywej 2" :R — C(o#/) ma postaé

ua)=u+adu, ac<R, u(0)=0. (21)

Przedstawmy funkcjonat (12) pracy wirtualnej w nastgpujacej rozwinigtej

postaci, uwzgledniajacej rowniez rownania wigzo6w kinematycznych (17):
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Glu;0u] = [ 80175 (UR), 15 (R)1dA

o
— [[Ip(u,R) - 5u+m(u,R) -0}
ol
- I [N*(u,R)-ou+ M*(u,R) -, lds (22)
ootly
+ [[ S{1e” Sr (R)+ QP A(R)] 115 (U, R)I(R)} A
on
— [ SLBAR) *n7:5(u,R)I*(R)z#1ds.
ontl
Funkcjonat (22) jest liniowy wzgledem S,Q”,B oraz wymierny wzgledem
U, R i ich pierwszych pochodnych powierzchniowych. Zagadnienie brzegowe
nieliniowej teorii powlok moze by¢ wigc sformutowane w nastepujacej stabej
postaci: przy znanych polach p, m, N* i M* klasy C" (odcinkami ciagtych)
nalezy wyznaczy¢ rozwiazanie U=(U,R,S,0%,B), w ktorym u, R sa
geometrycznie dopuszczalne klasy C° , a S,07,B sa klasy C' takie, ze dla

kazdego kinematycznie dopuszczalnego ou, w ktérym
ou=0 1 0w,=0 na do# , funkcjonat wirtualny (22) znika tozsamosciowo:
G[u;ou] = 0. (23)

W oparciu o zasadg (23) mozna budowa¢ efektywne algorytmy numeryczne.
Podkreslmy wymagana tu nizsza klasg ciaglosci pdl rozwiagzan niz przy
analizowaniu silnego zagadnienia brzegowego. W szczegélnos$ci, w przypadku
stosowania metody elementow skonczonych mozna tutaj wprowadzi¢ elementy
klasy C° o najprostszych funkcjach ksztattu.

Sformutowanie (23) jest w istocie rozszerzona zasada pracy wirtualnej
nieliniowej teorii cienkich powlok sprezystych, uwzgledniajaca w sposob jawny
obroty jako zmienne niezalezne. Wigzy kinematyczne (17) w o# i na Oo#
zostaly tu wprowadzone bezposrednio do funkcjonatu za pomoca mnoznikow
Lagrange’a.

Gdy obciazenia zewngetrzne maja potencjat V' (u,R) taki, ze

Gext[U,R;0U,0] = -0V [u,R;0uU,0], (24)
mozemy wprowadzi¢ funkcjonal catkowitej energii potencjalne;j

1(U) = [[ 17,5 (U,R), 15 (R)1+ €7 S (u,R) + QPA(R) &5 (U,R) } dA

ol (25)
— [ BA(R)€4(u,R)e’ds+V (u,R),

ool
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dla ktoérego geometryczne warunki brzegowe (16) sa warunkami ubocznymi.
Wtedy rozszerzona zasada pracy wirtualnej przyjmuje postaé zasady
wariacyjnej

ol[u;ou]=0. (26)

Warunkami stacjonarno$ci funkcjonatu /(u) sa: rownania réwnowagi (15);,
naturalne statyczne warunki brzegowe (15),; oraz réwnania wigzéw (17) w
o/l i na o/ . Twierdzenie (26) jest zmodyfikowana zasada calkowitej
energii potencjalnej w nieliniowej teorii cienkich powlok sprezystych
formutowanej w obrotach.

Rowniez funkcjonat (25) jest liniowy wzgledem S,07,B oraz wymierny
wzgledem u, R i ich pierwszych pochodnych powierzchniowych. Zasada (26)
umozliwia budowanie rozwiazan przyblizonych w klasie C' dla S,0”,B i w
klasie C° dla u, R, co w przypadku metody elementéw skonczonych oznacza
mozliwoé¢ uzycia elementow klasy C° o najprostszych funkcjach ksztattu.

Przy rozwiazywaniu niektorych zadan pozyteczne moze by¢ rozwazenie
og6lnego swobodnego funkcjonatu typu Hu - Washizu

J= jj s Hap )+ €PSNap + OPA(R) 15 (R)

ol
_Saﬂ[ﬂaﬂ _naﬁ(uaR)]_Haﬂ[/Jaﬂ _,ua,B(R)]}dA
— | BA(R)*myor*(R)rPds (27)
Ooll
- j ({L(S% + € S)rg(R) + O/N(R) v + [BA(R)]'} - (T~ T%)
Doty
+[H1,(R)vs - BT'(U,R)]+(Rn=R*n)) ds+V (U,R).

Funkcjonat J powstaje z funkcjonatu [ przez dotaczenie zaleznosci
kinematycznych (18) i geometrycznych warunkéw brzegowych (16) z
mnoznikami Lagrange’a. Wtedy czg$¢ warunkow stacjonarnosci funkcjonatu J

pozwala na identyfikacj¢ tych mnoznikoéw jako S*, H*’ NPy, +(Bn)' oraz
Hr,vs —BT', odpowiednio, i tak zidentyfikowane mnozniki zostaly juz
wiaczone do funkcjonatu (27). W rezultacie, funkcjonat J jest okre§lony na
polach U, R, 77,5, ttep, S, S,07, H** i B podlegajacych swobodnej wariacji.
Zasada wariacyjna typu Hu - Washizu &/ =0 jest alternatywnym stabym
sformutowaniem kompletu zaleznosci nieliniowej teorii cienkich powlok
sprezystych rozwazanych w tym rozdziale.

Spelniajac a priori niektore z warunkow stacjonarnosci funkcjonatu J i/lub
przyjmujac dodatkowe zalozenia ograniczajace, mozna go przeksztatci¢ do
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roznych prostszych postaci funkcjonalow zaréwno bezwarunkowych jak i z
warunkami ubocznymi. Interesujacym szczegdlnym przypadkiem takiego
przeksztatcenia jest funkcjonat J,(0,y,B) typu Simmondsa — Danielsona,
okreslony na wektorze obrotu skonczonego 0 , wektorze funkcji naprezen y i

mnozniku Lagrange’a B jako zmiennych niezaleznych. Wystepujacy tu wektor
obrotu skonczonego okreslony jest zaleznoscia O=2tgw/2e, gdzie o jest

katem obrotu dookota osi ustalonej wersorem e. Taki funkcjonal mozna
skonstruowa¢ przy nastgpujacych dodatkowych zatozeniach:
1. Réwnanie réwnowagi sit (15); mozna spelié przez podstawienie

N? =e®y,,+P# | gdzie P? jest catka szczegdlna tego rownania
rOwnowagi.

2. Gestos¢ energii sprezystej )y jest addytywna funkcja powierzchniowych
miar deformacji i:iq(naﬁ)Jriy(yaﬂ) , gdzie i,,(f]aﬁ) jest funkcja

odwracalna.

3. Potencjaty sit powierzchniowych i brzegowych maja postaé
® =P’|sT+ f[N(0)] oraz ¥ = N*-T + g[N(0)] .

4. Brzeg 0o/ moze by¢ podzielony przemiennie na roztaczne czgéci 0o i
0o/, , nie ma wigc czgsci brzegu o mieszanych warunkow brzegowych.

5. Saa priori spelnione nastepujace warunki stacjonarnosci:

Nap =§SLOZ;,H“£ z(»fi—;,ﬂaﬂ = Hop (0),N/ =y, +P/ w o/,

T=T*na 0c#;, T,=T*w M, cdo.

Konstrukcja funkcjonatu J,(0,y,B) przebiega analogicznie do konstrukcji

(28)

podobnego funkcjonatu dla matych odksztalcen sprezystych, omowionej
szczegotowo w [2], p. 5.7. Pomijajac te dos¢ skomplikowane przeksztalcenia,
podajemy tu wynikowa posta¢ funkcjonalu typu Simmondsa — Danielsona
stuszna dla przypadku duzych odksztatcen cienkich powtok sprezystych:
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J2(0,9,B) = [[ {£,,(8) ~Z5(0,9) — (€7 w,,+P7) - 15(0) + [N(B)]}d4

oll

) <J (G, +C, ~y)T'(0.) + fN(0)])ds

n=1,3,..
~[Gu(50e1) * ot * +C, + (T * —T,%)]) (29)
— [ B(®)-€,(u0)r”
ool
- J (W' =Plyy - T* +[H (O)r,(0)v — (BT*)']-[N(0) — N(0*)] }dls.
oty

Tutaj Gn(S)=J.(N* —PPvp)ds sa funkcjami na Oo#} ig jest funkcja

gestosci energii komplementarne;j spetniajaca warunek
35(SY) = 81,5 — £, (1ap) » Natomiast C, sa stalymi wektorami, ktore maja
zapewni¢ by wektor y byl ciaglym przy zblizaniu si¢ do brzegu 0o#; . Zasada
wariacyjna

0J,[0,y,B;00,0y,0B]=0 (30)
jest rownowazna spelnieniu w slabej postaci szeregu zaleznosci nieliniowej
teorii powtok omowionych w [2].

5. ROWNANIA KONSTYTUTYWNE POWLOK
GUMOPODOBNYCH

Rozwazmy szczegdlng posta¢ funkcji gestosci energii sprezystej dla powlok
jednorodnych zbudowanych z izotropowego, niesci§liwego materiatu
gumopodobnego. W [3] Wykazano ze dla takiej powtoki funkcja

= hVV(O) (7!(,0) + {VV(lﬂ(ykp)(KaKﬂﬁ - K%’(‘aﬂ) + VV(gf}W (7Kp)laﬂlﬂ;t} (3 1)

jest konsekwentnym plerwszym przyblizeniem ggstosci energii odksztatcenia

sprezystego powloki. W wyrazeniu (31) funkcje W), W(?‘)ﬂ i ng’“‘ oznaczaja,
odpowiednio, zmodyfikowana funkcje trojwymiarowej gegstosci energii
sprezystej oraz jej pierwsza i druga pochodna wzgledem odksztatcen stycznych,
wszystkie okre§lone na powierzchni $rodkowej powloki o# , h jest
nieodksztalcong gruboscia powloki, natomiast y,z = —(\/%Eaﬂ —byp) .
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W [3] wykazano, ze udziat podkreslonych w (31) czlondw w energii
sprezystej powtoki jest stosunkowo matly i w obliczeniach inzynierskich cztony
te moga by¢ réwniez pomini¢te. Ponadto, dla powlok cienkich czesdci energii
sprezystej od odksztalcenia i zginania moga mie¢ porownywalne wartosci tylko
wtedy, gdy najwigksza wartos¢ wilasna y tensora y,; jest najwyzej O(0) ,

gdzie 4 jest matym parametrem zdefiniowanym w [3]. Wtedy odksztatcenia sa
duze w sensie, ze stuszne jest oszacowanie 1+ y? ~1 , ale nie sa skonczone w
sensie, ze y =0(1),1 y,s mozna przyblizy¢ wyrazeniem
Xap = Kap +(bap = Kap) Vi - (32)

W takim przypadku najprostsze przyblizenie funkcji ggstosci energii
odksztalcenia sprezystego cienkiej powtoki gumopodobnej przyjmuje postac

5 = W0 () + A W i g1 (1= 278) + 2bgrcsas], (33)
gdzie uwzgledniono symetrig W(Z’f’l” wzgledem zamiany wskaznikow o z £,
Az poraz aff z Au .

Przeksztalémy teraz (33) do postaci wyrazonej przez 1ngp,HUqs , ale z
uwzglednieniem przyblizenia ujetego w drugim czlonie (33). Niech
Hap = Hapy+ €app  gdzie pop) =5 (Hap + Hpe) . Przy takiej dekompozycji
tensor x5 W (9), przyjmie postaé

Kap = Hiap) —%[ﬂé(bw = H03p) + 105 (Daz = pany)] "‘%(’75}6/1,5 +jca)p. (34)
Z warunku ciagtosci odksztalcen [2] otrzymamy zalezno$¢

1 eaﬂﬁg (bap — Hiap))- (35)

P ohs

Szacunkowa warto$¢ niesymetrycznej czgsci €,30 tensora i,; wynikajaca z
(35) jest wigc rzedu max (17/R, nu) , gdzie 7 jest najwigksza wartoscia wlasna
tensora odksztalcenia 77,5 , ¢ - najwigksza warto$cia wlasng symetrycznego
tensora zginania f{,z , a R — najmniejszym promieniem krzywizny
powierzchni podstawowej powloki w rozwazanym punkcie M eo# . Dlatego z
(35) wynika, ze ze wzglednym bledem O(6?) wyrazenie (34) ma nastepujaca
postac:

Kap = Hap) — %[775 (bap = tiop)) + 15 (bar = Hian)]- (36)
Wprowadzajac (36) i (9); do wyrazenia (33) i pomijajac male czltony
wprowadzajace wzgledny blad O(6*) otrzymamy
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A ~ 3
ZEhW(O)(ﬂKp)JF%W(?)W (Mo ) A apy i) + 2(bap — Hap)) Bz (37)
- [Ug (baﬂ - :u(oﬁ)) + 77; (baa - ﬂ(aa))],u(/w)}
Z (37) wynika, ze w ramach najprostszego przyblizenia do energii
odksztalcenia powtoki gumopodobnej funkcja 3 zawiera tylko symetryczna
czgS¢ Uqp) tensora zginania. Dlatego dla tej szczego6lnej klasy powlok

sprezystych tylko symetryczna cze$¢ H'®P tensora momentdw moze by¢
okreslona przez réwnania konstytutywne (20). Niesymetryczna czg$¢ tensora
momentow pozostaje wielkoscia nieokreslona w ramach takiej nieliniowej teorii
powlok gumopodobnych. W tym przypadku, wszystkie zaleznosci zagadnien
brzegowych sformutowanych w p. 4 niniejszej pracy mozna nieco uproscic¢

przez pominigcie niesymetrycznych czgsci tensorow fi,5 i H* .
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ON THE NON-LINEAR THEORY OF THIN SHELLS FORMULATED IN ROTATIONS

ABSTRACT

We discuss such a formulation of the non-linear theory of thin shells in
which finite rotations are among independent fields of the boundary value
problem. We show that in the general case of finite shell strains the
surface bending tensor and the internal couple resultant tensor are non-
symmetric in general, when defined with respect to the rotated base.
Transforming the surface principle of virtual work we derive several strong
and weak boundary value problems. In particular, we construct global
variational principles of the total potential energy, Hu — Washizu and
Simmonds — Danielson type. For a homogeneous, isotropic, rubber-like
shell it is shown that the simplest approximation to the strain energy
function does not contain the skew-symmetric part of the bending tensor.



	ON THE NON-LINEAR THEORY OF THIN SHELLS FORMULATED IN ROTATI

